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Precisazione. Trattandosi di una versione alpha, questa (ehm)
“opera” conterra sicuramente molti errori, imprecisioni, omissio-
ni, dimostrazioni lasciate in sospeso, esercizi incompleti, punti
interrogativi, geroglifici o simboli di alfabeti ancora sconosciu-
ti, macchie di sugo, ecc. Il Lettore, nel pieno delle sue facol-
ta, dichiara di accettare 'opera “cosi com’?” e dichiara (altresi)
che mai e poi mai avra intenzione di rivalersi sull’Autore per
eventuali danni materiali, morali o di altro genere in cui po-
tra incorrere a causa di informazioni errate, incomplete o anche
palesemente malevole contenute nell’opera stessa.
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Elenco dei simboli usati

Esercizio non ultra—facilissimo.

Esercizio non facilissimo.

Esercizio che quasi si potrebbe dire difficilino (quasi).
Esercizio difficilino (senza quasi).

Esercizio svolto (pitt o meno) nei Rudimenti.

K B & % % =

Materiale addizionale (il docente puo decidere di ometterlo).

A C B significa che A ¢ un sottoinsieme di B (non necessariamente proprio,
quindi include il caso A = B).

N

A C B significa che A ¢ un sottoinsieme proprio di B.

C N

Unione disgiunta. Unione fra 2 insiemi che hanno intersezione vuota.

F¢ Complemento dell’insieme F'.

!

Chiusura dell’insieme F'.

F° Parte interna di F.

OF Bordo di F.

V* Spazio duale dello spazio vettoriale normato V' [5.3].
T* Aggiunto dell’operatore lineare T' [7.23].

V1 Complemento orthogonale di V.

|x| Parte intera di «, il pit grande intero minore o uguale a x.
[«] il pin piccolo intero maggiore o uguale a .
|z| Se z € R,, (oppure z € C") |z| := ||z|]2 = (\x1|2 + - \xn\z)l/Q.
1

lally Se p € [1,00), llally = (jzl? + [zl +---) /7.
%]l supy |2-

1/
£l Se p € [1,00), Iflly == (f 1f(@)|P da) "
[flla sup, [f(z)].

T4 Funzione indicatrice (o funzione caratteristica) dell’insieme A. Si usa anche il
simbolo x 4.

Argz arg(_. ,# ¢ l'argomento principale di z.

9
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1. Prerequisiti

W: I’'m Winston Wolf, I solve problems

1.1 Algebra elementare

1.1.1 Identita algebriche elementari

1.1. (Coefficiente binomiale). II simbolo (}) ¢ il coefficiente binomiale dato da

(&) = mem

1.2. (Coefficiente binomiale generalizzato). Se b € R(C) e k € N, definisco

B\ b(b—1)(b—2)--- (b—k+1)
(1)~ ; ~

Esempio:

<1/2> _ (1/2)(=1/2)(=3/2)(=5/2) _ 5
4 4! 128
1.3. Alcune identita:

(z+y)?=2>+22y+y°

(x+1y)P =2 +32%y+32y* +4°

n n n
($+y)n:x7L+ (1)xn—1y+(2>$n—2y2+_._+(n1)xyn—1+yn

(@® =) = (z+y)(z—y)

(2! —y") = (z +y) (x —y) (@ +9?)
(
(

(CC ) T — y)( 1+xn*2y+’rn73y2+...+zyn72+yn71)

(" +y") = x+y)( 1—x"72y+1:"73y2+---—zy”fQ—i—y”*l) n dispari

1.4. Somme geometriche
n+1

n
Za Ta—-1 Zak Ta-1

k=1

1.5 Problema. Calcolarez ( ) (Sugg: usare lidentita. . .)
Risp: 137438953472

13



14 CAPITOLO 1. PREREQUISITI

1.1.2 Divisione di polinomi

1.6 Problema. Siano
P(z) :=32* +22° —2® + 52+ 3 Qz) :=22% —4x + 1.

(1) Trovare quoziente e resto della divisione di P per @, vale a dire trovare due
polinomi A e B tali che

) P(z) = A(z) Q(z) + B(x) .

(2) Dimostrare che la soluzione di questo problema ¢ unica. Supponiamo cioé che
valga la @ e contemporaneamente

P(x) = A(2)Q(z) + B'(x).
Allora deve essere necessariamente A = A" e B = B'.
Risp: A(z) = 32 + 4z + 27, B(z) = 28z — 12,
1.1.3 Risoluzione di equazioni di grado superiore al secondo
Le soluzioni di un’equazione di terzo grado
B 4ba’fecx+d=0
si trovano con la formuletta che tutti conoscono

TN=—5— 5+

pp = — VL D3y

in cui

a:=—-b+3¢
yi=—2b+9bc—27d

3= [} (e v

Un formula esiste anche per le equazioni di quarto grado, ma tenderei a risparmiarvela.

Se si ha motivo di sospettare che ’equazione’

" Faz" P a2+ Hap12+an

abbia soluzioni intere oppure razionali con denominatori piccoli, si pud provare a cerca-
re soluzioni fra i divisori del termine noto a,,. Ovviamente non ¢ assolutamente detto
che ci siano soluzioni intere, anche nel caso in cui tutti i coefficienti a; siano interi.

Lil coefficiente del termine di grado massimo si pud sempre porre uguale ad 1
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L’equazione pud non avere alcuna soluzione reale, come nel caso di 2% +1 = 0 o puo
avere soluzioni reali irrazionali. Ad esempio le soluzioni di

22+4x+1=0

sono

3312—2—\/5 I2=—2+\/g.

Vediamo invece un caso il cui il metodo del “tirare a indovinare” ha successo.

1.7 Problema. Trovare tutte le soluzioni dell’equazione

p(z) i= 2t — 112% + 422% — 642 + 32 = 0.

Soluzione. Se siamo fortunati troviamo qualche radice fra i divisori del termine noto
32. T divisori (con segno) di 32 sono

+1, +2, +4, £8, +16, £32.
To inizierei a provare con x = 1.
r=1: p(1)=1*—11-1%+42-1*> ~64-1+32=0!
Stupendo, una delle radici ¢ z = 1. A questo punto possiamo

(1) o dividere p(z) per  — 1 ottenendo un polinomio di terzo grado,

(2) oppure provare a vedere se qualche altro divisore di 32 ¢ anch’esso radice.
Seguo la prima strada e ottengo
ot — 1123 + 4227 — 64z + 32 = (x — 1) (2® — 102 4 322 — 32) .

Devo trovare dunque le 3 radici di ¢(z) := 2% — 1022 + 322 — 32. Provo di nuovo con i
divisori del termine noto.

r=1: q1)=1*-10-1*+32-1-32=-9#0 s —(
r=-1: q(-1)=(-1)3-10-(-1)?+32-(-1)=32=-75#40  :—((
r=2: q(2)=2°—-10-22+32-2-32=0 i)

Ottimo, un’altra radice ¢ = 2. Divido di nuovo ¢(z) per  — 2 e ottengo
q(z) = (x — 2)(2* — 8z + 16).
L’ultimo fattore é un polinomio di secondo grado facilmente scomponibile
(22 — 8z 4+ 16) = (z — 4)?

che vuol dire che ottengo la radice © = 4 con molteplicita (algebrica) 2. Le radici di
p(x) sono quindi

r=1 con molteplicita 1
(1.1) x=2 con molteplicita 1
x=4 con molteplicita 2.
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1.2 Algebra lineare

1.2.1 Il metodo della riduzione delle righe

Questo metodo ¢ spesso conveniente per risolvere vari problemi connessi con le matrici,
come:

(1) risolvere un sistema di equazioni lineari
(2) trovare il rango di una matrice
(3) trovare una base del nucleo di una matrice
(4) trovare una base dell’immagine di una matrice
Consideriamo la matrice
3 -1 4 7 11 0 5
o 1 -1 2 1 0 1
(1.2) A_QO 2 8 9 2 -2
2 1 1 8 9 0 5
La matrice A puo essere pensata come un’applicazione
A:R” - R
che agisce come moltiplicazione, cio¢, se © = (x1, 2, ...,z7), allora

7
(Aa:)l = ZAU Zj .
J=1

Il metodo della riduzione delle righe consiste nell’eseguire un certo numero di trasfor-
mazioni fino ad arrivare ad una nuova matrice B in “forma ridotta”’. Ad esempio, nel
caso di A, una sua forma ridotta B ¢ data da

1] -1 2 -1 2 -2 7
(1.3) B=|" [ -1 2 1

0
0o 0 o0 [1] 1/2 1 -3
0 0 0 0 0 0

Gli elementi che caratterizzano la forma ridotta sono:

(a) ogni riga & o composta di tutti zeri, oppure ha un primo elemento non nullo che
é uguale ad 1. Questo “uno” é detto “uno iniziale” della riga e appare dentro un
quadrato nella (1.3);

(b) se una colonna contiene un | 1 | (un “uno iniziale”), allora la porzione di colonna al

di sotto dell’ contiene solo zeri.

Per ridurre una matrice, cioé per passare da A a B, si effettua una serie di operazioni
permesse. Le operazioni permesse sono:

(1) moltiplicare una riga per un numero diverso da zero;

(2) aggiungere ad una riga il multiplo di un’altra riga;

(3) scambiare due righe.
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Effettuando queste operazioni conviene fare attenzione allo scopo di evitare di intro-
durre frazioni quando non sono necessarie.? Riparto dalla matrice A

3 -1 4 7 11 0 5

A— 0 1 -1 2 1 0 1
12 o0 2 8 9 2 =2

2 1 1 8 9 0 5

Si procede per colonne. Inizio dalla prima colonna. Voglio che appaia un in alto e
sotto tutti zeri. Sottraggo la terza riga dalla prima

Ri-Rs|1 -1 2 -1 2 -2 7
Ry 0o 1 -1 2 1 0 1
Rs 2 0 2 8 9 2 =2
Ry 2 1 1 8 9 0 5
Poi procedo nel modo seguente
Ry 1 -1 2 -1 2 =2 7]
Ry 0o 1 -1 2 1 0 1
R3—2R, |0 2 -2 10 5 6 —16
Ry—2R, |O 3 -3 10 5 4 9]

E la prima colonna sta a posto. Ora elimino il 2 e il 3 in fondo alla seconda colonna

R 1 -1 2 -1 2 -2 7
R, |0 1 -1 2 1 0 1
Ry—2R, |0 0 0 6 3 6 -18
Ri—3R, |0 0 0 4 2 4 -12

Nella terza riga trasformo il primo 6 in

R [1 -1 2 -1 2 -2 7
R, |01 -1 2 1 o0 1
Rs/6l0 0 0 1 1/2 1 -3
Ry O 0 0 4 2 4 -12

Sistemo la quarta colonna eliminando il 4 in fondo

R[] -1 2 -1 2 -2 7
(1.4) R, o [1] -1 2 1

0
Ry 0 0 0 /2 1 -3
Ry—4Rs [ 0 0 0

Fatto.? Nella (1.4) appare una versione ridotta della matrice A. Non & I'unica possibile.
Si potrebbe infatti a questo punto aggiungere, ad esempio, la seconda riga alla prima
e ottenere un diversa versione della matrice ridotta. Ai due requisiti (a) e (b) che
definiscono la forma ridotta di una matrice se ne pud aggiungere un terzo. Diremo
che il processo di riduzione delle righe & completo* se, oltre alle proprieta (a) e (b) &
verificata anche la proprieta

2ma spesso ¢ inevitabile introdurre frazioni

3il lettore sarebbe certamente fuorviato qualora pensasse che i calcoli vengono sempre cosi semplici
4]a terminologia me la sono appena inventata,
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(c) se una colonna contiene un “uno iniziale”, cioé un , tutti gli altri elementi della

colonna (anche quelli che si trovano sopra 1’) sono nulli

Il procedimento di riduzione completa delle righe determina una matrice ridotta in
maniera univoca. Nel caso della matrice (1.4) per ottenere la riduzione completa
dobbiamo cancellare il —1 che si trova il colonna 2 e i due elementi non nulli che si
trovano sopra l’ in colonna 4. Il risultato é:

10 1 0 3 =3 11
01 -100 -2 7
00 0 1 4+ 1 =3
00 0 00 0 0

Determinazione della dimensione del nucleo e dell’immagine di A

Riscrivo la matrice ottenuta aggiungendo le variabili z1, ..., x7. Se nella colonna
i-sima compare un inquadretto la variabile corrispondente x;

] -1 2 -1 2 -2 7
o [1] -1 2 1 o0 1
0
0

(1.5) 0 0 12 1 -3
0 0 0 0 0 0
Sia

Ker A:=ilnucleo di A C R’
Ran A := I'immagine di A ¢ R*.

Dalla (1.5) ottengo che, poiché ci sono 3|1, vale a dire 3 righe non nulle, allora

(1.6) 3 = numero di righe linearmente indipendenti =
’ = numero di colonne linearmente indipendenti = dim Ran A

D’altra parte sappiamo che
dim Ker A + dim Ran A = dimensione del dominio di A = dimR” =7,

per cui
dimRan A =3 dimKer A =4.

Base dell’immagine di A.

Una base dell'immagine di A é data dai vettori colonna nella matrice originale A che
corrispondono alle variabili . Nel nostro caso le colonne 1, 2, 4 di A.

uy = (3707272)
Base di Ran A = ug = (—1,1,0,1)
Uus = (772,8,8) .

Base del nucleo di A (ovvero, come risolvere un sistema omogeneo).

Il nucleo di A é Iinsieme dei vettori x € R7 tali che Az = 0. Quindi determinare
il nucleo di A equivale a trovare la soluzione generale del sistema omogeneo Az = 0.
Per risolvere questo sistema si puod usare al posto di A la matrice ridotta B data dalla
(1.5). II metodo ¢ il seguente:
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(1) le variabili senza quadretto sono libere. A queste si possono assegnare parametri
liberi 7, s,t, q e si portano a secondo membro;

(2) le variabili inquadrettate invece vengono determinate in ordine inverso in
funzione di quelle libere.

Quindi, utilizzando la (1.5), ottengo
(1.7) T3 =1 T5 =5 T =t T7=q
e, a partire da queste, ottengo le :

S
J;4=—§—t—|—3q
To=r—203—S—q=r+2t—"Tq

5
T zxg—2r+x4—2s+2t—7q:—r—§s+3t—11q
Riordino, metto tutto insieme e scrivo la

5
xlz—r—§s+3t—11q
To=1+2t—-1Tq

soluzione generale del T3 =7

sistema lineare omogeneo Ax = 0 = Ty = —; —t+3q
T5=S$
xrg =1
T7 =4

L’ultimo passo, quello della costruzione di una base del nucleo di A, a questo punto
& quasi a costo zero. Ho 4 parametri liberi e scrivo 4 vettori vy, ..., v4 nel modo
seguente

in v; prendo r = 1 e gli altri parametri uguale a zero

in vy prendo s = 1 e gli altri parametri uguale a zero

Questa non ¢ 'unica ricetta possibile (ovviamente) ma funziona. In particolare il
valore 1 é arbitrario e puo essere sostituito con un qualsiasi numero diverso da 0. Ad
esempio, dato che s appare sempre diviso per 2, porrd s = 2 per calcolare vo. Dunque
ci siamo:

v :=(-1,1,1,0,0,0,0)
base di Ker A = vy := (=5,0,0,-1,0,0,0)

3 = (3,2,0,-1,0,1,0)

vg = (~11,-7,0,3,0,0,1)

Precisazione

L’autore non ha difficolta ad ammettere che la matrice A che appare nella (1.2) é stata
scelta con una certa. .. benevolenza allo scopo di ottenere calcoli semplici. Ci si potra
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facilmente rendere conto che per una matrice i cui elementi vengono scelti “a caso”, il
processo di riduzione delle righe puo risultare pitt complicato. Tuttavia, con un po’
di pratica, il procedimento diventa abbastanza rapido. Costruisco, ad esempio, una
matrice i cui elementi sono interi presi a caso con distribuzione uniforme fra —5 e 5

o 2 -1 0 -3 4 =2
2 -3 4 -4 4 -1 -1
4 1 -5 -1 -2 2 4
1 -2 1 2 1 -4 -1

Si vede subito ad occhio che la versione completamente ridotta di questa matrice é

rooo g -3 I
0100 -3 % 9
0010 ¥ - 26
0001 -4 5 10

perd, appunto, come dicevo, é necessaria un po’ di pratica.> Ci puo porre il seguente
problema:

1.8 Problema. Sia A una matrice m X n i cui elementi sono interi scelti a caso
con distribuzione uniforme fra —k e k. Qual ¢ la probabilita che il procedimento di
riduzione completa delle righe produca una matrice i cui elementi sono tutti numeri
interi?

Soluzione di un sistema lineare non omogeneo

Se A & una matrice m X n e b & un vettore in R™, possiamo costruire il sistema di
equazioni lineari (non omogeneo) Az = b, che, scritto esplicitamente, diventa

a1 T1+a1222+ -+ ATy =by

a1 T1 +ap o+ 4 a2 Ty = bo
(1.8)

am1$1+am2x2+"'+amnxn:bm

Denotiamo con C; la i—sima colonna della matrice A

a4
a2

C; =
Ami
Il sistema (1.8) puo essere riscritto come
1101 +22Co+ - +2,C, =0,

quindi dire che il sistema Ax = b ammette almeno una soluzione equivalente a dire
che b & una combinazione lineare delle colonne di A. Per risolvere questo sistema si
procede pitt 0 meno come nel caso di un sistema omogeneo. Si costruisce la matrice
[A]b] con n + 1 colonne, fatta da A e dal vettore b. Poi si applica il metodo della

5oppure un programma, di manipolazione simbolica come Maple o Mathematica,
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riduzione delle righe alla matrice [A|b]. Facciamo un esempio: sia A la matrice gia
usata in precedenza, definita nella (1.2) e sia

b=(5,1,3,5).
Allora abbiamo
3 -1 4 7 11 0 5 |5
o 1 12 1 0 1 |1
(1.9) Abl=15 o 2 8 9 2 —2 |3
2 1 1 8 9 0 5 |5
Operiamo con la riduzione delle righe e otteniamo®
-1 2 -1 2 -2 7 | 2
(1.10) 0 1210 1 | L
0 0 0 11 -3 -4
0o o o0 0 0 O 0 |

La soluzione generale del sistema, a questo punto si ottiene in modo analogo al caso
del sistema omogeneo. Fare attenzione che i numeri che appaiono nell’ultima colonna
si trovano gia “al secondo membro” quindi non vanno cambiati di segno.

Contrariamente al caso omogeneo in cui pud avere una soluzione oppure infinite so-
luzioni, un sistema lineare non omogeneo pud non avere soluzioni. Questo avviene
quando nella matrice ridotta appare una riga del tipo

(1.11) 0000000 | 1]

che corrisponde all’equazione
0=1.

Esaminiamo dei casi di matrici gia ridotte. Partiamo dalla (1.10)

-1 2 -1 2 -2 7 | 2
0 -1 2 1 0 1 | 1

(1.12) 0 0 0 1 -3 -4
0 0 0 0 0 0 |

0

In questo caso abbiamo quattro parametri liberi e nessuna ‘riga impossibile” come
la (1.11), quindi il sistema ammette infinite soluzioni. A volte, per dire che ci sono
infinite soluzioni dipendenti da 4 parametri, vale a dire che 'insieme delle soluzioni &
uno spazio quadridimensionale, si dice che il sistema ha co? soluzioni. Il sistema

0

6basta applicare all’ultima colonna la stessa sequenza di operazioni usate in precedenza per la
matrice A

-1 2 -1 2 |
0 0o 2 | 1
(1.13) 00 Lol
0o 0 0 o0 | 1

0 0 0 |

EOOOD

ot
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invece non ha soluzioni a causa della quarta riga. Il sistema

[ -1 2 -1 | 2]

0 -1 0 | 1

0 0 0o | 1

(1.14) 0 0 0 | -1
O 0 0 0 | o

0O 0 0 0 | o0
L[] ]

ha un’unica soluzione, perché non ci sono righe impossibili né parametri liberi. Il

sistema
-1 2 -1 | 2
0 0 0 ] 1
1.15
(1.15) o 0 0 o0 |1

non ha soluzioni a causa della riga 3.

1.2.2 Autovalori, autovettori e diagonalizzazione di una matri-
ce

1.9 Problema. Trovare autovalori e autovettori della matrice A e diagonalizzare A
se ¢é possibile
5 3 -2 -1
-3 1 6 -3
-2 0 8 —4
-5 -3 10 -3

Soluzione. Si costruisce la matrice

A—5 -3 2 1
3 A-1 -6 3
(1.16) M- A= 2 0 s 4
5 3 —10 A+3

e se ne calcola il determinante, detto anche polinomio caratteristico

A—5 =3 2

3 A-1 -6 =M 113 44207 — 64X + 32

p(A) :=det(Al — A) = 9
5 3 —-10 A
Gli autovalori sono le soluzioni dell’equazione.

p(A) == AT — 1103 44207 — 64\ +32 =0.

Dalla soluzione del Problema 1.7 otteniamo gli autovalori di A

A =1 con molteplicita 1 = 1 autovettore
Ay =2 con molteplicita 1 = 1 autovettore
A3 =4 con molteplicita 2 = 1 o 2 autovettori

(1.17)
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Per trovare gli autovettori sostituiamo ciascun autovalore al posto di x e risolviamo il
sistema

(1.18) (I — Ay =0.

Prendiamo il primo autovalore \; = 1. Ponendo

X

v=|"

z

w

la (1.18) diventa

—4 -3 2 1 T 0
3 0 63| ([y]_ [o
(1.19) 2 0 -7 4| |2]7]0
5 3 —10 4 w 0

Risolvendo col metodo (ad esempio) di riduzione delle righe si trova che w pud essere
preso come parametro libero e la soluzione si puo scrivere come

2
(1.20) =2 yz% ZZ; w=s.

Ponendo quindi s = 3 otteniamo un autovettore corrispondente all’autovalore A = 1,
dato da
up=(1,1,2,3)

e secondo autovalore Ay = 2.

Ponendo A = 2 nella (1.16), la (1.18) diventa:

3 -3 2 1\ [x 0
3 1 63| ([y] |o
(121) 9 0 -6 4 21 = o
5 3 -10 5/ \w 0

Eseguendo la riduzione delle righe sulla matrice Aol — A si ottiene ad esempio

3 4 -5

0 0 0

(1.22) 0 5 _1
0 0 0 0

Quindi le variabili z, y e z possono essere determinate in funzione del parametro libero
w = s. La soluzione generale del sistema (1.21) ¢ data da

r=sy=0 Z=3S5w=Ss.
Ponendo quindi s = 1 otteniamo ’autovettore corrispondente a A = Ay = 2

uy = (1,0, 1,1).

e Terzo ed ultimo autovalore: A3 = 4.
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Ponendo A = 4 nella (1.16), la (1.18) diventa:

1 -3 2 1\ [z 0
3 2 63| [y] o
(1.23) 9 0 -4 4 21~ o
5 3 -10 7/ \w 0

(1.24) 0 0
0 0 0
0 0

Quindi le variabili x e y possono essere determinate in funzione dei due parametri
libero z = s, w = t. La soluzione generale del sistema (1.23) ¢ data da
rT=2s—2ty=t z=sw=t.

Ponendo prima s =1et =0epois=0et=1otteniamo due autovettori linearmente
indipendenti corrispondenti a A = A3 = 4

(1.25) us =(2,0,1,0)
(126) Uy = (727 1, 07 1)

e Elenco gli autovalori di A con i corrispondenti autovettori

w=(1,1,2,3) Mo=1
up = (1,0,1,1) Ao =2
us = (2,0,1,0) Ag =4
us=(-2,1,0,1) Ag =4

e Diagonalizzazione di A. Dato che ho trovato 4 autovettori linearmente indipenden-

ti, posso diagonalizzare A, vale a dire A pud essere scritta come
A=UDU!,

In cui D é la matrice diagonale che contiene gli autovalori di A

(1.27) D=

S oo
o O N o
O = OO
= O O O

e U é la matrice le cui colonne sono costituite dai corrispondenti autovettori:

(128) U:[U1IUQ|U3|U4]:

W N = =
=
O = O N
= O = N
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1.2.3 Funzioni di matrici
1.10 Problema. Sia

Calcolare det(A'°), tr(A'"9), det(e?).

Risp: 10'°, 9766650, 2

1.11 Problema. Sia

=(508)

A tr A

Calcolare e e verificare che det (eA) =e" 4. (Sugg: conviene diagonalizzarla).

1.3 Analisi reale

1.3.1 Regola di Leibniz per la derivata di un prodotto

1.12 Proposizione. Siano f : R — R e g: R — R due funzioni differenziabili n volte
n (a,b). Allora

n

(1.29) o)=Y (Z)ﬂ“(x) g (@), Ve (ab).

k=0

Dimostrazione. La dimostrazione € per induzione su n. Se n = 1, poiché ((1)) = (}) =1,
la proposizione afferma che (fg)' = f¢’ + f'g cosa che sappiamo essere vera. Assumo
dunque che valga (1.29). Se f,g € C"*(a,b), posso scrivere, ponendo D = d/dx,

o[

D[ (@) g M )]

D" (fg)(x) = D[D"(fg)] (x) =

B @) gD (@) + f54 (@) g ()]

)
)
)

[f(k)(x)g” L ( ]+i( ) [ (k1) ( )g(nfk)(x)}

=0
Nella seconda sommatoria possiamo cambiare k — k — 1 ottenendo

n n+1

> (}) @@ =3 ()P @)

k=0 k=1

Di conseguenza, grazie all’identita

(Z>+(kﬁ1) - (n;—l)
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si ottiene
D" (fg)(x) = ]; (Z) F® () g+ () +:§ (k " 1) £ () g +1-0) ()
-2 () ()
+ (5@ e+ (1)@t
=3 (")) 05 ) 1 o)
R L

Quindi la (1.29) ¢ valida per n + 1. La dimostrazione per induzione ¢ cosi completata
O

1.3.2 Integrali impropri su R

1.13 Notazione. In questa sezione consideriamo funzioni f : [a,b) — R. Il simbolo
b denota un numero reale finito oppure +o0o. In questo modo possiamo trattare pa-
rallelamente sia gli integrali impropri su un intervallo finito sia quelli su un intervallo
infinito [a,+00). Inoltre il caso in cui f & continua su un intervallo (a,b] chiuso a
destra e aperto a sinistra si ottiene per simmetria, a partire dal caso precedente.

Se f ¢ una funzione continua sull’intervallo semiaperto [a, b) si dice che f ¢ integrabile
(in senso improprio) su [a, b] se esiste ed ¢ finito il limite

x

(1.30) lim [ f(t)dt

z—b~ Jq
e si pone
b T
/ f(t)dt = lim f@t)dt.
a z—b~ Jq

La dicitura “in senso improprio” viene a volte omessa perché ovvia. Nel caso di una
. . LN xr N . . .. . .

funzione non negativa la quantita fa f(t),dt & non decrescente in x, quindi il limite

nella (1.30) esiste sempre, ma pud essere uguale a +0o. In questo caso scriveremo

b T
/a F(@)dt = o0 se zligl—/a f(t)dt =400
b T
/a f(t)dt < oo se Lligl—/a f(t)dt é finito.

Dal criterio di Cauchy per l'esistenza del limite di una funzione si ottiene il seguente
criterio di integrabilita:

1.14 Teorema. (Criterio di Cauchy per gli integrali impropri). Se f & una funzione
continua su [a,b), allora f & integrabile (impropriamente) su [a,b] se e solo se vale

Ve > 0 Jxg € [a,b) tale che per ogni x1,x2 in [x9,b) si ha

/;2 f(t) dt‘ <e.



1.3. ANALISI REALE

27

Inoltre se [ é integrabile su [a,b], allora, per ogni x € [a,b), f & anche integrabile su

[x,b] e vale

b
lim / Ft)dt=0.

rz—b~

Come caso particolare otteniamo il seguente

1.15 Corollario. Sia f: R — R continua e non negativa. Allora

/00 fydt<oo <= lim / fit)ydt=0.
- |t|>=

T—>00

Dal Teorema 1.14 si ricava il criterio del confronto:

1.16 Teorema. (Criterio del confronto per gli integrali impropri). Siano f e g sono

due funzioni continue su [a,b) tali che
|f(z)] < g(x) per ogni x € [a,b).
Se g & integrabile su [a,b], allora anche f e |f| sono integrabili su [a,b).

A volte risulta pit comodo utilizzare il confronto asintotico:

1.17 Teorema. (Criterio del confronto asintotico per gli integrali impropri). Siano f

e g sono due funzioni continue non negative su [a,b) tali che

m 1@ -
Jim o =0 4od).

Allora:

(1) se l € (0,+00) si ha f; ft)dt < oo <= f:g(t) dt < oo;
(2) se =0 si ha fabg(t)dt < oo = f; f(t)dt < oo;

(3) se £ =+oo si ha fabg(t) dt = 0o = fabf(t) dt = 0.
1.18 Esempi. Vediamo alcuni esempi.

(1) Sia a € R e si consideri U'integrale

3
d
(1.31) o
o T
Dalle definizione segue
Sde /3 dx
— = lim —.
o T* y—ot ), x¢
Se a =1 si ottiene
i [y [log||]> = lim [log3 —logy]® = +
S, ) =, Loglel], = i, [1og3 —logy], = oo,

mentre se « # 1 si ha

y—=ot J, ¢  y-ot [1—a y  yo0t 11—«

3 1—a 13 1— 1— 3l—
d « 3T — « 1
lim & im {x } — lim { Y ] _ ) 1o seac<
400 sea>1.

Riassumendo, abbiamo ottenuto che lintegrale (1.31) ¢ convergente se e solo se

a < 1. Piu in generale si ha che se ¢ € [a, ]

b
d
(1.32) /7x <oo = a<l.

|z — |
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(2) In maniera analoga al caso precedente si ottiene, per ogni a > 0

> d “d
(1.33) / P o = X e = a>1.
o T —oo |

(3) Siano p e ¢ polinomi di grado, rispettivamente degp e degq. Se ¢ non ha radici

reali, la funzione razionale r(z) := p(x)/q(z) ¢ continua su R. Inoltre

r(z)

yrdegp—degq

Usando il criterio del confronto asintotico e la (1.33) otteniamo

(1.34) /R

Supponiamo invece che z( sia una radice reale di ¢ di molteplicita m e che sia
p(zog) # 0.7 Questo implica che r(x) = p(z)/q(x) diverge, per z — z¢ come
g(x) :=1/(xz — x9)™, vale a dire

p(x)

q(z)

dr <oo <= degg—degg>2 seq(z)#0VxeR.

lim
Tr—xo

9()

—040.

Siccome la molteplicita & almeno 1, il criterio del confronto asintotico unitamente
alla (1.32) ci dice che, se [a,b] & un intervallo finito si ha

(1.35) / b

p(z)

(@) dx = 00 se xg € [a,b], ¢(xg) =0, p(zo) # 0.

(4) Siano « e 8 due numeri reali positivi e sia r := p/q una funzione razionale in cui

g non ha zeri sull’asse reale. Voglio far vedere che

(1.36) /r(az) el 4 < oo
R
Ponendo
—alz|® 1
fw) = r(z) el o) = 1
si ha
2\ —alz|?
o F@L_ @) e el
T—+oo g(x) T—+oo q(.r)

perché p(z) (1 + 22)/q(x) allinfinito si comporta come una potenza, mentre il
fattore e~ tende a zero, per x — too, pit velocemente dell’inverso di qualsiasi
potenza. Poiché l'integrale [ g(x)dx ¢ finito in virtt della (1.34), dal criterio del
confronto asintotico segue la (1.36).

"Possiamo supporre di aver semplificato il quoziente p/q eliminando i fattori comuni.
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1.19 Problema. Dire per quali valori reali di a I'integrale & finito:

(a) /jozladx (b) /Olscladm (¢) /_-:ommc

(d) /000 eV dy (e) /10O e x%dx ) /200 (loglx)“ dx

g2 > logx > 1
d h d ) —d
<g>/0 o <>/1 LLp <z>/2 o

Risp: (a) a>1,(b)a<1,(c)a>1/2,(d) a>0,(e) a€R, (f)mai, (g) a >3, (h)a>1,
(i) @ > 1 e b qualsiasi oppure a =1e b > 1.

1.3.3 Confronto fra integrali e somme

1.20 Problema. Sia ny un intero e sia f una funzione continua positiva e non
crescente su [ng,00). Dimostrare che

(a) per ogni intero N > ng, si ha

N+1 N N
f@)de < Y 40 < fuo) + [ @) ds
0 k=ng no

(b) la serie 37 f(k) converge se e solo se I'integrale f:j f(x) dz ¢ finito.

Grazie a quanto affermato nel problema precedente, possiamo usare molti risultati
riguardanti la convergenza degli integrali per ottenere risultati analoghi sulla conver-
genza delle serie numeriche. Ad esempio dalla (1.33) si ottiene

=1

E—<oo <~ a>1.
nO(

n=1

1.3.4 Integrali gaussiani

1.21 Problema. Sapendo che [ e=*" = /7 (come si dimostra?), dimostrare che per
ogni intero positivo n si ha

+oo +oo
2n — N
Iz, = / eia:? J,'Zn dx = \/7?% Ioy_1 = / eimz x?nfl dr =0

in cui n!! ¢ il prodotto di tutti i naturali minori o uguali a n che hanno la stessa parita
din. Es: 61! =2-4-6, 71 =3-5-7. Nel caso pari si ha (2n)!l = 2" nl. (Sugg: scrivere

2 2 . o . . .
e g2 = (e*“’ x) 22"~1 e ottenere una relazione di ricorrenza integrando per parti).

1.3.5 Funzioni continue, uniformemente continue, Lipschitz

1.22 Definizione. Una funzione f : R — R ¢é detta Lipschitz se esiste una costante
C > 0 tale che
Va,y € Rsiha |f(y) — f(z)] < Clz —y|

L’insieme di tutte le funzioni Lipschitz su R si denota con Lip(R).
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1.23 Problema. Trovare un esempio di una funzione f : R — R continua ma non
uniformemente continua.

1.24 Problema. Trovare un esempio di una funzione f : R — R uniformemente
continua ma non Lipschitz.

1.25 Problema. Dimostrare che la funzione reale

¢ uniformemente continua.

1.26 Problema. Trovare una successione di funzioni f, : [0,1] — R continue che
convergono (non uniformemente) nell’intervallo [0,1], e la funzione limite f(x) =
lim;, 00 frn(2) non & continua.

1.27 Problema. Dimostrare che la funzione reale f
rsint sex #0
T) = *
J(@) {O sex =0

¢ continua in x = 0.

1.28 Problema. Vero o falso? (se falso fornire un controesempio). Sia f, una
successione di funzioni f, : [0,1] = R

(a) Se fn(z) — 0 per tutti gli € [0, 1] allora f,, converge a zero uniformemente

(b) Se le f, sono continue e f,(z) — 0 per tutti gli = € [0, 1] allora

1
/ fo(x)dz — 0
0

(¢) Sele f, sono continue e f, — 0 uniformemente, allora

/1 fo(x)dz =0
0

(d) Se le f,, sono derivabili in (0,1) e f,, — 0 uniformemente, allora f}(z) — 0 per
ogni z € (0,1)

(e) Se le f, sono continue ed esiste f : [0,1] — R tale che f,, — f uniformemente
allora f é continua

1.3.6 Formule di Taylor
Se f € C"(a,b), 9 € (a,b) e m & un intero positivo, m < n, possiamo scrivere lo
sviluppo di Taylor fino all’ordine m centrato in xg per ogni x € (a,b) come

)
(1.37) flx) = ZfT(!O)(a:—:co)k—FRm(az)
k=0

in cui, banalmente, definiamo il resto m-simo dello sviluppo come

m (k) x
(1.38) Ro(w) = f(x) - 3 T

k=0

(z —x0)".

La versione della formula di Taylor col resto di Lagrange ci da informazioni ulteriori
sul resto.
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1.29 Teorema. Sia f € C™T'(a,b) e zg € (a,b). Allora, per ogni = € (a,b) esiste
&(x) compreso fra xg e x tale che vale la (1.37) con

Fr (E())

B (@) = =02

(z — xo)™ T,

L’aspetto insoddisfacente di questo risultato € che non ci dice nulla sul grado di re-
golarita nella dipendenza di £(x) da z. Per questo (e altri) motivi, a volte conviene
usare una versione della formula di Taylor con una diversa espressione per il resto.

1.30 Teorema. (Formula di Taylor col resto sotto forma di integrale). Sia f €
C™(a,b), xg € (a,b) e sia m un intero positivo con m < n. Allora per ogni x € (a,b)
vale la (1.87) in cui Ry,(z) = (z — 20)™ M 1y (z) €

(1.39) ron() = /0 a-y"

Inoltre r,, € C"~™(a,b).

o F ) (o + t(x — mo)) dt
m:

Schema di dimostrazione. Poiché R, é la differenza fra una funzione in C"(a,b) e un
polinomio, si ha che R,, € C™(a,b). La (1.39) si pud dimostrare per induzione su m.
Se m =0 la (1.39) diventa

1
(1.40) Ro(x) = (x — x0) / f(xo +t(x — o)) dt.
0
Per verificare questa identitd poniamo y = xo + t(z — o) nell’integrale e otteniamo
1 T
(@ —a0) [ o+ tle—ao)de= [ f@)dy=F(z) - flzo) = Rola).
0 zo

Per completare I'induzione rimane da far vedere che (1.39),, implica (1.39),,4+1. Usan-
do quindi l'ipotesi induttiva (1.39),, e integrando per parti si ha

R, (z) = (x — zg)™ /0 O;nif)m FOHD (g + t(x — x0)) dt
_ #ym+1 1
= (e =)™ [ e 4 te =)
(1.41) + (2 — zo)™+? /01 W 2 (20 + t(x — a0)) di
= (x - .ro)m+1 ﬁﬁ-l)' f(m+1)(.730)
oy [ ettt

D’altra parte, dalla definizione (1.38) segue che

Fm 0 (o) m
(1.42) Rpn(z) = Ry () + Wl)f(x — o)™,
Confrontando le (1.41) e (1.42) si ottiene
1— t)m+1

F D (o + t(z — x0)) dt .

1
Foalo) == [
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La (1.39) & dunque dimostrata per m + 1.

Per dimostrare 1'ultima affermazione del teorema ¢& sufficiente osservare che, nell’e-
spressione di r,,, data dalla (1.39), siamo nelle condizioni di poter derivare n —m — 1
volte sotto il segno di integrale. Quindi 7, € C"~™"! e si ha

y

, (1 —t)m ‘

r)(z) ::/ (7')f(m+1+])(xo+t(x—xo))dt j=0,1,...,.n—m—1.
0 m:

1.3.7 Derivare sotto il segno di integrale
Sia f ¢ una funzione di due variabili reali definita su un sottoinsieme G di R?
f:t,x)— f(t,x) (t,x) € G.

Indichiamo con 91 f e 05 f le derivate parziali rispetto al primo e al secondo argomento.
A volte alle variabili viene assegnato un nome “standard” e in quel caso é prassi comune
usare il nome della variabile come pedice per indicare il tipo di derivata parziale.
Chiamando le variabili (¢, z), quindi

alf(t’x) = 8tf(t7x) 82f(t,1') = aacf(ta CU)

Attenzione pero che usare 9y o 9, pud creare qualche ambiguita (ad esempio, se scrivo
o f(2t,x)).

Iniziamo ad enunciare il risultato che tratta il caso pitt semplice in cui & possibile
derivare sotto il segno di integrale. La dimostrazione si trova in un qualsiasi libro di
analisi reale.

1.31 Teorema. Sia f : [a,b] X [c,d] = R una funzione continua. Se Oof esiste ed ¢é
continua su [a,b] X [c,d], allora la funzione

g(x) ::/ f(t,x)dt

¢ differenziabile e si ha
b
g(@)= [ ouft.aat.

Se al posto dell’intervallo di integrazione [a, b] abbiamo un intervallo infinito, la situa-
zione & un po’ piu delicata e il passaggio della derivata dentro l'integrale richiede un
qualche tipo di ipotesi supplementare. Una possibilita ¢ data dal seguente

1.32 Teorema. Sia f: R x [¢,d] = R una funzione continua tale che:
(a) per ogni x € [c,d] integrale improprio
g(x) = / f(t,z)dx
R

e convergente;
(b) Oof esiste ed é continua su R x [c,d];



1.3. ANALISI REALE 33

(c) esiste h: R — Ry tale che |02f (t,x)| < h(t) per ogni (t,z) € R x [¢,d] e
(1.43) /Rh(t) dt < 0o,

Allora, g ¢ differenziabile e

(1.44) g (z) = /Ragf(t,l‘) dt.

Dimostrazione. Sia x € (c, d) e sia

w _ / Oof (t,)dt .

Devo dimostrare che limy,_,0 A(x,h) = 0. Per ipotesi h & integrabile su R, quindi, per
il Corollario 1.15, per ogni € > 0 esiste L > 0 tale che

Az, h) =

oo

(1.45) /__Lh(t)dt+/Looh(t)dt:/|t>Lh(t)dt<5.

Allora

A(a:,h) — / (f(t,l’ + h) — f(l’yt) _ an(t,J?)) dt
R h
A(t,z,h)
= Ay(xz,h) + As(x,h) .
in cui
Aq(z, h) = / A(t,z, h)dt As(z, h) = / A(t,z, h)dt.

[t|<L [t|<L
Dal teorema di Taylor al prim’ordine segue che, per ogni h, esiste 9(h) € (0,1) tale
che

A(z,y,h) = 02 f (t,x + I(h)h) — O2(t, ) .

Per ipotesi O>f & continua, quindi ¢ anche uniformemente continua sul compatto
[-L, L] X [c,d]. Esiste dunque ¢ > 0 tale che

(1.46) lh| <6, [t|<L = |A(t,z,h)|< %

A questo punto possiamo stimare A; come

INCHE|

€
Alz,y,h)|dy < —2L =¢.
|y‘SLI ( )| 5

Per stimare Ay uso U'ipotesi (c) e ottengo
[A(t, 2, h)| < [02f (8, @ + I(R)h)| + 0a(t, )| < 2h(D),

che, grazie alla (1.45), implica

|Ag(x,h)| < / 2h(t) dt < 2e.
[t|>L
Abbiamo dunque ottenuto che per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se |h| < §, allora
| Az, h)| < |Av(z, h)| + |Az(z, h)| < 3¢,

vale dire limy_,0 A(¢,2) = 0 che implica appunto la (1.44). O



34

CAPITOLO 1. PREREQUISITI



2. Spazi metrici

We don’t need no education

We don’t need no thought control

No dark sarcasm in the classroom
Teachers leave them kids alone (P.F.)

2.1 Definizione ed esempi

2.1 Definizione. Si definisce spazio metrico una coppia (X, d), in cui X & un insieme
e d é una funzione
d: X xX—=>R

che associa ad ogni coppia z,y di elementi di X un numero reale non negativo d(z, y)
detto distanza fra x e y. La funzione d é chiamata distanza o metrica e deve soddisfare
le seguenti condizioni per tutti gli z,y,z € X:

(SM1) (positivita) d(x,y) >0

(SM2) (non degeneratezza) d(z,y) = 0 se e solo se x =y

(SM3) (simmetria) d(x,y) = d(y, )

(SM4) (disuguaglianza triangolare) d(zx, z) < d(z,y) + d(y, 2).

2.2 Definizione. Dato uno spazio metrico (X,d), si definisce diametro di X la
quantita

(2.1) diam X := sup d(z,y)

z,yeX
Il diametro di X é sempre non negativo e puo essere finito oppure uguale a +o0o. Nel
primo caso X ¢ detto limitato e nel secondo illimitato.

2.3 Esempio. Consideriamo un insieme arbitrario X (finito, infinito numerabile o
non numerabile) e poniamo per z,y € X

0 sex=y
d(x,y) =
() {1 se x # .

Tutte le coppie di punti distinti sono quindi a distanza 1 fra loro. Le proprieta (1) e
(2) si verificano immediatamente. Per quanto riguarda la disuguaglianza triangolare,
basta considerare i casi possibili:

sex =z d(z,2) =0 d(z,y)+d(y,z) >0
sex£zey=c d(z,z) =1 dlz,y) +d(y,z) =0+1=1
serx#zey=z d(z,z) =1 dlz,y) +d(y,z) =1+0=
serFz,yFtrey#z d(z,z) =1 dlx,y) +dy,z)=1+1=2

Questa funzione distanza é chiamata la metrica discreta nello spazio X.

35
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2.4 Esempio. Sia X = R l'insieme dei numeri reali (oppure X = C) e sia

d(z,y) =[x -yl

La proprieta (SM4) (le altre sono ovvie) discende dalle proprieta della funzione modulo.
Infatti si ha:

dz,z) =z —z[=[z-y)+y—2)| < |z —yl+ |y — 2| =d(z,y) +d(y, 2) .

2.5 Esempio. Sia X = R" e, dati due punti di R” = = (21,...2,) e y = (Y1, .- Yn),
consideriamo le funzioni

(2.2) dﬂ%y%=§:Mr—w

(2.3) do(,y) = [Z |lz; — yi|2]1/2
i=1
(2.4) doo(w,y) == max |z; —y|.

i=1,...,n
Ognuna di queste funzioni é una distanza su R™.

2.6 Esempio. Consideriamo ancora X = R con una distanza diversa da quella usuale.
Poniamo

[z —
Itz -yl
La funzione p soddisfa evidentemente le proprieta (SM1)—(SM3). Per verificare la
(SM4) considero la funzione g : [0,00) — [0, 00) definita come

p(r,y) =

La funzione g é crescente, infatti

o (Bt 1
0= “ e "

Quindi se 0 <t < wu si ha g(t) < g(u). D’altra parte sappiamo gia che

|z — 2| < |z —yl+ 1y —2l,
per cui
9(lz —z]) < g(lz —yl+ |y — 2),
che, per definizione di g, significa

=2 _ _lz—ylt+ly—=|
l+jz—z] ~ 14|z —yl+|y—2
Possiamo quindi scrivere

=z _ lr—yltly—=|

pmﬂ)_l+h—zY‘LHx—m+W—z
_ [z —yl n ly — 2|
L+lz—yl+ly—2 1+]z—yl+|y—2|
|z -yl ly — 2|

=plT + z).

S Py Ak g p(z,y) + p(y, 2)

La disuguaglianza triangolare ¢ verificata, quindi p é una metrica su R. Osservo che
mentre lo spazio metrico (R, d) (quello con la metrica usuale) ¢ illimitato, lo stesso
insieme con la distanza p diventa uno spazio metrico limitato. In particolare il diametro
di (R, p) & uguale a 1 (dimostrarlo).
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2.7 Esempio. (Un esempio “infinito dimensionale”). Consideriamo lo spazio R di
tutte le successioni reali e, date due successioni

m:(xlvaM") y:(ylayQu"')
definiamo la loro distanza come
=1
(25) Z ? ‘rla yZ 9
i=1

in cui p € la metrica introdotta nell’Esempio 2.6

|xz yil

p(l’layz) m

La funzione d & ben definita. Infatti p(z;,y;) < 1 per cui la sommatoria (2.5) & sempre
convergente. E facile vedere che d é una metrica. Dimostro solo la disuguaglianza
triangolare (le altre proprieta sono ovvie). Nell’Esempio 2.6 abbiamo fatto vedere che

(i, 2i) < p(as, ys) + p(Ys, 2i) 5

quindi ottengo

oo 1 [eS) 1 [eS)
Z? xzazz SZ? l‘uyz Z

i=1

p(Yi» zi) = d(x,y) + d(y, 2) .

1\3‘,_.

2.8 Definizione. Se (X, d) ¢ uno spazio metrico, z € X e r > 0, definiamo
BX(z) :={ue X :d(u,z) <1}
BX(z) :={ue€ X :d(u,z) <r}

Questi insiemi sono chiamati rispettivamente la palla aperta e la palla chiusa di centro
x e raggio r. Quando non c’é pericolo di confusione ometto il soprascritto X e indico
la palla (ad esempio) aperta con B,(z).

2.9 Definizione. Sia (X,d) uno spazio metrico. Un sottoinsieme A C X ¢ detto
aperto in X se per ogni x € A esiste £ > 0 tale che B.(z) C A. Un sottoinsieme
B C X & detto chiuso in X se il suo complemento B¢ = X\B ¢é aperto.

2.10 Proposizione. Una palla aperta in uno spazio metrico (X,d) & aperta. Una
palla chiusa é chiusa.

Dimostrazione. Sia A = BX (). Voglio far vedere che A & aperto in X, vale a dire che
comunque scelgo © € A posso sempre trovare € > 0 tale che BX(z) C A. Sia infatti
x € A. Per definizione di A abbiamo che d(z,z() < . Poniamo allora

e:=r—d(z,zg) > 0.
A questo punto osservo che se y € BX (z) si ha d(y,z) < e. Ma allora
d(y,z0) < d(y,z) +d(z,z0) < e+ d(z,z0) =1,
quindi y € B (z¢). Abbiamo dimostrato che
y € BX(z) =y € B (20)

cioé che BX(z) C A, dunque A ¢ aperto.

La dimostrazione che una palla chiusa ¢é chiusa ¢é lasciata al lettore. O
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2.11 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico. Allora:

(1) Gli insiemi @ e X sono aperti
e (A1,...,A,) & una collezione finita di insiemi aperti allora NF_; A; & aperto
2) Se (A1,...,A,) é llezi ita di insiemsi aperti all " A; ¢ apert

(3) Se (An)acr € una collezione arbitraria di insiemi aperti allora Uaer Ay € aperto.

Dimostrazione. Il punto (1) ¢ ovvio.

Punto (2). Sia C' :=N}_; A;. Per far vedere che C ¢ aperto devo dimostrare che
(2.6) per ogni x € C esiste € > 0 tale che B.(z) C C.

Sia allora x € C. x appartiene a tutti gli A;. Siccome ciascuno degli A; ¢ aperto so
che posso trovare, per ogni ¢, un numero reale positivo ¢; tale che B, (z) C A;. Scelgo
allora

g:=min{ey,...,&n}.
Poiché € < ¢; ottengo che
B.(x)c A, Vi=1,...,n,

il che equivale a dire che B.(z) C NJ_;4; = C.
Punto (3). Facile, lasciato al lettore O

2.12 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico. Allora:

(1) Gli insiemi § e X sono chiusi
(2) Se (A1,...,Ay) ¢ una collezione finita di insiemi chiusi allora U_; A; & chiuso

(3) Se (An)acr € una collezione arbitraria di insiemi chiusi allora NeerAq € chiuso.

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 2.11 e dalle leggi di De Morgan O

2.13 Definizione. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A C X. Definisco

(2.7) A° =“la parte interna di A” := U G
G C A, G & aperto
(2.8) A ="“la chiusura di A” = ﬂ K

K D A, K é chiuso
(2.9) dA =il bordo di A” = A\A°

Detto informalmente A° & “il piu grande” insieme aperto contenuto in A, mentre A &
“ il pit piccolo” insieme chiuso che contiene A.

2.14 Proposizione. Siano A e B sottoinsiemi di uno spazio metrico (X, d). Allora:

A & aperto se e solo se A = A°.

e chiuso se e solo se A = A.

A
A° = (Ao)e.
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Dimostrazione. Punto (1). Sia O(A) la collezione di tutti gli insiemi aperti contenuti
in A. Se A = A° segue dalla (2.7) che

A= J @&,

GeO(A)

quindi A é unione di aperti. Di conseguenza, per la Proposizione 2.11, A é aperto.

Supponiamo viceversa che A sia aperto. In questo caso A ¢ un elemento della collezione
O(A), quindi A° = A.

Punto (2). Simile al punto (1).

Punto (3). Utilizzando le leggi di De Morgan e la definizione di chiusura ottengo

@ -( N x- U &

K D A°, K & chiuso K D A°, K & chiuso

Poiché la corrispondenza K — K¢ é biunivoca possiamo “cambiare variabile” ponendo
G = K¢, per cui si ha

(4°)" = U G= U G=4A°. O

G° D A°, G° é chiuso G C A, G & aperto
Punto (4). Segue dal punto (3).
Punto (5). Poiché (AN B) C A abbiamo (AN B)° C A°. Analogamente (AN B) C B,
quindi (AN B)° C B°. Abbiamo ottenuto
(ANB)° Cc A°NB°.

Dimostro ora I'inclusione inversa A° N B° C (AN B)°. L’'insieme A° N B° ¢ un aperto
contenuto in A N B. Ma (AN B)° é l'unione di tutti gli aperti contenuti in A N B,
quindi A° N B° C (AN B)°.
Punto (6). Usando i punti (4) e (5) e le leggi di De Morgan si ottiene

AUB = ([(AUB)°) = ([4°n B°) = ([A°° N [B]°)°

= ([AP)° U ([B) = AUB. O

2.15 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico, sia A C X e sia © un punto
qualsiasi di X. Allora

(1) x € A° se e solo se esiste un € > 0 tale che B:(x) C A
(2) x € A se e solo se per ogni e >0 si ha B-(x) N A# ()
(8) x € DA se e solo se per ogni e > 0 si ha che la palla B.(x) ha intersezione non

vuota sia con A sia con A°.

Dimostrazione. Punto (1). Sia
I(A) :=={x € X : 3¢ > 0 tale che B.(z) C A}.

Devo far vedere che
I(A) = A° := U G.
G C A, G & aperto

A questo scopo dimostro le due inclusioni

(2.10) I(A)C A°  I(A)> A°.
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Sia z € I(A). Allora esiste € > 0 tale che B.(x) C A. Sappiamo che B.(x) ¢ aperto,
quindi z é contenuto in un aperto che & un sottoinsieme di A. A maggior ragione

ze U G=:A°.
G C A, G é aperto
Dunque I(A) C A°. Ora procedo con 'inclusione inversa. Sia x € A°. Per definizione
esiste G, un aperto di X, tale che x € G. Ma per definizione di aperto esiste € > 0 tale

che B.(z) C G. Siccome G C A si ha che B.(z) C A. Di conseguenza z € I(A). Ho
fatto vedere che I(A) D A°, che, unitamente all’inclusione inversa, dice che I(A) = A°.

Punto (2). Dalla Proposizione 2.14 sappiamo che A = [(A¢)°]¢. Quindi z € A se e solo
se ¢ ¢ (A°)°. Grazie al punto (1) questo equivale a dire che

per ogni € > 0 si ha B.(z) ¢ A°
0, equivalentemente,
per ogni € > 0 si ha B.(z) N A # 0

Punto (3). Per definizione z € OA se e solo se x € A\A° vale a dire v € A ez ¢ A°.
Usando i punti (1) e (2) otteniamo

r € A< perognie>0siha B.(z)NA#D
x ¢ A° < per ogni e > 0 si ha B.(z) N A°#(

O

2.16 Definizione. Siano (X,d) e (Y, p) due spazi metrici. La funzione f: X — Y &
detta un’isometria se preserva la distanza, vale a dire se

p(f(x1), f(z2)) = d(w1,22) Vry, 20 € X .

2.17 Osservazione. Un’isometria f da (X,d) a (Y, p) é banalmente iniettiva. Infatti
se f(x1) = f(zq), allora p(f(x1), f(x2)) = 0. Questo implica d(z1,2z2) = 0, che,
per le proprieta della distanza a sua volta implica ;1 = x2. Un’isometria non é
necessariamente suriettiva. Siano ad esempio X = [0,1] e Y = [0,2], entrambi con
la distanza usuale e sia f : X — Y definita come f(z) = x. f & un’isometria, ma
ovviamente non é suriettiva.

2.18 Problema. Dimostrare le seguenti affermazioni (se laffermazione & vera), o
esibire un controesempio (se é falsa)

(a) Un insieme aperto in un qualsiasi spazio metrico ha cardinalita infinita (cioé
possiede un numero infinito di punti).

(b) (AUB)° = A°U B°.

() ANB=ANB.

(d) L’unione di un’infinita numerabile di insiemi chiusi é chiusa.

(e) diam A = diam(A°®).

2.19 Attenzione!. La parte interna, il bordo e la chiusura di un insieme A sono
concetti relativi ad uno spazio metrico ambiente (X,d). Per evitare ambiguita biso-
gnerebbe dire ad esempio la chiusura di A in (X,d). Quando lo spazio ambiente &
ovvio questa precisazione puod essere omessa. Consideriamo due diversi spazi ambiente

X =R
YVi={zeR3:23=0exy <1},
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e consideriamo un insieme A che puo essere pensato come un sottoinsieme sia di X
chedi Y
A={zeR:23=0,0<2 <leld<azp<1}.

In questo caso si ha

A ={2eR?:03=0,0<z;<leld<ay<1} iny
A° =10 in X
A={2cR%:23=0,0<z;<le0<my <1} iny
A={zcR3:23=0,0<z;<le0<ay <1} in X

Anche gli attributi aperto e chiuso sono relativo allo spazio ambiente. Ad esempio
I'insieme

{zeR3:253=0,0<z;<lel<mzy<1}

¢ aperto in Y ma non ¢ aperto in X (e neppure chiuso), mentre I'insieme
{xeR3:x3:O,O§x1§160§m2<1}

é chiuso in Y ma non in X.

2.20 Problema. Sia X :=R? Y = {z = (71,22) € R? : 31| +|22| < 1} e Z := {z =
(71,22) € R? : 0 < 27 < 1}. Consideriamo le distanze

2 2 1/2
dy(2,y) = Y |oi — il da(w,y) = | Jai = il
i=1 i=1

doo (7, y) = max |z; — yil.

(a) Disegnare gli insiemi Y e Z.

(b) Disegnare la palla unitaria B (0) negli spazi metrici (X, d), (Y,d2), (Z,d1).

(¢) Nello spazio metrico (Y, dz) disegnare B;((1,0)).

(d) Nello spazio metrico (X,ds), sia A := {x € R? : 11 € Q}. Determinare A°, A e

OA.
(e) Nello spazio metrico (Z,ds), sia A = {x € R? : 0 < 27 < 1, 0 < 29 < 1}
Determinare A°, A e OA.

2.21 Problema. Consideriamo lo spazio metrico (X, d), in cui X := {z = (z1,22) €
R?:0 < 21 < 1} ed ¢lausuale distanza euclidea in R%. Sia A := {z € X : d(z,0) < 2}.

(a) Disegnare in modo chiaro ed accurato gli insiemi 4°, A e 9A.

(b) Dire se (X,d) & uno spazio metrico completo, giustificando la risposta.

(¢) Fare un esempio di un insieme C' C X tale che C' ¢ chiuso in X ma C non ¢ chiuso
in R2.

Soluzione.

\ \. \

N

A° 0A
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(b) Un sottoinsieme X di uno spazio metrico completo (Y, d) ¢ completo se e solo X
é chiuso in Y. Nel nostro caso (X,d) non é completo perché non & chiuso in R2.

(c) Si puo prendere ad esempio C' := A oppure C' = X (o mille altre cose).

2.22 Problema. Dimostrare con un controesempio che non é sempre vero che la
chiusura di una palla aperta coincide con la palla chiusa corrispondente. Trovare
quindi uno spazio metrico (X,d), un punto x € X e un valore di r > 0 tale che

B,(z) # B.(x).
Soluzione. Si trovano facilmente infiniti controesempi. Eccone uno: sia X = Z con la
distanza usuale. Si ha

B1(0) = {0} B1(0) = {0} = {0} B1(0) ={-1,0,1}.

2.23 Problema. Sia d la usuale distanza euclidea in R?. Consideriamo lo spazio
metrico

X :={zxcR?:d(x,(0,0) <1} U{zr € R?:d(z,(3,0)) < 1}.
(a) Disegnare X e la palla Bf;Q((O, 1)).
(b) Sia A:={r € X :5/2 < z; < 7/2}. Si disegni A evidenziando il bordo di A, dA.

(¢) Trovare un sottoinsieme F' di X che non sia né X né 'insieme vuoto e tale che F'
sia contemporaneamente aperto e chiuso in X.

2.2 Convergenza, completezza

2.24 Definizione. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia z un punto di X. TUna
successione ()52 di elementi di X si dice convergente ad x se

lim d(zk,z) =0,

k—oc0

vale a dire, detto in modo piu esplicito, se
Ve > 0 3N intero positivo tale che Vk > N si ha d(zx, z) < €.
In questo caso si scrive, simbolicamente,

lim x, =z oppure T — T.
k—o0

2.25 Problema. Dimostrare che in uno spazio metrico il limite é unico, vale a dire
se x, —> x e x, — y allora z =y.

2.26 Definizione. Sia (X, d) uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X. Un
punto x € X si dice punto di aderenza di A se esiste una successione (xy)p2, di
elementi di A tale che z;, — x.

2.27 Definizione. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X. Un
punto x € X si dice punto di accumulazione (o punto limite) di A se esiste una
successione ()52 di elementi di A tale che x # = e z — .

2.28 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X.
Allora A coincide con l'insieme dei punti di aderenza di A.
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Dimostrazione. Chiamo Y 'insieme dei punti di aderenza di A. Voglio far vedere che
Y = A. Dimostro prima che A C Y. Supponiamo che x € A. Per la Proposizione 2.15
questo significa che

(2.11) per ogni € > 0 si ha Bo(z) NA#0.

Ma allora per ogni intero positivo n si ha By, (z) N A # (). Quindi per ogni n posso
trovare un punto x, € By /,(x) N A. Poiché d(x,z,) < 1/n, ottengo che x,, — z. Ho
trovato una successione di elementi di A che tende ad x. Per definizione x € un punto
di aderenza di A. Ho dimostrato che A C Y.

Voglio dimostrare ora Iinclusione inversa Y C A. Suppongo che z € Y, vale a dire che
x sia un punto di aderenza di A. Per definizione posso trovare una successione (z,) di
elementi di A tale che xz,, — x. Per definizione di limite questo significa che

Ve > 0 3N > 0 tale che Vn > N d(z,z,) < €,

vale a dire che tutti gli «,, con n > N appartengono alla palla B.(x). In particolare
zn € B.(x). Ma zx é anche un elemento di A, dunque

Ve > 0 3N tale che zy € B(z) N A.

Di conseguenza B.(x) N A # () il che implica, per la Proposizione 2.15, che z € A.
Abbiamo dimostrato che Y = A. O

2.29 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico e sia A un sottoinsieme di X.
Allora A ¢ chiuso se e solo se vale l'implicazione

(2.12) (zn €A, 2, > x) = z€A.

In altre parole un insieme A é chiuso se e solo se contiene tutti i limiti delle successioni
convergenti che si possono costruire con elementi di A.

Dimostrazione. Supponiamo che A sia chiuso. Voglio far vedere che vale la (2.12).
Suppongo quindi di avere una successione (z,,) di elementi di A che converge a . Per
definizione questo significa che x é un punto di aderenza di A. Ma per la Proposizione
2.28 € A. Osservo infine che se A & chiuso si ha A = A e dunque = € A. Quindi vale
la (2.12).

Dimostro ora I'implicazione inversa, vale a dire se vale la (2.12) allora A & chiuso. Sia
2 un punto di aderenza di A. Per definizione esiste una successione (z,) di elementi
di A tale che z,, — x. Grazie alla (2.12) x € A. Quindi tutti i punti di aderenza di A
appartengono ad A, di conseguenza A = A il che implica che A ¢ chiuso. O

2.30 Definizione. Sia (X,d) uno spazio metrico e siano A e B due sottoinsiemi di
X tali che A C B. L’insieme A si dice denso in B se A D B, vale a dire se per ogni
2 € B e per ogni € > 0 posso trovare un elemento y € A tale che d(z,y) < e.

2.31 Esempio. L’insieme dei razionali Q ¢ denso in R (rispetto alla metrica usuale).
Infatti se # ¢ un numero reale e £ > 0 ¢’¢ sempre un razionale! nell'intervallo (z —
e, x+¢€).

2.32 Definizione. Sia (X, d) uno spazio metrico. Una successione (x)7 , di elementi
di X si dice di Cauchy se per ogni € > 0 esiste un intero positivo IV tale che per ogni
k,n > N si ha d(zp, z,) < €.

1ce ne sono infiniti
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2.33 Proposizione. Ogni successione convergente é di Cauchy.
Dimostrazione. La dimostrazione ¢é identica al caso delle successioni reali.

2.34 Definizione. Uno spazio metrico (X, d) si dice completo se ogni successione di
Cauchy ¢é convergente.

2.35 Proposizione. Gli spazi metrici R, R™, C, C™ sono completi rispetto alla
metrica usuale.

Dimostrazione. La completezza di R é nota dai corsi di analisi. La completezza degli
altri spazi segue facilmente da quella di R. Consideriamo il caso di R™. Sia

5 B P

(2.13) 2D (2 43)

una successione di Cauchy di punti in R"”. Ognuno di questi punti ¢ un’ennupla, quindi
2® = (zF W)

Poiché la successione (2.13) & Cauchy, per definizione si ha che

(2.14) per ogni £ > 0 esiste N > 0 tale che se j,k > N si ha d(z7), ™) < ¢.

Consideriamo ora la successione reale costituita dalle coordinate i—sime

(2.15) xgl),x(-z) AR

[t A

Siccome

d(x(j),x(k)) — (xl(j) _ xgk))Q > |x(j) )

— ? 1 |

I

i=1

dalla (2.14) segue che la successione reale (2.15) ¢ anch’essa di Cauchy. Poiché R &
completo, la successione (2.15) & convergente, quindi esiste y; € R tale che

lim x(k):yi Yi=1,...,n.

[
k—o0

Di conseguenza si ottiene che d(z(*),y) — 0, ovvero che la successione (2.13) & conver-
gente a y O

2.36 Osservazione. Non tutti gli spazi metrici sono completi. Un modo banale per
ottenere uno spazio metrico non completo é considerare un qualsiasi spazio metrico
(X,d) e scegliere un sottoinsieme A di X che non sia chiuso. Allora lo spazio metrico
(A,d) non & completo. Ad esempio si prenda X =R e A = (0,1]. E ovvio che A non &
completo poiché la successione x, = 1/n ¢ di Cauchy ma non é convergente. D’altra
parte non ¢é detto in generale che un sottoinsieme chiuso costituisca automaticamente
uno spazio metrico completo. Sia X = Q e B = [0,1] N Q. L’insieme B considerato
come sottoinsieme di Q ¢ chiuso ma non & completo. E chiaro che, se considero B un
sottoinsieme non di Q ma di R allora B non ¢ chiuso ma la sua chiusura in R é uguale
a B = [0,1]. Le cose diventano piti semplici se ci si limita a considerare sottoinsiemi
di spazi metrici completi. In questo caso la nozione di completezza coincide con quella
di chiusura, come afferma la Proposizione seguente.

2.37 Proposizione. Sia (X,d) uno spazio metrico completo e sia Y C X. Lo spazio
metrico (Y,d) & completo se e solo se Y ¢ chiuso in X.
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Dimostrazione. Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia Y un sottoinsieme di X.
Se (Y, d) é completo vale I'implicazione

(2.16) zn €Y e (z,) ¢ di Cauchy = 3JyeY tale che z,, = y.

Voglio far vedere che Y é chiuso, dimostrando che Y contiene tutti i suoi punti di ade-
renza. Se z ¢ un punto di aderenza di Y allora esiste una successione (z,) di elementi
di Y tale che z,, — z. Sappiamo che una successione convergente ¢ necessariamente di
Cauchy, quindi (x,) & di Cauchy. Ma allora, per la (2.16) posso trovare y € Y tale che
T, — y. Per 'unicita del limite deve essere y = 2, quindi z € Y. Dunque Y contiene
tutti i suoi punti di aderenza, il che vuol dire che Y ¢& chiuso.

Suppongo viceversa che Y sia chiuso e dimostro che (Y,d) & completo. Per far cio
devo far vedere che tutte le successioni di Cauchy di elementi di Y sono convergenti
ad un elemento di Y. Sia dunque (z,) una successione di Cauchy di elementi di Y.
Poiché (X, d) & completo so che esiste x € X tale che z, — 2. Quindi & un punto di
aderenza di Y. Ma stiamo assumendo che Y sia chiuso, quindi Y contiene tutti i suoi
punti di aderenza, dunque x € Y. Ho cosi dimostrato che Y & completo. O

2.38 Problema. Dimostrare che se (x,) ¢ una successione di Cauchy in uno spazio
metrico (X, d) che ammette una sottosuccessione (x,, ) convergente a x € X, allora
(zn,) & anch’essa convergente a .

2.39 Problema. Sia X = R? e poniamo d(z,y) uguale al numero degli indici i tali
che z; # y;.

(a) Disegnare By 5((0,0)), Bo5((0,0)).

(b) Dire se la successione z,, = (1/n,0) & convergente a zero.

(c) Sia A:={z = (r1,22) : 0 <21 <1, 0 <9 <1}. Determinare A°.

(d) Elencare tutti gli insiemi densi in X.

2.40 Problema. Dimostrare che Q con la distanza usuale non é completo trovando

esplicitamente una successione di numeri razionali che converge ad un numero non
razionale.

2.41 Problema. Sia p(s,t) la metrica discreta su R. Dati due punti di R, x = (21, z2)
ey = (y1,y2) definisco

d(@,y) = p(x1,y1) + 22 — Y2l
(a) Dimostrare che d & una metrica su R2.
(b) Disegnare By /2((0,0)).
(c) SiaA:={reR?:0<z; <1, 0<zy<1}. Determinare A.

2.3 Teorema della categoria di Baire

Il teorema della categoria di Baire ¢ alla base di alcuni risultati fondamentali dell’analisi
funzionale, come il teorema dell’applicazione aperta, il teorema sull’operatore inverso
7.21 e il teorema del grafo chiuso. Iniziamo con un risultato preliminare che puo essere
pensato come un lemma del teorema della categoria di Baire.

2.42 Teorema. (Teorema delle sfere incluse). Sia (X,d) uno spazio metrico. Le
sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) X ¢é completo;
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(2) Sia By, Bs, ... una successione di palle chiuse i cui raggi tendono a zero e tali che
B; D By D ---. Allora esiste x € X tale che

Dimostrazione. (1) = (2). Sia (X, d) completo, siano x,, e r, rispettivamente il centro
e il raggio della palla B,,. Per ipotesi r,, — 0. Affermo che la successione (z,) ¢ di
Cauchy. Infatti sia e > 0. Siccome r,, — 0, esiste N tale ry < /2. Ora, se n,k > N,
si ha

z, € B, C By xkEBkCBN,

quindi z,, e x5 appartengono entrambi a By, di conseguenza d(z,,x) < diam By =
2ry < e. Quindi (z,) ¢ una successione di Cauchy. Poiché X & completo esiste x € X
tale che x,, — x. Affermo che

(2.17) x € B, Vn € N*.
Se n ¢ un intero positivo, la successione

T, I’n+1, I7l+2, e

& contenuta nella palla B, e inoltre converge a x. Ma B, é chiuso, quindi la Pro-
posizione 2.29 ci assicura che © € B,. Dunque la (2.17) ¢ dimostrata, vale a dire
x € N2, B,,. Per far vedere che x & 'unico punto contenuto nell’intersezione di tutti
i By, siay € Ny’ B,. Ma allora x e y appartengono entrambi a B,,, quindi

d(z,y) < diam B,, = 2r, VYn € N*.

Facendo il limite n — oo nella precedente disuguaglianza ottengo d(x,y) = 0, ovvero
x=y.

(2) = (1). Supponiamo ora che valga (2) e sia (x,)52; una successione di Cauchy
in X. Voglio far vedere che essa ammette un limite. L’idea é di usare il risultato del
Problema 2.38, cio¢ quella di costruire una sottosuccessione (zy)) che sia convergente.
La costruzione ¢ la seguente. Siccome (z,) ¢ di Cauchy posso trovare una successione
di interi positivi j(1), 5(2), j(3), ...con la seguente proprieta

§(1) >0 d(zj),an) < 1/28 ¥n > j(1)
7(2) > 4(1) d(2j(2), tn) < 1/2° Yn > j(2)
(2.18) g(k) > j(k —1) Az, zn) < 1/2F ¥n > (k)

A questo punto voglio costruire una successione di palle chiuse per sfruttare 1’ipotesi
(2) Poniamo

_ 1
(219) Bk = Brk (xj(k)) T — 2k—1 .

E ovvio che r, — 0. Devo far vedere che per ogni k si ha By,1 C By. Sia y € Bri1.
Si ha
Ay, Tjk)) < Ay, Tjer1)) + ATjrr1), Tik))

<+l + [uso: (2.18)]

2k
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Quindi y € By. Abbiamo cosi dimostrato che Bii1 C Bg. Questo ci permette di
sfruttare l'ipotesi (2) e affermare che esiste x € X tale che

k=1
Poiché = € By, per ogni k si ha d(x, (1)) < ry, che implica
Tjk)y —> T

Bene, abbiamo fatto vedere che la successione originale (x,) ammette una sottosuc-
cessione ;) convergente a x. Grazie all’affermazione del Problema 2.38 possiamo
concludere che x,, — x. Quindi X & completo. O

Per enunciare il risultato principale di questa sezione abbiamo bisogno della seguente
definizione.

2.43 Definizione. Un insieme A in uno spazio metrico (X, d) ¢ detto mai denso se
la sua chiusura A non ha punti interni.

2.44 Proposizione. Se linsieme A nello spazio metrico (X,d) ¢ mai denso, allora
per ogni palla aperta B C X, e per ogni vy > 0 esiste un’altra palla aperta By C B tale
che il raggio di By & minore o uguale ay e BN A =0.

Dimostrazione. Sia B una palla aperta in X. B non pud essere interamente contenuta
in A, altrimenti il centro di B sarebbe interno a A. Sia quindi 2 € B\A. Poiché
B\A ¢ un aperto, esiste ¢ > 0 tale che B.(z) C B\A. Sia § = min{¢/2,~}. Poniamo
Bl == B(;(,T) O

2.45 Teorema. (Teorema della categoria di Baire). Sia (X,d) uno spazio metrico e
stano (Ap)22, sottoinsiemi di X mai densi in X tali che X = U2 A,,. Allora X non
e completo.

Dimostrazione. Sia By una palla di raggio 1. Per la Proposizione 2.44 esiste una
palla aperta By C By di raggio r; < 1/2 tale che By N A; = (). Analogamente
possiamo trovare una palla aperta By C By di raggio ro < 1/22 tale che By N Ay = 0.
Proseguendo in questo modo, per ogni n € N* troviamo una palla aperta B,, di raggio
rn < 1/2" tale che B, N A, = (). Supponiamo ora per assurdo che X sia completo.
Per il Teorema 2.42 possiamo affermare che esiste x € X tale che

() Bn = {«}.
n=1

Quindi z é contenuto in ciascuna palla chiusa B,,. Siccome B,NA,, = 0, questo implica
che x ¢ A,. Ma per ipotesi X & l'unione di tutti gli A,,, quindi x ¢ X. Abbiamo
ottenuto una contraddizione. O

2.4 Compattezza

2.46 Definizione. Uno spazio metrico & detto compatto o sequenzialmente compatto®
se ogni successione ammette una sottosuccessione convergente.

2.47 Proposizione. Uno spazio metrico compatto é completo.

2per gli spazi metrici queste due nozioni coincidono
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Dimostrazione. Sia (X, d) uno spazio metrico compatto. Voglio far vedere che (X, d) ¢
completo, vale a dire che ogni successione di Cauchy ¢ convergente. Sia dunque (z,,)5%
una successione di Cauchy di elementi di X. Dato che X & compatto so che esiste
una sottosuccessione (z,,) convergente. Ma, come afferma il Problema 2.38, se una
successione di Cauchy ammette una sottosuccessione convergente, allora la successione
stessa € necessariamente convergente. Quindi, nel nostro caso, la successione (z,) &

convergente, dunque X & completo. O

2.48 Definizione. Uno spazio metrico (X, d) ¢ detto totalmente limitato se per ogni
€ > 0 esiste un sottoinsieme finito di X, {x1,x2,...,z,} tale che

In altre parole uno spazio metrico é totalmente limitato se per ogni € > 0 posso trovare
un insieme finito di punti {1, xs,...,2,} con la proprieta che per ogni z € X esiste ¢
tale che d(z,x;) < e.

2.49 Proposizione. Uno spazio metrico totalmente limitato é limitato.
Dimostrazione. (Facile)

2.50 Teorema. Uno spazio metrico é compatto se e solo se ¢ completo e totalmente
limitato.

Dimostrazione. Sia (X,d) uno spazio metrico compatto. Per la Proposizione 2.47 X
é completo. Voglio dimostrare che X é totalmente limitato. Suppongo che non sia
totalmente limitato e faccio vedere che questo conduce ad una contraddizione. Se X
non é totalmente limitato esiste £g > 0 tale che X non puod essere espresso come unione
di un numero finito di palle di raggio 3. Scelgo allora un punto arbitrario z; € X.
Poiché X # B.,(z1) posso trovare zo € X tale che d(x1,z2) > &9. Questa procedura
puo essere iterata nel modo seguente. Siccome

X 7& Bao(xl) U BEO(JU2) ;

esiste x5 € X tale che d(z3,21) > g e d(x3,22) > €p. In questo modo costruisco una
successione (x,)s2; di punti di X con la proprieta che se i # j si ha d(x;,2;) > €.
Questa successione non pud ammettere sottosuccessioni convergenti per cui X non é
compatto in contraddizione con 'ipotesi.

Suppongo ora che X sia completo e totalmente limitato e dimostro che X & compatto.
Sia quindi (z,,)22; una successione di elementi di X. Voglio far vedere che essa am-
mette una sottosuccessione convergente. La strategia € simile a quella che si usa per far
vedere che ogni successione limitata in R ammette una sottosuccessione convergente.
Grazie all’ipotesi di totale limitatezza X puod essere scritto come 1'unione di un
numero finito di palle di raggio 1. Almeno una di queste palle, chiamiamola By, deve
contenere un numero infinito di elementi della successione (z,,). Sia
(2.20) :ngl), J:gl), xgl)

g e

la sottosuccessione di tutti gli elementi (z,,) contenuti in By. Sempre grazie alla totale
limitatezza possiamo scrivere X come unione di un numero finito di palle di raggio
1/2. Una di queste deve necessariamente contenere infiniti termini della successione
(2.20). Sia

(2.21) x(12), xf), :cgf),
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la sottosuccessione di tutti gli elementi (x;”) contenuti in By. Continuando in questo

modo, per ogni m intero positivo, avrd costruito una palla By, di raggio 1/2™ e una
sottosuccessione

(2.22) 2™ 2 2 e B,

definita ricorsivamente come la sottosuccessione di tutti gli elementi (z%m_l)) che ap-
partengono a B,,. A questo punto vorrei applicare in teorema delle sfere incluse 2.42.
1l problema & che le palle By, Bo,..., (a parte che non sono chiuse, ma questo non ¢

un problema perché posso considerare B,,,) non sono necessariamente contenute l'una
nell’altra. Sappiamo solo che B,, contiene termini della successione (xslm 71)) che é
a sua volta tutta contenuta in B,,_;. Quindi sappiamo che B,, N B,,_1 # 0. Poco
male, triplichiamo i raggi. Sia y,, il centro della palla B, e sia r,, = 1/2™ il raggio
corrispondente, per cui si ha

B, = By, (Ym) -

Definisco

Cm = B3rm (ym)

e affermo che C,,_1 D C,,. Infatti, poiché B,,_1 e B,, hanno intersezione non vuota,
la distanza fra i loro centri soddisfa
1 3

1
d(ymfl,ym) <Tm—1+7Tm= W—’_ﬁ — o

Supponiamo ora che x € C,,. Allora

3
d(x, Ym—1) <A@, Ym) + d(Yms Ym—1) < 3rm + o
3

3 n 3 3
Py = = 3m-1,
am am 2m71 1

quindi z € Cy,—1. Possiamo quindi applicare il teorema 2.42 alla successione Ci D
Cy D --- e ottenere che esiste x € X tale che

() Cm ={z}.

m=1
A questo punto non resta che affidarsi al trucco della sottosuccessione “diagonale”
costituita dagli elementi

m
ol

.Z‘gl), x(22)7 xg3)

Siccome z appartiene a ogni C, e x,(fln) € B,, C Cy, si ha

d(;p@;T)) < diam C,, = 6r,, = % ,

per cui lim,,_, . d(a:%"),x) = 0, vale a dire 2™ 2. Abbiamo fatto vedere che

una successione arbitraria (z,) ammette una sottosuccessione convergente, quindi X
& compatto. O

2.51 Corollario. (Heine-Borel). Un sottoinsieme di R™ & compatto se e solo se esso
¢ chiuso e limitato.
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Idea della dimostrazione. Sia A un sottoinsieme di R™. Grazie alle Proposizioni 2.35
e 2.37 sappiamo che A é completo se e solo se é chiuso. Poi si dimostra che per un
sottoinsieme di R™ limitatezza e totale limitatezza sono la stessa cosa. A questo punto
possiamo usare il teorema 2.50. L]

2.52 Osservazione. In generale la totale limitatezza ¢ un concetto piu forte della
semplice limitatezza. Vedi ad esempio al punto 3.22 dove c¢’é un esempio di un insieme
chiuso e limitato ma non compatto.

2.5 Funzioni continue

In questa sezione (X, d) e (Y, p) sono due spazi metrici.

2.53 Definizione. Il supporto della funzione f : X — Y si denota con il simbolo
supp f ed & definito come

supp f :={z € X : f(z) #0}.
2.54 Esempi. (1) Sia X =Y =Re

Fa) = {x sex >0

0 sex<O.
Allora {x € X : f(x) # 0} = (0, +00), quindi supp f = [0, +00).
(2) Sia f(z) =sin(z) con X =Y =R. Allora
{reX:fx)#0t={zeR:ax#km keZ}
quindi supp f = R.

2.55 Definizione. Una funzione f : X — Y si dice continua nel punto x € X se vale
I’implicazione
Tn == flz,) = fx).

La funzione f & detta continua se é continua in ogni punto.
2.56 Proposizione. Sia f: X — Y. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(1) f e continua;

(2) Per ogni x € X e per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se d(y,z) < 0 allora

p(f(y), f(x)) <e;
(3) Se A ¢ aperto in'Y allora f~1(A) ¢é aperto in X;
(4) Se A ¢ chiuso in'Y allora f=1(A) ¢ chiuso in X.

2.57 Proposizione. Sia f: X — Y ¢é un’isometria, allora f é continua.

Dimostrazione. Se (x,)52; € una successione in X tale che x,, — z € X, allora
vale a dire f(z,) — f(x). O

2.58 Problema. Dimostrare che la funzione distanza d : X x X + R ¢é continua, vale
a dire se z,, — x e y, — y allora si ha d(x,,y,) = d(z,y).
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2.59 Definizione. La funzione f : X — Y & detta uniformemente continua se per
ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che se d(z,y) < ¢ allora p(f(z), f(y)) < e. La funzione f
& detta Lipschitz se esiste M > 0 tale che per ogni z,y € X si ha

p(f(x), f(y)) < Md(z,y).

2.60 Proposizione. Siano f,g funzioni continue dallo spazio metrico (X,d) a valori
in R (C) e siano a,b due numeri reali (complessi). Allora le funzioni af + bg e fg
sono continue. La funzione f/g ¢ continua in x € X se g(x) # 0.

2.61 Problema. Dimostrare con un controesempio che il prodotto di due funzioni
uniformemente continue non € necessariamente una funzione uniformemente continua.

2.62 Proposizione. Siano (X,d), (Y,p) e (Z,0) tre spazi metrici. Se f : X - Y e
g:Y — Z sono due funzioni continue allora go f & una funzione continua da X in Z.

2.63 Proposizione. Sia K un sottoinsieme compatto di uno spazio metrico (X,d) e
sia f 1 K = R una funzione continua. Allora f assume in K un massimo e un minimo
assoluto, vale a dire esistono xg,x1 € K tali che per ogni x € K si ha f(x9) < f(z) <

f(z1).

Dimostrazione. La dimostrazione & praticamente identica al caso in cui K é un inter-
vallo chiuso e limitato di R. O

2.64 Proposizione. Se f: X — Y ¢& una funzione continua e X & compatto, allora
f & uniformemente continua.

Dimostrazione. La dimostrazione é praticamente identica al caso in cui X é un inter-
vallo chiuso e limitato di R. O

2.65 Definizione. Una successione di funzioni f, : X — Y si dice convergente
puntualmente alla funzione f: X — Y se

Vx € X si ha ILm fu(z) = f(2).

2.66 Definizione. Una successione di funzioni f, : X — Y si dice uniformemente
convergente alla funzione f : X — Y se per ogni € > 0 esiste un intero positivo N tale
che

per ogni n > N e per ogni € X si ha p(fn(x), f(z)) <e.

2.67 Proposizione. Se una successione di funzioni continue f, : X — Y converge
uniformemente alla funzione f : X — Y, allora f é continua.

Dimostrazione. Identica al caso delle funzioni reali.

2.68 Definizione. Sia f, : X — C. La serie di funzioni ) ;- fn(z) ¢ detta pun-
tualmente (uniformemente) convergente alla funzione f : X — C, se la successione
associata delle somme parziali

Fu(@) = Y fula)

converge puntualmente (uniformemente) a f(x). In questo caso si scrive

ifn(x) = f(z) (uniformemente).
k=1
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2.69 Proposizione. (Test M di Weierstrass). Sia (X,d) uno spazio metrico e sia
fn : X = C una successione di funzioni tali che

(a) |fu(z)] < M, per ogni x € X
(b) >0 M, < .

Allora le serie Y .~ fn(z) & uniformemente convergente.

Dimostrazione. La dimostrazione é identica a quella valida per funzioni f, : R — R.

2.6 Completamento di uno spazio metrico

Avere a che fare con uno spazio metrico non completo puo essere a volte molto sec-
cante, a causa della presenza di successioni che “sembrano convergenti” (perché sono
di Cauchy), ma che non hanno limite, o il cui limite esiste “al di fuori” dello spazio
metrico considerato. Immaginiamo di conoscere soltanto i numeri razionali, ma non i
reali. La successione di numeri razionali

1 n
Ty 1= <1 + )
n

sembra convergente in quanto per grandi valori di n, gli z,, si addensano vicino allo
stesso punto. Tuttavia la successione non € convergente in QQ perché, col senno del poi,
sappiamo che z,, tende alla costante e che ¢é irrazionale (a proposito, siete sicuri che e
¢ irrazionale? Come si dimostra?).

Tornando al caso generale di uno spazio metrico (X, d), come spesso accade, ci sono
due notizie: una buona e una cattiva. Quella buona é che esiste una procedura ge-
nerale per “completare” uno spazio metrico non completo. Cosi come R costituisce
il completamento di Q, analogamente, uno spazio metrico (X,d) non completo pud
essere sempre “immerso” in uno spazio metrico pit grande ()? , (i) completo. Non solo,
ma cosl come avviene per Q e R, questa procedura di completamento puo essere fatta
in modo tale che X ¢é denso in X, quindi ogni elemento di X puo essere approssimato
da un elemento di X a meno di un ¢ arbitrariamente piccolo, in simboli:

Vye XVe>03ze X d(z,y) <e.

Inoltre questo spazio metrico X , che viene definito il completamento di X ¢ “essenzial-
mente” unico,? per cui possiamo affermare che X & il completamento di X. Sembre-
rebbe, a questo punto, che il problema della non completezza di alcuni spazi metrici,
venga risolto una volta per tutte da questo teorema, per cui noi non ce ne dovremo
pit preoccupare. Se non fosse che. .. non abbiamo ancora parlato della notizia cattiva.
La notizia cattiva € la seguente: questa procedura generale, che ci permette costruire
il completamento di uno spazio metrico, ¢ di natura astratta e non da alcuna informa-
zione pratica per “fare i calcoli” nello spazio X. In un capitolo successivo accenneremo
ad un caso importante: quello degli spazi L,, che costituiscono il completamento di
spazi di funzioni continue. La comprensione della struttura di questi spazi ha richiesto
la costruzione di una nuova teoria dell’integrazione (di Lebesgue) che generalizza il
concetto di integrale di Riemann.

3Volendo essere precisi: unico a meno di isometrie suriettive che lasciano fissi i punti di X.
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2.6.1 I numeri p-adici

Abbiamo visto come l'insieme dei numeri reali costituisce il completamento dell’in-
sieme dei razionali. Vogliamo ora descrivere un completamento diverso di @ che non
produce R, ma, fissato un numero primo arbitrario p, da origine al campo Q, dei co-
siddetti numeri p-adici. Ma come? Non abbiamo appena detto che il completamento
di uno spazio metrico é unico? Giusto, infatti per costruire i numeri p-adici, partiamo
dall’insieme @, ma su di esso definiamo un distanza diversa da quella usuale, che de-
notiamo con d,. Quindi R ¢ il completamento dello spazio metrico (Q,d) in cui d ¢ la
distanza usuale, mentre Q,, ¢ il completamento di (Q, d,).

La rappresentazione dei reali in base arbitraria

Prima di parlare dei numeri p-adici, ricordiamo alcuni fatti elementari che riguardano
la rappresentazione in base s (s-naria) dei numeri razionali e, piu in generale, reali.
Dato un intero s > 2, ogni numero reale z pud essere scritto nella forma

(2.23) r== Z zp, s incuiz,, €{0,1...,s—1}.

k=—o0
Quindi x viene rappresentato dalla stringa di simboli
(2.24) =[x Tp_1 ... T1TQ . T_1T_2T_3 ...|s zr€{0,1...,s—1}

in cui I'ultimo pedice s denota la base che stiamo usando per la rappresentazione.
Nella (2.24) il numero di cifre a sinistra del punto & sempre finito, mentre a destra
del punto possiamo avere un numero finito o infinito di cifre. Diciamo che la cifra
xr occupa la posizione k, quindi, ad esempio, la posizione 0 & quella occupata dalla
prima cifra a sinistra del punto e la posizione —1 é quella occupata dalla prima cifra a
destra del punto. Assumiamo inoltre che non ci siano “zeri inutili” che non modificano

il valore di . Quindi
00123.456700019 viene scritto 123.4567 .

Se x ¢é razionale la sua espressione in base s risulta particolarmente semplice. Ogni
z € Q puod essere scritto come

x = % a €7Z, be N, aebsenza fattori comuni .
Definiamo num(z) = a e den(z) = b. Ad esempio:*
x = % = —711 = num(z) = —11 den(z) = 3.
Fissata la base s, i razionali si possono dividere in due gruppi Q = Qgsn) U Ql(pi)r

(attenzione la suddivisione dipende da s) nel modo seguente:

(a) se ogni fattore primo di den(z) & anche un fattore primo di s allora = ha una
rappresentazione finita, cioé con un numero finito di cifre. Diciamo che x € Qé‘;)

Ad esempio:
1 17
Z =020=0.1 — = 1.062519 = 1.04
5 10 5 16 10 8
1 41
Z =02:=0.3 — =1.056 = 1.18;5.
3 6 9 36 6 12

4Se in un espressione compaiono cifre senza un pedice che indica esplicitamente la base, si intende
base 10.
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(b) se, al contrario, den(z) contiene fattori primi che non dividono s, allora x ha una
rappresentazione periodica, vale a dire, una rappresentazione che, dopo un numero

finito di cifre, diventa periodica® (come si dimostra?). Diciamo che 2 € Q\%. La
parte periodica della rappresentazione viene comunemente indicata con una barra
posta al di sopra:

1.2345678 = 1.23456785678567856785678 . . . .

Esempi:

5 — — 1 [ _
3= 1.610 = 1.315 = 0.071428510 = 0.037 .

. .. S . . .
I razionali in Q{(in) ammettono anche una seconda rappresentazione periodica. Ad
esempio:

(2.25) 110 = 0.919 15 = 0.45 13.4517 = 13.45067 .
Il motivo ¢ il seguente: prendiamo in esame la prima identita 119 = 0.919. Ponendo

Y; 109999910

j cifre
si ha che la distanza di y; da 1 ¢ data da

) — 1 — ] = — 107
d(y;,1) = |1 —y;| = 0.0000...0150 = 10

j — 1 zeri
quindi, nel limite 5 — oo, questa distanza tende a zero. Di conseguenza

j—o0

Ogni numero reale = ¢ il limite di una successione di elementi di Qf(;), ottenuta
troncando la rappresentazione di x nella base scelta. In base 10, si ha

V2 = 1.414213562373095 . . 10 -
Se definisco la successione

(227) Y1 = 110 Yo = 1.410 Ys = 1.4110 Yq = 141410

ottengo una successione di elementi di (@gfn) che si verifica facilmente essere di Cauchy
perché aggiungere cifre a destra dalla posizione —n ha un effetto sul numero rap-
presentato che non supera s~". Questa procedura di aggiungere infinite cifre verso
destra produce sempre una successione di Cauchy e, poiché R ¢ il completamento di
Q, identifica di conseguenza un numero reale, come nel caso di v/2.

Le regole del calcolo aritmetico in base s sono identiche a quelle in base 10, ma il
riporto va fatto quando si arriva a s. Ad esempio:

27 + 47 = 67 27 4+ 57 = 07 col riporto di 1 27 - 57 = 37 col riporto di 1.

5Bisognerebbe pill propriamente definirla rappresentazione eventualmente periodica o qualcosa del
genere.
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I numeri p-adici

Passiamo ora ai numeri p-adici in cui con p indichiamo un numero primo fissato. Detto
in due (poche) parole e molto malamente: i numeri p-adici si ottengono dai razionali
aggiungendo infinite cifre, invece che a destra, a sinistra del punto (oooohhh!!!). Chi
volesse provare a capire perché puo continuare a leggere.

Come abbiamo gia detto, i p-adici si ottengono sempre come completamento dei ra-
zionali, a patto di usare una distanza appropriata, diversa dalla distanza usuale. Cosi
come la distanza usuale fra x e y si ottiene come valore assoluto della differenza fra x
e y, analogamente la distanza p-adica é data da

(2.28) dp(z,y) =z —ylp,

in cui |- |, @ il valore assoluto p-adico, definito nel modo seguente: se z =0, |z|, = 0,
mentre se 0 # x € QQ, posso sempre scrivere x nella forma

(2.29) z=p" 2,
b

in cui a e b sono interi non divisibili per p e n & un intero arbitrario. Allora definisco

(2.30) ||, :==p~".

Ad esempio, se p = 3, si ha

231 3-7-11 _,7-11 231

b A ol =32=9.
270 3%-2-5 2.5  |270

3

Utilizzando la fattorizzazione mostrata sopra si vede subito che

231
270

_ 231
) 270

_ 231
. 270

231

=1/7 —| =1/11
= S| =,

11

mentre, per tutti gli altri primi p si ha |231/270|, = 1. Si verifica facilmente che la
funzione | - |, : Q — R & un valore assoluto sul campo Q, valse a dire soddisfa le
proprieta®

(a) |z]p = 0;

(b) |x|, = 0 se e solo se x = 0;

(©) lzylp = [=]p [ylp;

(d) [z +ylp < lzlp + [ylp-

Come conseguenza si dimostra che la funzione d,, definita nella (2.28) & effettivamente
una distanza su Q. A questo punto il teorema generale sull’esistenza e 'unicita del

completamento, a cui abbiamo accennato in precedenza, ci permette di dare la seguente
bellissima

2.70 Definizione. Per ogni numero primo p, si definisce I'insieme dei numeri p-adici
come

Qp = completamento di Q rispetto alla distanza d,,.

6Pit precisamente | - |, soddisfa una disuguaglianza piii forte della disuguaglianza triangolare (d),
data da (d’) |z + y|p < max{|z|p, |y|p}. Inoltre, se |z|p # |ylp, allora |z + y|p = max{|z|p, |ylp}. I
valori assoluti che soddisfano (d’) sono detti non-Archimedei, rispetto ai quali “tutti i triangoli sono
isosceli”.
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Bene, abbiamo finito, possiamo andare a surfare! Purtroppo no. Perché, insomma,
ma come sono fatti questi numeri p-adici? Vi avevo avvertito che, su questo punto,
il teorema generale non é di grande aiuto. Capire la struttura del completamento
richiede un lavoro addizionale, che varia da caso a caso. A priori sappiamo che Q, in
quanto completamento di Q, contiene Q pit tutti i limiti delle successioni di Cauchy dei
razionali rispetto alla distanza d,. Per avere un’idea intuitiva su cos’¢ una successione
di Cauchy rispetto a d, bisogna iniziare a capire quand’é che 2 numeri sono vicini e, di
conseguenza, bisogna acquisire dimestichezza con il valore assoluto p-adico. Iniziamo
ad occuparci dei numeri razionali positivi che in base p, hanno una rappresentazione
finita. Notate che, essendo p primo, un numero razionale x ha rappresentazione finita
in base p se e solo se den(x) ¢ una potenza di p (inclusa p® = 1). Se 0 < = € Qgy,
allora

" [Zn Tp—1 ... m 0 ... 0], se0<m<n
T = Zxkpk: [T Tpo1 ... T1Z0 . To1T_g ... Tpy]p Sem<0<n
k=m 0.00... 2 Tp—1 ... T;lp sem <n<0.
Quindi
=p" (T + Tms1p + -+ 2p" ") = p™ (T + pa)
in cui

—m—1
a::xm+1+...+xnpnm .

Siccome z,, € un intero compreso fra 0 e p — 1, il numero intero z,, + pa non &
divisibile per p (x,, ¢ il resto di tale divisione). Quindi, dalla definizione segue una
regola semplicissima per calcolare il valore assoluto p-adico di un numero razionale
positivo in Qgn, a patto di scrivere questo numero in base p:

(231) |x‘p _ pfm _ pf(posizione dell’ultima cifra diversa da zero) )
Ad esempio:
17l =7 =1 |11107]; =771 [123007]; = 772 [12300.17|7 =7 [123.127|; = 7*.

Se conosciamo x in un’altra base, lo convertiamo in base p e se la sua rappresentazione
in base p & finita, possiamo calcolare |x|,:

63.993610 5 = [223.44415]5 = 5*.

Adesso possiamo calcolare anche le distanze:

d7(1007,3007) = |2004|; = 72
d7(1237,41237) = |40004|; = 773
d7(100.17,100.27) = [0.17]7 = 7
d7(100.12347, 100.123457) = [0.000057]7 = 7° .

E chiaro quindi che: se y si ottiene da x aggiungendo una cifra alla sinistra di x nella
rappresentazione in base p, la distanza di y da x € uguale a p~™ in cuin & la posizione
della cifra aggiunta. Ad esempio, se parto dal numero 1237 e aggiungo via via altre
cifre arbitrarie a sinistra ottengo

d7(1237,51237) = |50007|7; = 773 ho aggiunto un 5 nella pos. n = 3
d7(51237,451237) = [400007|; = 7* ho aggiunto un 4 nella pos. n = 4
d7(451237,2451237) = [2000007|7; = 77  ho aggiunto un 2 nella pos. n = 5.
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Di conseguenza si dimostra facilmente che, se continuo ad aggiungere cifre a sinistra,
ottengo una successione di Cauchy rispetto alla distanza d,. Poiché Q, & il com-
pletamento di Q rispetto a questa distanza, questa successione di Cauchy identifica
un elemento di Q,. Il limite di questa successione sard dunque rappresentato da un
numero che possiede, in generale, infinite cifre a sinistra del punto!

(2.32) [..2120.Z21%_2 ... Tpp xp €{0,1,...,p—1}.

Viceversa se provo ad aggiungere cifre a destra, come facevo nella (2.27) per appros-
simare /2, ottengo una successione in cui la distanza di un elemento dal precedente
diverge esponenzialmente. La situazione ¢ dunque (vagamente) speculare a quanto
accade nella costruzione dei reali.

Domanda: ok, & chiaro che ogni stringa di simboli nel formato che appare nella (2.32)
identifica un numero p-adico, ma é vero anche il contrario? In altre parole, posso
ottenere in questo modo tutti gli elementi di Q,7 La risposta ¢ affermativa.

2.71 Teorema. Ogni numero p-adico © € Q, ha un espansione unica (a parte zeri
“irrilevanti”) della forma

(2.33) x:Zxkpk incuiméeZex, €{0,1...,p—1}
k=m

e puo essere quindi rappresentato come nella (2.32).

Bene, quindi ogni numero p-adico puo essere rappresentato nella forma (2.32). Iniziamo
da un caso semplice: se x € Qf(ﬁ) ed ¢é positivo allora la rappresentazione p-adica

coincide con la rappresentazione in base p. Ad esempio

2236
(2.34) Tos = 32.4215 rappresentazione sia in base 5 che 5-adica.

2.72 Attenzione!. Alcuni autori usano una notazione diversa per rappresentare i
numeri p-adici, nella quale la stringa (2.32) viene scritta al contrario. Ad esempio il
numero 22, che in base 7 si scrive 317, seguendo questa convezione si scriverebbe 0.137
e il numero 32.4215 che compare nella (2.34) si scriverebbe 124.235.7

Per i razionali negativi sembrerebbe esserci un problema! Infatti, a differenza della
(2.24), nella (2.32) non c’¢ la possibilita di inserire un eventuale segno =+, consisten-
temente con quanto affermato nel Teorema 2.71. Niente segno neanche li. Ma come
faccio allora, a rappresentare i razionali negativi o anche soltanto gli interi negativi?
Tranquilli, tutto sotto controllo. La rappresentazione p-adica di —1, ad esempio, &

(2.35) —-1=...999999% =7, incuig=p-—1.
(2.36) —-1=...6666667 = 67 (p="7).
Osservate che, in questa notazione, una barra posta al di sopra di un gruppo di cifre

indica che quel gruppo di cifre deve essere ripetuto periodicamente infinite volte verso
sinistra. Verificare le (2.35), (2.36) ¢ immediato. Analogamente a come abbiamo

7Se scoprite chi ha inventato questa notazione e, magari, dove parcheggia la macchina, casomai
fatemelo sapere.



58 CAPITOLO 2. SPAZI METRICI

dimostrato che 0.919p = 1 nella (2.26), si ottiene

dr(~1, 666...6667) = |666....6667 +1|.
n cifre n cifre

= [1000. .. 0007

—_——

n + 1 cifre

|7 [uso: 67 + 1 = 07 col riporto di 1]

Di conseguenza

d7(—1,67) = lim d7(—1, 666...6667) = lim 7" =0.

n—oo %,—/ n—oo
n cifre

Da notare che facendo 1'usuale addizione col riporto si verifica che

...666667 +
1=

...000007

Quindi 67 + 17 = 0. La regola generale per cambiare segno ad un numero p-adico & la
seguente:

(1) se il numero ha una rappresentazione finita, aggiungere sempre infiniti zeri (irrile-
vanti) a sinistra della prima cifra,

(2) sia x,, l'ultima cifra diversa da zero (la pit a destra diversa da zero). Essa viene
sostituita con la regola x,, — p — T.;

(3) alle cifre a sinistra di z,, viene applicata la trasformazione z; — p — xp — 1;

(4) gli eventuali zeri a destra di x,,, rimangono invariati.

Ad esempio:

10519 = 2107 = ... 0002107
—1051¢ =...6664607; = 64607 .

C’¢ un altro piccola difficolta da risolvere: non potendo usare un numero infinito di cifre
a destra del punto, come faccio a rappresentare, nella notazione p-adica, un numero

T € Q}(fé)r? Ad esempio, come si rappresenta in notazione 7-adica il numero

5 —
— =0.131313.. .7, =0.137 7
Y 7 7

Si dimostra che ogni razionale in (@E,Ié)r ha una rappresentazione p-adica anch’essa pe-
riodica, ma invece che essere periodica “verso destra” é periodica “verso sinistra”. Nel
caso di 5/24 si ha

5 _
(2.37) 57 = ---35353547 = 3547

Verifichiamolo. Per definizione

354, =44+5-74+3-72+5-73+3-744+...

2.38 S >
( ) :4+5Z72k+1+3272k.
k=0 k=1
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Attenzione, le due serie sono convergenti perché nel mondo p-adico si ha

1

(k —

(2.39) Ep T 0=1,2,...
k=0

Per verificare la (2.39), uso la definizione di somma di una serie come limite delle
somme parziali. Poiché

n n k 1— pé(n+1)

Su=2 0 =2 () =
k=0 k=0

trovo

1 7 pZ(nJrl)

1—p€_71—p€

e, siccome 1 — p* non & divisibile per p, la regola (2.30) per calcolare il valore assoluto
p-adico implica

— p—g(’n-‘rl) SN 07
p n—oo

1-pt
che ¢ equivalente alla (2.39). Tornando alla (2.38), otteniamo

4 =4+5- 2k ( 2’“4):1 =2
354, =4+5 7];)7 +3 ’;7 +38—— = o

Se qualcuno fosse curioso di capire come si trova la (2.37) pud guardare, ad esempio,
Particolo Koc, A tutorial on p-adic Arithmetic, facilmente reperibile.

2.73. Gli interi p-adici: Z,. Si definiscono interi p-adici quei numeri p-adici € Q,
che non hanno cifre diverse diverse da zero a destra del punto. L’insieme degli interi
p-adici si denota con Z,.® Quindi

(2.40) Zp::{mzixkpk:xke{O,l...,p—l}}.
k=0

Cosi come ogni razionale ¢é il rapporto fra 2 interi, analogamente, ogni numero p-adico
¢ il rapporto fra due interi p-adici. Il motivo é banale e si capisce con un esempio:

... 123457

123457 = o
7

Osservate che, grazie alla (2.31) ¢ possibile dare una definizione metrica di Z,,
Zp={v€Qy:lzlp <1}.

A differenza di Z, Z, non & un insieme numerabile, ma ha la potenza del continuo,
cio¢ esiste una corrispondenza biunivoca fra Q, e R. Un’altra differenza ¢ la seguente:
gli unici interi il cui inverso ¢ ancora un numero intero sono —1 e +1, mentre ogni
intero p-adico la cui ultima cifra é diversa da zero ha un inverso che & ancora un intero

8C’¢ un altro caso di notazione non universale. Qualcuno usa il simbolo Z, per indicare Iinsieme
degli interi modulo p, che invece noi indichiamo con Z/(pZ).
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p-adico. In particolare, se k & un intero, allora 1/k ¢ un intero p-adico se e solo se k
non é multiplo di p. Ad esempio:
1 1 1 1 _

= — =45 3.47

(2.41) — L
310 37 1410 207

Queste identita si verificano banalmente, facendo vedere con la regola elementare della
moltiplicazione col riporto, che si ottiene
45737 =14 3.47-207 = 17.

2.74. Radici. Esiste la radice quadrata di un numero p-adico? La risposta é: dipende!
Supponiamo di voler risolvere I’equazione

(2.42) 22 =2 zeQr.

Poiché |2|7 = 1, abbiamo |z2|; = |z|2 = 1, Quindi |z|; = 1, vale a dire = ¢ un intero
7 ) 7 7 5 7 P
p-adico in cui I'ultima cifra é diversa da zero

T =...T2T1Tg xg #£0.

Facendo la moltiplicazione col riporto di = per sé stesso si ottiene che 'ultima cifra di

22 ¢ 22 mod 7, dunque una condizione necessaria affinché si abbia ¥? = 2 &

(2.43) r2=2 (mod 7).

Esiste un tale x¢? In generale si puo usare il cosiddetto criterio di Eulero per stabilirlo
(cercate “Euler’s criterion” su Wikipedia), ma nel nostro caso possiamo facilmente
trovare per tentativi tutte le soluzioni della (2.43), facendo una tabella.

n 1 2 3 4 5 6
nmod7 |1 4 2 2 4 1

Quindi 'ultima cifra di = deve essere xg = 3 0 g = 4. Ma l'esistenza di una soluzione
della (2.43) ¢ anche una condizione sufficiente per l'esistenza di una soluzione della
(2.42)? Se p # 2, un teorema, noto come Lemma di Hensel, permette di rispondere
affermativamente. Pitl precisamente la situazione ¢ la seguente: sep # 2 ey ¢ un intero
p-adico, allora \/y esiste in Q, se e solo se la rappresentazione p-adica di y termina
con un numero pari di zeri e l'ultima cifra diversa da zero, yg, € tale che ’equazione
23 = yo (mod p) ha soluzioni. Tornando al caso p = 7 dalla tabella precedente si vede
che /y esiste in Q7 se y termina in 1, 2 o 4 seguiti, eventualmente, da un numero pari
di zeri. Gli interi fra 0 e 20 che ammettono radice quadrata in Q7 sono quindi:

lio =17 210 =27 410 =47 810 = 117 910 = 127
1119 = 144 1519 = 217 1619 = 227 1819 = 247 .
La stessa regola si applica anche agli interi negativi. Poiché, ricordando la (2.36),
— 119 = 67 — 219 = 657 — 3109 = 647.
otteniamo che Q7 contiene v/—3, ma non v/—1 e v/—2.

Osservate che se y ¢ un intero p-adico, allora |y|, < 1, quindi anche ,/y, se esiste, & un
intero p-adico perché |\/y|, = v/|yl, < 1.

Il caso p = 2 ¢ diverso. Gli interi che ammettono radice quadrata in Q2 sono quelli
della forma

k=2%"(8n+1) meN, neZ.



3. Spazi vettoriali e di Banach

D: They don’t advertise for killers in the newspaper.
That was my profession. FEx-cop. FEzx-blade runner.
Ex-killer.

3.1 Definizioni

3.1 Definizione. Uno spazio vettoriale (o spazio lineare) sul campo F (F = Q,R, C,
Fpn,...) & un insieme (non vuoto') V tale che

(A) Per tutti gli u,v € V esiste il vettore u +v € V detto somma di u e v

(B) Per ogni u € V, ¢ € F esiste il vettore cu € V' detto prodotto di ¢ per u.

Inoltre le seguenti proprieta sono soddisfatte, per ogni u,v,w € V e per ogni ¢, d € F:

SV1
SV2
SV3

Jutv=v+u
)
)
SV4) Per ogni u € V esiste v € V tale che u +v =0
)
)
)
)

(u+v)+w=u+ (v+w)
Esiste 0 € V tale che u+ 0 =w per ogni u € V

SV5
SV6) (cd)u = c(du)

SVT) (c+ d)u=cu+du
SV8) c(u+v) =cu+ cv

lu=u

(
(
(
(
(
(
(
(

3.2 Esempi

(1) R™, C".
(2) L’insieme di tutti gli € R?* tali che 2x1 + 3z2 + x4 = 0.

(3) (non—esempio). L’insieme di tutti gli z € R* tali che 29 —24 = 1. Non ¢ uno spazio
vettoriale perché, ad esempio, il “vettore zero”, cioé 0 = (0,0,0,0) non appartiene
all’insieme.

(4) (non—esempio). L’insieme di tutte le matrici. Non & uno spazio vettoriale perché,
per dirne una, non é possibile sommare una matrice 3 x 2 ad una matrice 6 x 19.

(5) Maty,xm(F) = Pinsieme di tutte le matrici n x m a coeflicienti nel campo F.

(6) L’insieme di tutte le matrici A € Mat,,«,(C) tali che tr A = 0.

Lqualcuno tende ad innervosirsi quando legge la precisazione “non vuoto”. Io lo metto fra parentesi
sperando di alleviare la sofferenza

61
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(7)

(13)

(14)
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(non-esempio). L’insieme di tutte le matrici A € Mat,, x,(C) tali che det A = 0.
Non va bene perché, ad esempio, le matrici

o) 7o)

hanno entrambe determinante uguale 0, ma la loro somma A+ B ha determinante
uguale ad 1, quindi A + B non appartiene all’insieme.

Rz] e Clz], 'insieme di tutti i polinomi a coefficienti rispettivamente reali o com-
plessi sono spazi vettoriali rispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto per
un numero. A volte useremo i simboli P(R) e P(C).

R*>. Cosi come R™ indica I'insieme di tutte le n—ple, R*> indica l'insieme di tutti
i vettori con infinite componenti, vale a dire I'insieme di tutte le successioni. Gli
elementi di R* sono della forma

x = (xg, 21, %2, T3,...)

R & anche indicato con RN.

L’insieme di tutti i polinomi di grado non superiore a 100 é ancora uno spazio
vettoriale.

(non—esempio). L’insieme di tutti i polinomi di grado superiore a 100 non &
uno spazio vettoriale perché il polinomio nullo, di grado zero, non appartiene
all’insieme.

(non—esempio). Sia
V :={x = (x1,72,23) € R®: 2 ha almeno una componente nulla}

V non ¢ uno spazio vettoriale, perché la proprieta (A) di chiusura rispetto alla
somma ¢ violata. Infatti, sia

w=(0,1,1)  wv=(1,0,0).

Sia w che v sono elementi di V', ma v+ v = (1,1, 1) non appartiene a V.

(non-esempio). Sia
Vi={z = (r1,73) € R? : 2y < a5}

Il fatto che V sia definito tramite una disuguaglianza suggerisce che non sia uno
spazio vettoriale. Infatti uw = (0,1) € V. Perd se moltiplichiamo u per —1 ottenia-
mo —1-u = (0,—1) che non appartiene a V. Geometricamente V' & un semipiano,
mentre uno spazio vettoriale é sempre un (iper)piano.

(non-esempio). Sia
Vi={x = (v1,79,23) € R®: 23 4 23 — 23 =0} .

Il fatto che V sia definito tramite un’equazione non lineare (quadratica in questo
caso) suggerisce che non sia uno spazio vettoriale, e infatti geometricamente V' non
¢ un iperpiano, bensi...Per dimostrare che V non é uno spazio vettoriale faccio
vedere che viola la proprieta (A) e cerco due vettori u,v tali che u,v € V ma
u+v ¢ V. Basta prendere ad esempio

u=(1,0,1) v=(0,1,1) ut+v=(1,1,2).
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3.2 Attenzione!. Non ¢é detto che se ¢’é¢ di mezzo una disuguaglianza o una relazione
non lineare allora sicuramente non si tratta di uno spazio vettoriale. Ci possono essere
dei camuffamenti pitt 0 meno espliciti. Siano ad esempio

Vi={x=(z1,20) €ER?:2y > 29 e z; <z} (apparenti disuguaglianze)

W= {z = (z1,22) € R? : 2} = 23} (relazione apparentemente cubica) .

Questi sono entrambi spazi vettoriali nonostante le apparenze, perché

r1 > To € T1 < Xo =4 T1 = T2
.T‘rls:.’lﬁg ~ 1 = T2

3.3 Dritta. (Come dimostrare che X ¢& uno spazio vettoriale in 2 mosse). General-
mente per dimostrare che X ¢ uno spazio vettoriale bisogna verificare le 10 proprieta
che appaiono nella definizione, vale a dire (A), (B), (1), (2), ..., (8). Perd se uno va
di fretta e in pin il caso vuole che X sia un sottoinsieme di uno spazio piu grande Y e
gia si sa che Y & uno spazio vettoriale, allora per dimostrare che anche X é uno spazio
vettoriale é sufficiente dimostrare la sua chiusura rispetto alle operazioni di somma e
moltiplicazione per uno scalare, vale a dire le 2 proprieta (A) e (B). perché & vero que-
sto? (Dimostrarlo). Attenzione pero, se pensate che X non sia uno spazio vettoriale e
volete dimostrarlo, allora potrebbe tornare comodo far vedere che una delle proprieta
(1), (2), ..., (8) non & verificata.

3.4 Problema. Dire se Iinsieme?

X ={peR[z]:p(2) +p'(3) =0}.
& uno spazio vettoriale dimostrandolo.

Soluzione. L’insieme X ¢ fortunatamente un sottoinsieme dell’insieme di tutti i polino-
mi reali che abbiamo gia detto essere uno spazio vettoriale. Quindi, per quanto detto
al punto 3.3, se dimostro che le proprieta (A) e (B) sono verificate, posso concludere
che X ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione di (A). Siano p e ¢ due elementi di X. Devo far vedere che anche la
loro somma p + q appartiene a X. Dato che p,q € X so che

p2)+p'(3)=0  q¢2)+4'(3)=0.

D’altra parte, siccome 1’addizione di due polinomi ¢ definita come (p+ ¢)(z) := p(z) +
q(x), ottengo

(P+9)2)+(+9'(3) =p(2) +q(2) +p'(3) +¢(3) =0.

Quindi p+ ¢ € X.
Dimostrazione di (B). Sia p € X e sia ¢ € R. Allora

(ep)(2) + (cp)'(3) = cp(2) + cp'(3) = ¢ (p(2) +p(3)) = 0.
Dunque cp € X. Segue che X ¢ uno spazio vettoriale.

3.5 Osservazioni.

2ricordo che R[z] ¢ I’insieme di tutti i polinomi reali



64 CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI E DI BANACH

(a) Lo zero® in uno spazio vettoriale ¢ unico. Infatti, se ci fossero due zeri distinti 0 e

0’, allora si avrebbe 0 =0+ 0" = 0.

(b) Anche l'opposto ¢ unico. Infatti supponiamo che w e w’ siano entrambi opposti di
u. Allora

w=w+0=w+(ut+v)=(wt+u)+w' =0+v"=w".
(¢) Se u+ v =w allora v = 0, infatti
v=v+0=v+u+(—u)]=@w+u) +(—u)=u+(—u) =0.
(d) Si ha Ou = 0. Infatti
0=0u—0u=(0+0)u—0u=0u+0u—0u=0u.
(e) L’opposto di u, la cui esistenza ¢ garantita dalla proprieta (4) é dato (—1)u. Infatti
u+ (—lu=1lu+(-u=(1-1)u=0u=0.

Quindi v = (—1)u & 'unico opposto di u, che si denota con il simbolo —u .

3.6 Definizione. Una norma su uno spazio vettoriale V ¢ un’applicazione ||-| : V' — R
tale che

(N1) |lv|| > 0, per ogni v € V

(N2) ||v]| =0 se e solo se v = 0.

(N3) |lcull = |¢|||u|| per ogni c € R (C), u e V.

(N4) flu+v| < |u| + ||v|] per ogni u,v € V.

Uno spazio vettoriale V' dotato di una norma | - || & detto spazio vettoriale normato
(ma no!).

3.7 Proposizione. Uno SVN* (V.| -||) diventa uno spazio metrico se si sceglie come

distanza la funzione d(z,y) := ||z —y||, per z,y € V.
Dimostrazione. (facile, lasciata al lettore).

3.8 Definizione. Un sottoinsieme K di uno spazio vettoriale V' € chiamato un sotto-
spazio di V se K & uno spazio vettoriale, vale a dire se (ricorda quanto detto al punto
3.3)

(A) u,v € K implicau+v € K

(B) ue K eceRimplica cu € K

3.9 Proposizione. Se (V.|| -||) é uno spazio vettoriale normato e W & un sottospazio
di V allora || - || & una norma su W, vale a dire (W, | - ||) & anch’esso uno SVN.

Dimostrazione. Se le proprieta che definiscono una norma valgono per tutti i vettori
di V, varranno automaticamente per gli elementi di W.

3.10 Problema. Dire se I'insieme indicato é o meno uno spazio vettoriale sul campo
reale.

3usiamo lo stesso simbolo 0 sia per indicare il numero zero che il vettore zero, sperando che non

sorga confusione
4spazio vettoriale normato
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(a) {x eR®: 21 =29 — 23}
(b) {z € R3: 23 = 2%}

(c) {x e R3: 23 = a3}
(d)

)

)

L’insieme di tutte le matrici 3 x 3 con determinante nullo.

e) L’insieme di tutte le funzioni reali derivabili.

(
(f
Soluzione. (a) S. (b) N. Infatti i vettori = (1,0,1) e y = (1,0, —1) appartengono allo
spazio ma la loro somma z+y = (2,0, 0) non vi appartiene. (c) S, perché la condizione
¢ equivalente a x3 = 1. (d) N. (e) S. (f) N. Infatti le funzioni f(z) =z eg(z)=1—=x
appartengono allo spazio ma la loro somma f + g = 1 non vi appartiene.

L’insieme di tutte le funzioni reali che si annullano almeno in un punto.

3.3 Esempi: Spazi finito dimensionali

Nello spazio vettoriale R™ delle ennuple di numeri reali (o, analogamente, in C") ¢é
possibile introdurre una norma in molti (infiniti) modi diversi

3.11 Esempi. Sia 2 = (71,...,23) € R3. Esempi di norme possibili sono

) [l := |za| + [a2] + |z3]-
(2) [l = 3|z1| + 5|2a| + 13|2s].

(3) [|lz]l := (Jz1]? + |z2]® + \x3|2)1/2. Questa ¢ la cosiddetta norma euclidea.

I seguenti sono invece esempi di quantita che non sono norme perché violano almeno
una della proprieta della Definizione 3.7.

(a) ||z|| := |z1] + |x2] — |x3|. Se scelgo = := (0,0,1), ottengo ||z| = —1, mentre la
norma non pud mai essere negativa.

(b) ||z|| ;== 21 + x2 + x3. Se scelgo z = (=1, —1,—1), ho ||z|| = —3, violando di nuovo
la positivita.

(c) ||z]| = |z1|® + |22|® + |73]3. Questa viola 'omogeneita. Infatti, se ¢ ¢ un numero
reale,

leall = lex1’ + leal* + lexs|* = |c* (Joa]® + |zaf® + |23°) = e[|,

mentre dovrebbe essere |cz| = || ||z

(d) ||z|| = |z1]4+]|x3]. Anche questa non puo essere una norma perché & possibile trovare

un vettore non nullo z tale che ||z|| = 0. Si prenda, ad esempio, x = (0, 1,0).

3.3.1 Le norme |- |,

Una classe molto importanti di norme che si possono introdurre in R™, C" e (vedremo)
anche in spazi infinito dimensionali é dato dalle cosiddette norme p. Si sceglie un
numero p € [1,00] (il valore oo @& incluso) e si pone

- 1/p
6D el = [SleP] T el g il pelLod.

Quando p = 2 ritroviamo la usuale norma euclidea. Iniziamo a far vedere che in questo
caso si ha effettivamente una norma.
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3.12 Proposizione. L’applicazione || - ||2 : R" — R data da

n

el = [ [el?]

i=1
¢ una norma su R™.

Dimostrazione. E ovvio che ||z||2 & sempre positivo o nullo. Inoltre la quantita ||z|2 si
annulla se e solo se x = 0. L’omogeneita segue da

n 1/2 n 1/2 n 1/2
lealls = [ leai?] = [le® S lwil?] = lel [ 1] T = lel e
=1 =1 =1

Rimane dunque da dimostrare la disuguaglianza triangolare ||z + y|l2 < ||z]l2 + ||y/2-
Siano quindi z e y due vettori in R™ e sia ¢ un numero reale arbitrario. Partendo dalla
strabiliante disuguaglianza

n

Z(twi + yi)z >0 vVteR

i=1
si ottiene
n n n
(3.2) tQfo—FQthiyi—FZy?ZO vt e R.
i=1 i=1 i=1
Ponendo
n
a:= ||l b= wiyi c:=yl3,
i=1

la (3.2) puo essere riscritta come
at? +2bt +c¢>0  VteER.

Ma se questo trinomio di secondo grado € non negativo per tutti i valori di ¢, necessa-
riamente si ha
b —ac<O0,

quindi
n 2
> @] < lall3 i3
=1

e, di conseguenza,

n
(3.3) [ < llzllayle.
i=1
Possiamo quindi scrivere
n n
o+ yll3 = D (i + 92> = D (@? + 47 + 2ay:)
i=1 i=1

2
< 3 + lyl3 + 2llzll2 [yl = (22 + lyll2)” -
Prendendo infine la radice quadrata si ottiene

e +yll2 < llzll2 + [1yll2,

che ¢ cio che dovevamo dimostrare. O
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3.3.2 Disuguaglianze di Holder e di Minkowski

La dimostrazione che || - ||, ¢ una norma anche quando p # 2 & piu complicata ed &
basata sulla seguente disuguaglianza che ¢ una generalizzazione della (3.3):

3.13 Proposizione. (Disuguaglianza di Hélder). Sia p > 1 e sia q tale che

1 1
-4+-=1 (ovviamente anche ¢ > 1).
p g

Allora si ha, per ogni coppia x, y di elementi di R™

(3.4) S lwxwil < Nzl Il

k=1

Dimostrazione. 1l caso piu semplice ¢ quando p = 1 e, di conseguenza ¢ = co. Infatti
abbiamo

n n
(3.5) D lewye] < max [y > lakl = Iylloo lllh -

k=1 k=1

Passiamo quindi a considerare il caso p > 1. La disuguaglianza (3.4) & una conseguenza
delle disuguaglianza numerica
P q

(3.6) <% vapso.
D q

Faccio prima vedere come da questo segua la (3.4) e infine dimostro la (3.6). Poniamo

x
k b = Yk

Sp = —— —
1], 1yl

in modo tale da avere

(3.7) ZISkI B Hpr Z\ k| = I ”qZ\ykl

9 g=1
Grazie alle (3.6), (3.7) posso scrivere
n n n
1 1 1 1
Do lsutkl < =D skl =D k|t =~ 4+ - =1.
k=1 p k=1 q k=1 p q

Di conseguenza

n n
D Lzl = llzllp lylla D Iswtel < Nzl lylly
k=1 k=1

Abbiamo dunque dimostrato la disuguaglianza di Hoélder. Rimane da dimostrare la
(3.6). Consideriamo la funzione

P
f(u)::u——&—f—u u>0.
p q
Voglio far vedere che f ha un minimo assoluto nel punto v = 1. Infatti, se derivo,

ottengo
fl(u)=uP™t =1
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Quindi f’ = 0 se e solo se u = 1. Per concludere che si tratta di un minimo assoluto
basta osservare che, poiché p > 1 e dunque p— 1 > 0, f’ & negativa in (0, 1) e positiva
n (1,00). Siccome u =1 & il minimo assoluto della f possiamo scrivere

f) < flw)  Vuz0,

cioé

P11
u < v + - Yu > 0.
p q
Pongo a questo punto u = ab~%/? e ottengo
ab~ 1P < arb—1 1

p q
Moltiplicando ambo i membri per b9, poiché ¢ — ¢/p = 1, abbiamo
aP  be

ab~ /Pt —gp < = 4 —
pq

O

Grazie alla disuguaglianza di Holder si dimostra la disuguaglianza triangolare per || - ||,
e quindi il fatto che || - ||, ¢ una norma (le altre proprieta sono banali):

3.14 Proposizione. (Disuguaglianza di Minkowski). Sia p > 1. Allora per ogni
z,y € R" si ha

(3-8) 12+ yllp < [zl + l[Yllp -

Dimostrazione. Se x,y sono due n—ple arbitrarie posso scrivere

> (il + yel)” = D2 (el + o)™ (el + o)
k=1 k=1
(3.9) = > (el + lwe)" el + D (el + ) o
k= k=1

3

1
= k\$k|+zuk|yk|

k=1

in cui ho posto uy, := (|z,|+ |yk\)p_1. Sia g tale che 1/p+1/g =1. Alloraq(p—1) =
Usando la disuguaglianza di Holder ottengo

~ - 1/q i (p—1)711/4
> fanfus < Nzl Yt = lally [ D2 (ol + o)™
k=1 k=1 k=1

= Yl [32 (el + )]

k=1

e, in modo identico,

n

n 1/
S wnlyel < Nyl [ (el + )]
k=1

k=1

Utilizzando queste due disuguaglianze nella (3.9) si arriva a

> (el + )’ < (lzllp + i) [ D2 (2l + i)’
k=1 k=1
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. o . . o) & n P 1/q . N
Dividendo ambo i membri per la quantita [Zk:l (Jzk| + lyx]) ] si ottiene

~ -1/q
[ (el + lsl)"] " < el + sl
k=1

vale a dire

n

(3.10) [ Gt + )] < el + -

k=1

D’altra parte la quantita che appare a sinistra nella (3.8) puo essere facilmente stimata
come

n

(3.11) ||$+y||p = [Z(‘xk‘f'ykl } {i |$k| + |yk‘ } 1/p
k=1

k=1
Dalle (3.10), (3.11) segue la disuguaglianza di Minkowski (3.8) O
Tanto la disuguaglianza di Holder che quella di Minkowski possono essere estese al

caso in cui, al posto di due ennuple, = e y abbiamo due successioni infinite oppure due
integrali di funzioni continue. Valgono dunque le seguenti disuguaglianze

> e 1/p 1 & 1/q
(3.12) > laiwil < D \xi\p} [E Iyl-lq}
i=1 Ti=1 i=1

oo o

(313) > w-\p]” " [kl [ ]
=1 =1

(314) J1r@slae < [ [ i@prad] [ [ gl as]

s [f |f(m>+g<m>|pdx} "< [[ i@ a] " [ [ o a]

3.4 Concetti “metrici”’ negli spazi vettoriali normati

Uno spazio vettoriale normato (V, || -||) & un esempio particolare (molto particolare)
di spazio metrico, in cui la distanza fra due punti x,y € V viene definita come

d(x,y) = Hx_yH xayev-

Per questo motivo negli SVN si possono introdurre tutti i concetti che sono propri
degli spazi metrici. Ne ricordiamo alcuni.

Convergenza, Cauchy. Si dice che successione (z,)5%; di elementi di V' ¢ convergente
a x € V se la successione numerica ||z, — x|| converge a zero, cioé se

per ogni £ > 0 esiste N > 0 tale che per ogni n > N si ha ||, — 2| <e.
La successione ()52 si dice di Cauchy se

per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che per ogni n,k > N si ha ||z, — zx| < e.

Palle. Indico con BY (z) la palla aperta di raggio r con centro in z nello spazio V

By (z)={y eV :|ly—z| <r}.
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Se non c’é ambiguita rispetto allo spazio ambiente ometterd 'apice V' scrivendo sem-
plicemente B,.(z).

Aperto. Un sottoinsieme A é detto aperto in X se per ogni x € A esiste € > 0 tale che
BX(z) C A.

Chiusura, chiuso. Ricordo che, se A ¢ un sottoinsieme di uno SVN (V, || - ||) allora la
chiusura di A, indicata con A, é I'insieme di tutti quegli elementi di V' che si possono
ottenere come limite di una successione di elementi di A, vale a dire

ueA & 3 una successione (u,,) di elementi di A tale che u, — u

Quindi A contiene tutti i punti di A pitl, eventualmente, I'insieme di tutti quei punti
che non appartengono a A, ma che si possono ottenere come limite di punti di A.
Chiamo l'insieme di questi punti A, (punti limite esterni). Quindi posso scrivere

A=AU Aple
3.15 Esempio. Nello spazio R? con la usuale norma euclidea || - |2, sia
(3.16) A={z=(21,12) eR*:0< 2, <1, 0< 25 < 1}.

In questo caso si ha evidentemente che i punti limite esterni sono quelli che si trovano
sul bordo superiore del quadrato, cioé

Aple:{xeRZ:nglgl, xo =1}.

quindi
A=AUAy.={reR?:0<z <1, 0< 2 <1}.

Un insieme A & detto chiuso se A = A, ovvero se non ci sono punti limite esterni,
ovvero se tutti i punti limite appartengono all’insieme A. L’insieme A definito nella
(3.16) non é dunque chiuso. In altre parole per dimostrare che un insieme é chiuso
bisogna far vedere che se ho una successione convergente (x1, s, ...) di elementi di A
allora anche il suo limite ¢ un elemento di A. Insomma un insieme chiuso non permette
di “uscire” dall’insieme con una successione convergente.

Occhio! Per qualche sottile motivo psicologico o a causa di quelle che Perec chiama “le
fallaci seduzioni del ragionamento analogico”®, molti studenti sono indotti a pensare
che un insieme ¢ come un bar: o & aperto, o ¢ chiuso. NON E COSI! Esistono tonnellate
e tonnellate di insiemi che non sono né aperti né chiusi. Esempio: nello spazio R
linsieme A = [0,1). Non ¢ aperto perché se scelgo z = 0, non esiste alcun € > 0 tale
che B.(0) C [0,1). E non ¢ neanche chiuso perché la successione z,, =1 — 1/n ¢ una
successione di elementi di A che pero converge al punto 1 che non appartiene ad A.
Un esempio piil eclatante di insieme che non é né aperto né chiuso in R ¢é I'insieme
Q dei razionali. Esistono poi insiemi che sono sia aperti che chiusi. Nel caso in cui
lo spazio ambiente sia uno spazio vettoriale normato V' questi sono soltanto 'insieme
vuoto e lo spazio stesso V. Se invece lo spazio ambiente ¢ uno spazio metrico X non
connesso ogni “componente connessa” di X é sia aperta che chiusa. Ad esempio nello
spazio X = [0,1] U (2,3) gli insiemi A = [0,1] e B = (2, 3) sono sia aperti che chiusi
(pensateci).

5George Perec, La vita. Istruzioni per l’uso, Torino, Einaudi, 1998.
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Occhio! “Aperto” e “chiuso” sono concetti relativi che dipendono dallo spazio ambiente.
Puo accadere che lo stesso insieme A sia aperto (o chiuso) in uno spazio ambiente X
ma non lo sia in uno spazio ambiente diverso Y. Consideriamo ad esempio

X =R
Y ={zcR®: 23 =0}
A={zcR¥:z3=0e2]+a3 <1}

In questo caso A é aperto in Y, ma nello spazio ambiente X non ¢ né aperto né
chiuso. Nello spazio Y infatti le palle sono bidimensionali, cioé¢ BY (z) & un disco
bidimensionale, mentre nello spazio X, BX (x) ¢ una palla tridimensionale. E chiaro
quindi che se x = (x1,22,0) & un punto appartenente ad A allora esiste un € > 0
abbastanza piccolo tale che BY (x) C A, ma non sara mai possibile avere BX (z) C A.
Quindi A ¢é aperto in Y ma non in X. Ovviamente A non ¢ neanche chiuso in X perché
la successione

zn=(1-—,0,0)

1
n

¢ una successione di punti di A convergente in X ma con un limite (1,0,0) che non
appartiene ad A.

3.5 Spazi infinito dimensionali: spazi di successioni
Cosi come una n-pla ¢ una successione di n numeri reali (o complessi)
R" > 2= (21,22,...,%,) = ()14

un successione pud essere considerata come un’infinitupla, un elemento® cioé dello
spazio R*

R*® >z = ($07$1,3€27$37 )= (xiﬁio

Quindi R*> (C*°) definisco lo spazio di tutte le successioni reali (complesse).

Non ti far confondere dalla notazione! Ogni elemento di R*°, vale a dire ogni punto
dello spazio R*°, & una successione, quindi una successione di elementi di R*® ¢ una
successione di successioni. Di conseguenza servono due indici, uno che ci dice quale
successione e ’altro che ci dice quale elemento della successione. Nel seguito useremo
la seguente notazione:” una successione in R si denota con

(3.17) () = (2O, W 2@ B ) ™ e R®.
Ogni z(") ¢ a sua volta una successione di numeri reali, cioé

(3.18) (" = (a:(()n), xgn), xén)7 a:én), ) Ign) cR.

6gli indici di una successione partiranno a volte da zero, altre volte da uno, senza una logica
apparente
“tranne quando ce ne dimenticheremo
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Ad esempio x(74) é il settimo elemento della quarta successione. Conviene a volte

visualizzare una successione di successioni come una matrice infinita
0) _ (..(0) _(0) (0
2O = (2, 2\, 25, .. )
1) _ .1 1) (1)
e = (z§", 2§V, 25, .. )

2@ = (2?2, 2, )
(3.19)

K = (a2l )

Ogni riga di questa matrice & un punto nello spazio R*°.

Una spazio di successioni in cui avremo introdotto una norma € uno spazio vettoriale
normato, quindi affermare che la successione (di successioni) (z(@, (M, 22 . )¢
convergente a x significa, come al solito in uno SVN;, che

' — M| =
(3.20) nlgr;OHx ™ =0.

Per cui quando si parla di convergenza senza specificare ulteriormente si intende la
convergenza in norma data dalla (3.20). Si pud perd introdurre, accanto alla con-
vergenza in norma, un’altra nozione di convergenza che é 'analogo della convergenza
puntuale per le funzioni.

3.16 Definizione. Una successione di successioni (z(™) si dice convergente pun-
tualmente alla successione = se converge ad x componente per componente, cioé
se

(3.21) per ogni k € N* si ha kliﬁrgo xl(c”) =uz.

Con riferimento alla rappresentazione (3.19) tramite una matrice infinita, la convergen-
za puntuale equivale alla convergenza di ciascuna colonna della matrice. Attenzione,
questo vuol dire che bisogna mandare all’infinito 'indice di riga che appare in alto fra
parentesi nella nostra notazione, come appare nelle (3.21).

3.17 Esempio. Consideriamo la successione nello spazio R (successione di succes-
sioni) data da

mén) =k/n.
Nella rappresentazione di matrice infinita questa successione puo essere scritta come
sW=@1, 2, 3 ..)

@ =(1/2,1, 3/2, ...

™ = (1/n, 2/n, 3/n, ...)

Si vede che il limite di ciascuna colonna ¢ zero. E infatti, per ogni k fissato, se facciamo

tendere n all’infinito otteniamo
lim 2" = lim k/n=0.
n—oo n— oo
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Quindi la successione (2(™)°_; nello spazio R* converge puntualmente al vettore nullo
di questo spazio cioé alla successione y = (0,0, ...).

Sarebbe questo il momento perfetto per introdurre una norma nello spazio R*°, in
modo da avere uno spazio vettoriale normato nel quale si possa parlare, ad esempio,
di distanza fra due successioni. Sarebbe, dicevo, il momento di abbandonare ogni
titubanza e tirare fuori questa norma, se non fosse che (ahimé) costruire, o meglio
dimostrare che esiste una norma su R ¢ un esercizio (possibile, ma) non esattamente
elementare che, come spesso si legge nei testi seri, “esula dallo scopo di questo corso”.
Comungque potete provarci:

3.18 Problema. Trovare una norma sullo spazio R*°.

Se invece di una norma, ci accontentiamo di una distanza, allora le cose diventano
molto pitt semplici. Abbiamo visto nell’Esempio 2.7 che se definiamo, ad esempio, per
z,y € R,

(3.22) Aoy =3 L ol

allora d ¢ una distanza su R>®. E facile verificare inoltre che questa distanza corri-
sponde proprio alla “convergenza puntuale” nello spazio delle successioni, vale a dire
I'affermazione d(z(™,2) — 0 & equivalente alla (3.21).

La distanza (3.22) non ¢ una norma in quanto viola omogeneita, vale a dire la pro-
prieta (N3) della norma. Allo scopo di studiare spazi vettoriali normati infinito di-
mensionali, quello che faremo noi sara considerare dei sottospazi dello spazio R* co-
struiti imponendo alcune restrizioni sulle successioni e su ciascuno di questi sottospazi
introdurremo una o piit norme opportune. Cominciamo.

3.5.1 Lo spazio delle successioni limitate: /.,

Indichiamo con il simbolo £, lo spazio di tutte le successioni limitate.Una successione
z = (x1,22,23,...)

appartiene a £, se sup, |z;| < oo, ovvero se

(3.23) esiste M € R tale che |z;| < M per ogni i € N.

ls ¢ chiaramente uno spazio vettoriale (verifica gli assiomi, ricordando la dritta 3.3)
e grazie alla condizione di limitatezza (3.23), ¢ possibile definire, per ogni elemento x
di 4o, la quantita

(3.24) |z]| oo = sup || -
7
3.19 Osservazione. La norma (3.24) ¢ definita con ’estremo superiore e non con il

massimo perché il massimo dei moduli degli elementi della successione potrebbe non
esistere. Consideriamo la successione limitata

x=(2/3,3/4,4/5,5/6, ..., (k—1)/k, ...)
In questo caso si ha sup,, |zx| = 1, ma la quantita maxy, |z| non esiste.

3.20 Proposizione. L’applicazione || - || € una norma su fo.
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Dimostrazione. Per far vedere che un qualcosa é una norma devo dimostrare 5 affer-
magzioni

(0) L’applicazione || - ||oo € ben definita su tutto lo spazio ¢ (ad esempio non da
mai co come risultato).

1) [lzflc = 0.

(1)
(2) ||z|leoc = 0 se e solo se z = 0.
(3) llezlloo = el lzlloc per ogni ¢ € B, 2 € foe.

@) llz+ylloo < [l2lloc + llylloc per ogni 2,y € loc.

Punto (0). Grazie alla (3.23) sappiamo che se © € {4, allora sup, |z;| ¢ necessariamente
un numero finito, quindi || - ||« & ben definita.

Punto (1). Banale

Punto (2). Se x = 0 allora banalmente ||z]lc = 0. D’altra parte se ||z]lc = 0 allora
sup; |z;| = 0, il che implica che tutti gli elementi x; sono nulli, che & equivalente a dire
che x = 0.

Punto (3). Possiamo scrivere

lex|loo = sup |exi| = sup (|e||z:]) = |¢f (sup |z:]) = [e] [l -
K2 ? 7

Punto (4). Si ha

12+ ylloo = sup (|2 +yil) < sup (2] + [gal) < (sup |2]) + (sup yi]) = [2lloc + ¥l oo -
7 7 7 7

Ho quindi dimostrato che || - ||o € una norma su £o.

3.21 Osservazione. Nello spazio f., non sarebbe stato possibile definire come norma
la quantita

(3.25) Izl := ) |l
i=1

perché avrebbe violato la proprieta (0) della Proposizione 3.20. Infatti posso scegliere
la successione di “tutti uni”
x=(1,1,1,1,...)

che, essendo limitata, appartiene a (., ma se provo a calcolare ||z|| come nella (3.25)
ottengo oo. Analogamente non posso definire su £,

|| := sup;
1

senza i moduli, perché violerei la proprieta (1’). Un altro “non esempio” &

[]l := sup |z = sup{|wal, |zaf,.. .} .
4 :pari

In questo caso infatti avrei elementi = non nulli, come

x=(1,0,1,0,1,0,1,0,1,...)

che hanno norma uguale a zero.®

8¢ questo non ¢ carino
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3.22 Osservazione. Una delle prime novita che presentano gli spazi vettoriali infinito
dimensionali & che non é piti vero che un insieme é compatto se e solo se é chiuso e
limitato. Vale ancora I'implicazione

compatto = chiuso e limitato

ma non quella contraria. Un esempio di insieme chiuso e limitato ma non compatto ¢&
la palla unitaria in £

(3.26) By i={z €l ||7]|oo < 1}.

Questo insieme ¢ chiaramente chiuso e limitato (il suo diametro & uguale a 2), ma non
& compatto, vale a dire posso trovare in B successioni che non ammettono sottosuc-
cessioni convergenti. Consideriamo la successione di elementi di By data dai “vettori
di base canonici”

e =(1,0,0,0,0...)
e® =1(0,1,0,0,0...)

e® =(0,0,1,0,0...)
(3.27)

e® =(0,0,...,0,1,0,0...)

Se n # m otteniamo

(3.28) e — e g := sup |ef™ — e{™| =1

Quindi la distanza fra due elementi qualsiasi di questa successione ¢ uguale ad 1. Di
conseguenza non pud esistere alcuna sottosuccessione convergente.

La convergenza puntuale di una successione di successioni (z(™) & una nozione di con-
vergenza piuttosto debole. E facile verificare che se una successione converge in norma
|| - ||oo allora converge anche puntualmente. A maggior ragione converge puntualmente
se converge rispetto a | - ||,. Viceversa non ¢ difficile far vedere che esistono successioni
di successioni convergenti puntualmente ma non in || - |-

3.23 Problema. Fare un esempio di una successione (z(™) di elementi di £, che
converge puntualmente (componente per componente) a zero, ma non converge in
norma, cioé

lim [z || #0.

n—oo

Potrebbe venire il sospetto che la convergenza puntuale sia necessariamente pitt debole
di una qualsiasi convergenza in norma. Non & cosi.

3.24 Problema. Trovare una norma | - || sullo spazio vettoriale ¢, tale che esi-
ste una successione (z(™)) di elementi di £, che converge a zero in norma, ma non
puntualmente. Esibire esplicitamente questa successione.

Schema di soluzione. Se x € £, definisco

— 1
]| = limsup || + > 72 |z — Tp4] -
k k=0
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Usando le proprieta del limsup non ¢ difficile far vedere che questa é una norma. A
questo punto consideriamo la successione di successioni

=M = (1,0,0,0,0,0,0,...)
+® = (1,1,0,0,0,0,0,...)

™ =(1,1,...,1,0,0,0,...).
N——

n termini

Questa successione non converge puntualmente a zero, in quanto converge puntual-
mente alla successione

y=(1,1,1,1,1,1,1,...).
Tuttavia se calcoliamo la norma di z(™ otteniamo
2™ = 1/n?,

quindi ||z(™ || — 0.

3.5.2 Lo spazio delle successioni convergenti a zero: {,

Sia £plo spazio di tutte le successioni reali = (z9, 1, T2, . ..) = (2;)72, che convergono
a Zero

(3.29) x€ly & limz; =0.

71— 00

Analogamente si definisce £o(C) come lo spazio delle successioni complesse che tendono
a Zero.

3.25 Problema. Dimostrare che ¢, ¢ uno spazio vettoriale (ricorda quanto detto al
punto 3.3).

Siccome ogni successione convergente ¢ necessariamente limitata (come si dimostra?),
abbiamo l'inclusione

(330) by Cls.

Quindi ¢y é un sottospazio di £.. Di conseguenza, come spiegato al punto 3.9, pos-
siamo? introdurre in ¢y la stessa norma che abbiamo introdotto in £, vale a dire la
norma || - ||oo- In questo modo (4, || - ||oo) diventa uno spazio vettoriale normato.

3.26 Problema. E possibile, nello spazio £y, scegliere la seguente norma?

oo

(3.31) el = [Yfeil?]

=0

9n0n siamo costretti
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3.5.3 Gli spazi ¢, con p € [1,0)
Dato p > 1 definisco ¢, come l'insieme di tutte le successioni z = (xo,21,22,...) =

()52, tali che

o0

(3.32) Z |zi|P < 0.

=0

Questa condizione mi permette di definire un’applicazione
I llp: o = R

come
> 1/p
(3.33) ol = | D lal?]
=0

3.27 Proposizione. L’insieme {,, & uno spazio vettoriale e l'applicazione || - ||, & una
norma su £p.

Dimostrazione. Poiché ¢, ¢ un sottoinsieme di R* che ¢ uno spazio vettoriale, per
far vedere che ¢, ¢ anch’esso uno spazio vettoriale ¢ sufficiente far vedere che & chiuso
rispetto alle somme e alla moltiplicazione per uno scalare (come spiegato al punto 3.3).

Assumo z,y € £,. Grazie alla definizione (3.32) so che
A::Z\xi\p<oo e B::Z|yi|p<oo.
i=0 1=0

Dalla disuguaglianza di Minkowski per le successioni (3.13) ottengo che

> 1/p > Up = 1/p
Sl ul] < [ lel] [ ] = A m,
i=1 i=1 i=1

Di conseguenza
o

Z\xi+yi\p<oo,

i=1
quindi il vettore & + y appartiene a £,,.

Si assuma ora « € £, e ¢ € R. Allora, usando di nuovo il fatto che = € £,, ottengo

o o0
Z lcz;|P = |c|? Z |z;|P < o0
i=1 i=1

Dunque anche il prodotto cz appartiene a £,. Abbiamo cosi dimostrato che ¢, ¢ uno
spazio vettoriale.

Ora faccio vedere che || - ||, € una norma. Innanzitutto osservo che la quantita ||z||,
¢ ben definita per ogni « € ¢,. Inoltre & ovvio che |lz||, > 0 e che ||z]|, = 0 se e solo
se = 0. La disuguaglianza triangolare (proprieta (N4) della definizione di norma
3.6) in questo caso altri non ¢ che la disuguaglianza di Minkowski (3.13). Rimane da
verificare che |lcz||, = || ||z||p, cosa che si fa in quattro microsecondi

o0 o0

/ /
leally = [ lea?] " = lef [ lai] " =lel o)y ©

i=1 i=1
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3.28 Osservazione. Se = ¢ un elemento di un qualche spazio £, con p > 1, allora

sappiamo che
o0
E |z |P < oo.
i=0

Se poniamo y; := |z;|?, otteniamo quindi che la sommatoria delle y; ¢ convergente. Di
conseguenza la successione (yo,y1,¥2,-..) deve tendere a zero

lim y; = lim |2;|P = 0.

1— 00 71— 00
Ma allora si ha anche

lim xz; =0, cioé x & un elemento di ¢ .
1—00

Abbiamo quindi mostrato che ogni elemento di ¢, ¢ anche un elemento di ¢y, vale a
dire
Ep Cly.

3.29 Problema. Fare un esempio di una successione x che appartiene a 4 ma non a
ls.

A questo punto ci si puo chiedere se esiste un rapporto di inclusione fra i vari spazi
¢, con p diversi. La risposta é affermativa: piu grande ¢é il valore di p € (1,00) e pii
grande € lo spazio Ep,lo come dimostriamo di seguito. Si ha dunque una catena di
inclusioni (ricordate che p non & necessariamente un numero intero)

(3.34) 51CfgCﬁg,lCfgCE\/:SOﬁC"'Céloo()C"'CKngoo

3.30 Proposizione. Se 1 < p < q allora si ha £, C £,.

Dimostrazione. Sia © = (x1, %2, ...) una elemento di ¢,. Voglio dimostrare che x € £,

vale a dire che
o0
E |zg]? < oo
k=1

Sappiamo che ¢, C ¢, quindi esiste M > 0 tale che
lzk] < M Vk=1,2,...

A questo punto possiamo concludere nel modo seguente

o0 o0 o0 o0
(3.35) D lwklt = kP 2kl <D fakP MITP = MTTP S P
k=1 k=1 k=1 k=1

Poiché M9~P ¢ una costante e la serie Y p- | |z |P & convergente per ipotesi, dalla (3.35)

si deduce che
oo

la serie E |xg|9 & convergente. O
k=1

Onon confondetevi con il fatto che £y & pit grande di tutti gli £,. Il pedice O che appare in £y ha

un significato diverso
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3.5.4 Lo spazio delle successioni finite: ¢;

£y & definito come l'insieme di tutte le successioni finite, vale a dire quelle successioni
x = (20, 21,%2,...) = ()52, per le quali esiste K tale che z; =0se i > K.

¢y & uno spazio vettoriale (dimostrarlo!) e, poiché si ha I'inclusione ovvia

(3.36) by C Ly Clo p>1
possiamo trasformare £; in uno spazio vettoriale normato scegliendo la norma || - ||«
oppure la norma || - ||, con p > 1.

3.5.5 Problemi

3.31 Problema. Data la seguente successione di successioni, calcolare le quantita
22 o e 12

(m)y._ M

xk, :W k:1,273,...

Risp: 1/2; 25/(32/7).

3.32 Problema. Consideriamo la successione di successioni (#(™)°2; data da

m 1 sek<n
' 0 sek>n

Calcolare [[2]|oo, [lz [loc, l2® Iy € [|2]|s.
3.33 Problema. Sia (z(™) una successione di elementi di ¢;. Dimostrare che

lim 2™, =0 =  lim [2™|e =0
n—oo n— o0

Far vedere che I'inverso ¢ falso, trovando un esempio di una successione (z(™)) tale che

lim |20 =0 ma lim [z, #0.
n—00 n—o0

3.34 Problema. Per quali valori di a € R la successione

1
(I;k:k-ia

appartiene agli spazi £;7 £,7 £o? {o?

Risp: mai; a > 1/p; a > 0; o > 0.

3.35 Problema. Consideriamo la successione di successioni ((™)°2, data da

(n) ._ 1 sek<n b (n) ._ 2 sek <n?
(a) T {O sek>n (®) e 0 sek >n?

Calcolare [|z01)]|og, [|2(V]|os, lz®[|1 e [ |la-
Risp: (a) 1,1, 8, ¥n. (b) 2,2, 128, 2/n.
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3.36 Problema. Siano « e 8 due numeri reali positivi. Sotto quale condizione (su
a, ) la seguente serie & convergente per ogni = € £57?

k=1

Soluzione. Se a > 5 si ha £5 C £, quindi = € /5 implica x € £,, per cui

@W‘ -
Z <Z|xk|a<oo.
k=1

Quindi se a > 5, la serie @ é convergente se = € {5 per ogni 5 > 0.

Consideriamo ora il caso a < 5. Grazie alla disuguaglianza di Holder si ha, per ogni
p > 1, ponendo ¢ = p/(p — 1)

Z |:rk|°‘ [li |xk\°‘p} 1/p [i %] l/q.

k=1

Scelgo p = «/5. Di conseguenza ap = 5 e quindi la prima serie al secondo membro ¢é
convergente per ogni z € ¢5. In questo caso si ottiene

__pr __5
q_p71_5foz'

Se Bq > 1 anche la seconda serie al membro di destra é convergente. Sostituendo il
valore trovato in precedenza per ¢, la condizione 8¢ > 1 diventa

e
@) —+p5>1.

5
Abbiamo quindi dimostrato che la @ ¢é sufficiente a garantire la convergenza della serie
@ per ogni = € (5.
Facciamo ora vedere che la @ é anche necessaria. Supponiamo infatti che non sia
soddisfatta, vale a dire che

® %+ﬁ§1.

Consideriamo la successione

1
k/5 (log(1 + k)1

T =

Si verifica facilmente che che x € f5. Infatti

oo

DRI e —
2 T (log(1 + k)7

k=1

che risulta convergente in quanto dalla ® e dal fatto che per ipotesi 3 > 0 segue che
a < 5. D’altra parte

o0

|%W 1
Z B Z ko/5+8 (log(1 + k))

e, poiché a/5 + B < 1, questa serie diverge.

Abbiamo quindi dimostrato che la condizione richiesta é proprio la @
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3.6 Spazi infinito dimensionali: spazi di funzioni

3.37 Notazione. La stragrande maggioranza delle affermazioni che faremo sugli spazi
di funzioni sono valide sia per spazi di funzioni da R a R che per spazi di funzioni da
R a C. Quindi, ad esempio, indicheremo genericamente con C(R) lo spazio delle
funzioni continue su R a valori reali oppure a valori complessi. In quei casi in cui
vogliamo essere piu specifici useremo i simboli C(R;R) e C(R;C) e analoghi, in cui
viene indicato esplicitamente il codominio delle funzioni considerate.

3.6.1 Gli spazi C[a,b], Cy(R), Co(R), C.(R)
Si considerino i seguenti spazi di funzioni:
1) Cla,b], V'insieme delle funzioni continue su [a, b];

)
)
)
)

Cy(R), 'insieme delle funzioni continue e limitate su R;
Co(R), I'insieme delle funzioni continue che convergono a zero all’infinito;
C.(R

+(R), l'insieme delle funzioni continue che hanno supporto compatto, vale a dire
che sono nulle al di fuori di un intervallo finito.

3.38 Proposizione. Gli insiemi Cla,b], Cp(R), Co(R), C.(R) sono spazi vettoriali.
Si ha inoltre C.(R) C Cy(R) C Cp(R). Infine lapplicazione

[fllu:= sup |f(z)]

z€Ja,b]

¢ una norma su Cla,b], mentre l'applicazione
[fllu := sup [ f ()]
rz€R

¢ una norma su ciascuno degli spazi Cp(R), Co(R), C.(R).

Dimostrazione. La somma di funzioni continue é continua. Il prodotto di una funzione
continua per un numero (reale o complesso) é continua. Questo dimostra che C|a, b]
¢ uno spazio vettoriale. Con lo stesso ragionamento si dimostra che Cy(R), Cp(R),
C.(R) sono spazi vettoriali. Il fatto che || - ||, ¢ una norma si dimostra esattamente
come si dimostra nella Proposizione 3.20 che || - || ¢ una norma su ¢, modificando
opportunamente la notazione. O

3.39 Osservazione. Osserviamo che la convergenza rispetto alla norma || - ||, non
é nient’altro che la convergenza uniforme di una successione di funzioni. Sia infatti
fn una successione di funzioni nello spazio Cy(R) che converge uniformemente alla
funzione f € Cy(R). Per definizione di convergenza uniforme, si ha

Ve > 0 3N tale che Vn > N |f(z) — fn(z)| < e Vz e R.
Ma questa affermazione equivale a dire
Ve > 0 3N tale che Vn > N ||f — follu < e,
che a sua volta, per definizione di limite, pud essere scritta come
Jim |[f = fallu =0,

il che vuol dire appunto che f,, — f rispetto alla norma || - ||,.
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3.40 Proposizione. Se f € Cy(R), allora f é uniformemente continua.
Dimostrazione. Sia f € Co(R). Poiché f(x) tende a zero per x — +00, posso scrivere

(3.37) Ve > 0 3L tale che se |z| > L, allora |f(z)| < e/2.

Siccome ogni funzione continua su un intervallo chiuso e limitato ¢ uniformemente
continua, scegliendo come intervallo [-L — 1, L 4 1], si ottiene

(3.38)
Ve >03tc. sex,ye[-L—1,L+1]e|xz—y| <, allora |f(z) — f(y)| <e.

Possiamo ovviamente supporre che la quantita § nella (3.38) sia sempre minore di 1. In

questo modo se |z —y| < § avra (a) || > Le |y| > L, oppure (b) x,y € [-L—1,L+1].
Nel caso (a) usiamo la (3.37) e otteniamo

[f(@) = fW)l < [f(@)]+[f(W)] <e,
mentre nel caso (b) usiamo la (3.38). Possiamo quindi concludere che
(3.39) Ve >0 39 t.c. se |z —y| <4, allora |f(z) — f(y)| < e,
che significa proprio che f é uniformemente continua su R. O
3.41 Controesempio. Non ¢é vero che ogni funzione in Cj(R) & uniformemente conti-
nua. Un esempio di funzione continua e limitata sull’asse reale, ma non uniformemente
continua €
f(z) = cos(ma?).
Sia infatti eg = 1. Comunque si scelga § > 0 poniamo
r=1[6"1 y=va2+1.

Osserviamo che, se x > 0, si ha

1 2
1< 14— =2+ — = Va2+1<ax+ —
472 x

per cui

D’altra parte

[f(z) = f(y)| = | cos(ma?) — cos(my?)| = | cos(m2?) — cos(m(1 +a?))|
= 2| cos(mz?)| = 2| cos(w[d71])| = 2.

Abbiamo quindi fatto vedere che esiste €9 > 0 tale che per ogni § > 0 posso trovare
x,y con |z —y| <delf(x)— f(y)| >eo. Vale a dire f non ¢ uniformemente continua.
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3.6.2 Gli spazi Cyla,b], Cp(R) in cui p € [1,00)

Se p > 1, Cpla,b] & I'insieme di tutte le funzioni continue sull’intervallo [a, b] tali che

fab |f(z)|P dz < oo. Su questo insieme definisco

(3.40) i = ([ o )

Analogamente Cp,(R) ¢ l'insieme di tutte le funzioni f : R — R continue tali che
f]R |f(2)|P dx < oo e definisco

(3.41) iso= ([ If(w)lpd:r>1/p

3.42 Proposizione. Per ogni p € [1,00) gli insiemi Cpla,b] e Cp(R) sono spazi
vettoriali e le funzioni definite nelle (3.40) e (3.41) sono norme rispettivamente su

Cpla,b] e Cp(R).

Dimostrazione. La dimostrazione é banale in quanto tutte le complicazioni sono risolte
dalla disuguaglianza di Minkowski (3.15). Supponiamo di voler far vedere, ad esempio,
che C,(R) ¢ uno spazio vettoriale. Poiché esso ¢ un sottoinsieme di C(R) ¢ sufficiente
dimostrare I'implicazione

(3.42) f,9e C,(R) = af+BgeCp(R) Va, 5 € C.

Grazie alla disuguaglianza di Minkowski
[[las@+popas] ™ < [[las@pas] ™+ [ [ gy as]”

— o / r@ra]” 18 / 9@ da]

Grazie allipotesi che f,g € C,(R), i due integrali che compaiono al membro a destra
sono finiti, quindi

[ lat@)+ gt de < o,

R

vale a dire af + 8g € Cp(R). L’implicazione (3.42) ¢ dimostrata, quindi C},(R) & uno
spazio vettoriale. Le altre proprieta si dimostrano in modo analogo. O

3.43 Problema. Determinare per quali valori di « € R la funzione

1

(3.43) f(z):= Ata7e

appartiene a C3(R).

Soluzione. Per definizione f € C3(R) se e solo se [, |f(2)]* dz < oo. Poiché

1
|f<.’1})|3 ~ |1’|6a t — +oo

usando il criterio del confronto asintotico 1.17 e la (1.33), otteniamo che f € C5(R) se
e solo se 6a > 1, cioé o > 1/6.
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3.44 Problema. Dimostrare direttamente, senza usare la disuguaglianza di Cauchy-
Schwarz, che se f,g € C5(R) il loro prodotto fg appartiene a C;(R).

Soluzione. Se u,v € C, si ha
0 < (ful = o)? = [ul® + o] = 2[uv],
vale a dire
Lo 2
juol = 5 (Jul? + of?)

Di conseguenza, se f e g appartengono a C3(R), otteniamo

/If z)|de < 5 /If 2d:v+/|9 \dw

che implica fg € C1(R).

3.45 Osservazione. Abbiamo visto al punto 3.28 che ¢, C ¢y e nella Proposizione
3.30 che, se p < g, allora ¢, C {,. E possibile estendere queste affermazioni agli spazi
di funzioni? E vero che C,(R) C Cy(R)? In altre parole, se assumo che

(3.44) /R 1 (2)|P da < 00

ne segue che lim, 1 f(z) = 07 La risposta ¢ no. Addirittura ¢ possibile trovare
funzioni f tali che vale la (3.44) ma f non & neppure limitatal Una volta capito come
deve essere fatta una tale funzione si capisce anche come trovare un controesempio
anche all'inclusione Cj,(R) C Cy(R) per p < g. Ne discutiamo nel seguente esempio.

3.46 Esempio. (Una funzione f € C1(R) non limitata). Definiamo una funzione
continua f : R — R nel modo seguente. f & nulla sul semiasse negativo, mentre sul
semiasse positivo il grafico di f presenta una serie di picchi a forma triangolare centrati
in corrispondenza di ciascun intero positivo k, come mostrato nella figura 3.1. Sia ora
b, la lunghezza della base del triangolo corrispondente all’intero k e sia hj la relativa
altezza e scegliamo

by = hiy =k.

k3

La funzione f € ovviamente illimitata in quanto hy — 4o00. D’altra parte si ha

I 1
/ |f(z)] dx = Area sottesa dal grafico di f = Z bi i _ =3 Z k—
k=1

k=1

quindi f € C1(R). Osservo anche che f ¢ Cy(R). Infatti il grafico di f2, mostrato in
figura 3.1, é simile a quello di f e presenta dei “triangoli parabolici” di base by, e altezza
h3, in corrispondenza degli interi positivi. Siccome l’area di un triangolo parabolico ¢
uguale a un terzo del prodotto base per altezza, otteniamo

bkh
*de=A ttesa dal grafico di f° § —k = E:
/R|f(x)| x rea sottesa dal grafico di f° = =0

k=1

quindi f ¢ C3(R).
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Figura 3.1: Grafico di f e f2.

Riassumendo non ¢’¢ alcuna relazione di inclusione fra gli spazi C,(R) e Cy(R) e fra i
diversi spazi Cp(R) per diversi p. Se pero ci limitiamo a considerare funzioni limitate,
allora ¢ ancora vero che f € Cp(R) implica f € Cy(R) per p < ¢. Infatti abbiamo la
seguente

3.47 Proposizione. Se p e q sono due numeri reali tali che 1 < p < q, allora vale
linclusione

C,(R) N Cy(R) € Cy(R).

Dimostrazione. Sia f € Cp(R) N Cy(R). Poiché f ¢ limitata, M := sup,cp |f(z)] &
finito. Allora

/R (@) di = / F@)P |f(@)|7P de < Mo / |F(@)P da.

Poiché f € Cp(R) I'ultimo integrale ¢ finito, quindi f € Cy(R). O

3.6.3 Spazi di funzioni su R”. Multiindici

Abbiamo finora trattato spazi di funzioni definite su R (o su un sottoinsieme di R) a
valori reali (o complessi). Le considerazioni fatte si possono pitt o meno facilmente (a
seconda del tipo di considerazione) generalizzare al caso di funzioni di piu variabili. Per
trattare queste funzioni ¢ comodo usare la notazione dei multiindici. Un multiindice
n-dimensionale « ¢ un’ennupla di interi non negativi

a=(a,...,a,) a; €N
vale a dire o € N™. Il modulo di @ & definito come
la] =a1 + -+ ay,.

Il fattoriale di o é definito come

Se x = (x1,...,2,) € R", indichiamo inoltre con z* il monomio

o (a5} a [e%
T =T Ty "'(En"
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e con 0% la derivata parziale

(5] [e%) [e7%% ‘al
o = g gga .. gen = O 0 ) )

" Ozt 0x5?  Oxnp (' ---0xpt

In analogia col caso unidimensionale, definiamo, ad esempio per ogni sottoinsieme
aperto Q C R™ (quindi, in particolare si puo avere {2 = R")

(1) C(£2) come l'insieme delle funzioni continue su €;

(2) Cp(2) come l'insieme delle funzioni continue f su Q tali che per ogni y € 9N si ha
1imm—>y f(x) = 0;

(3) C.(2) come l'insieme delle funzioni f € C(£2), tali che esiste un compatto K C 2
al di fuori del quale f & nulla;

(4) C*(Q) come 'insieme delle funzioni f : Q2 — R tale che per ogni multiindice a con
|a] <k, la derivata 0 f esiste ed & continua su €.

Il teorema di Taylor col resto sotto forma di integrale, trattato nella sezione 1.3.6
puo essere generalizzato al caso di funzioni definite su (un sottoinsieme di) R", la cui
dimostrazione ¢ molto simile al caso unidimensionale.

3.48 Teorema. (Formula di Taylor in R™ col resto sotto forma di integrale). Sia
Q un aperto convesso in R", sia f € C*(Q) e g € Q. Allora, per ogni m tale che
0<m <k eperognize siha

oy = 3 L) ey R @)

a!
|| <m
con
T —x0)® [*
Ry(x) =(m+1) Z % / (1 =)™ 0%f(xo + t(x — x0)) dt.

|a]=m—+1 ’ 0
3.49 Notazione. Se z = (z1,...,2,) € R, (oppure z € C") per maggior economia
notazionale definiamo

1/2
o] = llwlla = (Jwa 2 + -+ aal?) 2.

3.6.4 Lo spazio C*°(R") e lo spazio di Schwartz S(R")

Due spazi di funzioni che giocano un ruolo importante in molti campi dell’Analisi, ad
esempio per quanto riguarda le distribuzioni e le trasformate di Fourier, sono lo spazio
C2°(R™) delle funzioni infinitamente derivabili a supporto compatto e lo lo spazio di
Schwartz.

Lo spazio S(R")

Lo spazio di Schwartz, anche detto spazio delle delle funzioni lisce rapidamente decre-
scenti, viene usualmente denotato con S(R™) ed é definito come

(3.45)
S(R™) = {f € C°(R") : per ogni coppia di multiindici a, 8 si ha || f|la.3 < 0},
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in cui
(3.46) 1 £llas := 2 07 fll = sup |2%0° f ()]
zeR
Attenzione che, nonostante I’aspetto grafico della doppia barretta, le || - ||o,s non sono

norme ma seminorme, vale a dire pud accadere che si abbia || f||o,s = 0 con f # 0. Ad
esempio in una dimensione, se f & costante si ha ' = 0, quindi || ]|, = 0 per ogni
k > 0. La (3.45) ci dice che una funzione di Schwartz f ha due proprieta:

(a) ¢ infinitamente differenziabile;

(b) f e tutte le sue derivate parziali tendono a zero, per |z| — oo, piu velocemente
dell’inverso di una qualsiasi potenza.

Un’importante classe di esempi di funzioni f € S(R") & data da
(3.47) f(z) = p(z) exp (—a|z|*") a>0, neN,
in cui p é un polinomio. Ad esempio, nel caso unidimensionale, le funzioni

_ .2 _ .2 _ 2 _ 2
e we™™ , 22e ™, o, gFeT ™

sono tutte funzioni di Schwartz.

A volte é pitt comodo usare una caratterizzazione delle funzioni di Schwartz legger-
mente diversa da quella che appare nella definizione (3.45).

3.50 Proposizione. La funzione f € C*°(R"™) appartiene a S(R™) se e solo se per
ogni multiindice 3 e per ogni a > 0 esiste una costante C, g tale che

Ca

(3.48) 10° f ()| < A+ 222

Vo e R".

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso unidimensionale, n = 1. Sia f €
C*(R) e supponiamo che valga la (3.48). Se j, k € N, scegliendo a = j nella (3.48), si
ottiene

Cjx |z
sk |71 < Cjx Vz € R,

|27 D¥ f(x)] = | | D" f(2)] < (1 +a2)i2 =

quindi

[fllje < Cjp < o0

Poiché j e k sono interi non negativi arbitrari, abbiamo dimostrato che f € S(R).

Viceversa, sia f € S(R). Devo dimostrare che per ogni k € N e ogni a > 0 esiste Cq
tale che

Ca,k

PRIV VreR.
(1+x2)a/2 z

(3.49) |D* f(x)| <
Se || > 1 si ha

(1 + 562)0'/2 < (I2 + 1,2)0,/2 _ (2562)0’/2 _ 2a/2|z|a’
quindi, se j = [a], vale a dire il piu piccolo intero maggiore o uguale a a, ottengo

DR @) Wk 22
F TR (EeTe

(3.50) |D¥ f(z)]| se |z| > 1.
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Se invece |z| < 1, allora (1 + 22)%/? < 2%/2 quindi posso scrivere

2¢/2 |D* f ()| < 22 || fllo.k
(1+22)9/2 = (14 22)%/2

Se definisco Cyp = 292 max{|f lra1,k> I fllo,x} posso combinare le disuguaglianze
(3.50) e (3.51) e ottenere cosi la (3.49). O

(3.51) |D¥ f(z)] < se |z < 1.

Lo spazio C°(R™)

Se una funzione ha supporto compatto, vale a dire € identicamente nulla al di fuori
di una palla, la condizione di tendere a zero all’infinito pitt velocemente dell’inverso
di una qualsiasi potenza & chiaramente soddisfatta, quindi si ha l’inclusione banale
C(R™) C S(R™). Inoltre, il fatto che una funzione di Schwartz f tende rapidamente
a zero all’infinito garantisce che l'integrale

[ 1r@prd

é finito per ogni p > 1, quindi S(R™) C C,(R™) per ogni p € [1,00).

Abbiamo visto nella (3.47) una classe di funzioni di Schwartz che hanno un espressione
esplicita molto semplici in termini di funzioni elementari. Scrivere un’espressione espli-
cita di una funzione f € C°(R™) ¢ leggermente piu complicato e richiede un minimo
di riflessione. Ok abbiamo riflettuto, eccola qua:

1
— 0z <1
(3.52) o(z) = cexp { 17\90\2} se |z
0 se |x| > 1,

in cui la costante ¢ é scelta in modo tale che valga fR" p(z)dx = 1. ¢ & a supporto
compatto per definizione. Per convincersi che & anche C*° il lettore é invitato a pensare
al caso unidimensionale in cui gli unici punti in cui potrebbe esserci una discontinuita
in una qualche derivata di ¢ sono i punti di raccordo z = +1. Per simmetria &
sufficiente occuparsi del punto x = 1. In sostanza, poiché a destra di z = 1 la funzione
¢ identicamente nulla, quello che bisogna far vedere € che vale

1
lim D¥ exp {— 1

x—1

2} =0 VkeN.

La figura 3.2 mostra il grafico di ¢, confrontato con quello di una gaussiana, anch’essa
normalizzata ad avere integrale uguale a 1

V() = —=.
e
Nel seguito in questa sezione ci limitiamo a considerare il caso n = 1, ma @ risultati
presentati si possono generalizzare a n arbitrario.

Bene, ora che abbiamo faticosamente costruito una funzione ¢ nello spazio C°(R),
possiamo capitalizzare sul lavoro fatto e, utilizzando ¢ come “mollificatore” o “smussa-
tore”, generare (quasi aggratis) un’infinita di altre funzioni lisce a supporto compatto.
Ma c’¢ di meglio: data una funzione f continua o anche, piil in generale, continua a
tratti, a supporto compatto, possiamo costruire una funzione f,s € C°(R™) che “as-
somiglia” ad f a meno di ¢ arbitrariamente piccolo (fra un po’ saremo piu precisi).
Iniziamo col definire, per € > 0, la funzione ¢ riscalata

pe(w) = < (/o).



3.6. SPAZI INFINITO DIMENSIONALI: SPAZI DI FUNZIONI 89

— @(x)
— y(x)

Figura 3.2: Grafico di ¢ e 7.

che rappresenta una funzione simile alla ¢, ma con il picco piu stretto e piu alto di un
fattore €, in modo tale che continui a valere [, ¢.(z)dz = 1. Definisco ora

(3.53) Fo(@) = (f % pe)(@) = / F() e — ) dy

che rappresenta, il prodotto di convoluzione fra f e p.'! e viene denotato con un aste-
risco *. Accade che, al tendere di € a 0, fs si avvicina a f, ma rimane sempre una
funzione liscia anche se f non lo é. In altre parole, operare la convoluzione con ¢, ha
Peffetto di “smussare gli spigoli” del grafico di f. Per questo motivo ¢ viene detto un
mollificatore. Inoltre se f é a supporto compatto anche f; & a supporto compatto. Piu
precisamente si deduce facilmente dalla (3.53) che

supp f- C {z € R : dist(z,supp f) < e} .
La figura 3.3 mostra come la funzione caratteristica dell’intervallo [—1,1]

1 seze[-1,1]
0 selz|>1

f(fU) = 11[71,1} = {

viene approssimata sempre meglio, al decrescere di €, dalle funzioni fe..
Fin qui abbiamo chiacchierato, ora veniamo al teorema che diamo senza dimostrazione.

3.51 Teorema. Sia f : R — R una funzione continua a tratti a supporto compatto.
Se f. & definita dalla (3.53), allora:

(1) per ognie >0, f-e C*(R);

(2) per ogni p € [1,00) si ha lim._g+ ||f — f2ll, = 0.

Grazie a questo teorema, si ottiene:

11§] prodotto di convoluzione verra discusso in modo pitt approfondito nella sezione 9.6.
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L

-2 -1

Figura 3.3: Approssimare una funzione a gradino f con funzioni lisce a supporto
compatto fe cone=1,1/2,1/4.

3.52 Corollario. Gli spazi C°(R) e S(R) sono entrambi densi in (Cp(R), || - |l,) per
ogni p € [1,00).

Dimostrazione. Sia p € [1,00), sia f € Cp(R) e sia ¢ > 0. Siccome

/ f(2)P dz < +oo
R

per il Corollario 1.15, esiste L > 0 tale che
[ U@ ds <y,
lz|>L

Se moltiplico f per la funzione caratteristica dell’intervallo [—L, L], ottengo una fun-
zione g(z) := f(x)0_z, )(v) che non & piti continua ma & comunque continua a tratti.
Si ha
(3.54)

1=l = ([ 1560 - 5@ y@p ar) ™ = ( L. fardr)” <.

Poiché g é continua a tratti e a supporto compatto posso applicare il Teorema 3.51 a
g e ottengo

Tim g~ i, = 0.
Dalla definizione di limite segue che esiste § > 0 tale che ||g — gs||, < £/2, che, insieme
alla (3.54) implica

1f = Gsllp < lf —gllp +1lg— Fsllp <e/2+e/2=¢.

Abbiamo quindi fatto vedere che per ogni f € Cp(R) e per ogni e > 0 esiste g5 € C°(R)
tale che || f — g5, < €. Questo significa appunto che C2°(R) & denso in (C,(R), || - [)-
Poiché C°(R) ¢ un sottoinsieme di S(R), anche S(R) ¢ necessariamente denso in
(Cp(R), || - [Ip)- O

Un risultato analogo vale per lo spazio delle funzioni continue che tendono a zero
all’infinito.
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3.53 Teorema. Gli spazi C°(R) e S(R) sono entrambi densi in (Co(R), | - ||.)-

3.6.5 Altri spazi vettoriali di funzioni

C(R) l'insieme delle funzioni continue

R[x] V'insieme dei polinomi a coefficienti reali

k

Q

Ck(R) I'insieme delle funzioni derivabili k volte con la derivata k—sima continua
[

a, b] Pinsieme delle funzioni f derivabili k& volte con derivata k-sima continua
su (a,b) tali che per ogni i = 0,1,...,k esistono e sono finiti i limiti

lim f@ () lim @ (z)

z—at z—b—

(5) Ck(R) I'insieme delle funzioni f € C*(R) con supporto compatto.

(6) C°°(R) l'insieme delle funzioni infinitamente differenziabili.

(7) C§°(R) l'insieme delle funzioni f € C*°(R) tali che lim,_, 1 f(x) = 0.

(8) C2°(R) I'insieme delle funzioni infinitamente differenziabili con supporto compatto.

Riassunto inclusioni fra spazi vettoriali:

by C by Cly Cly Clgy Clyg C -+ Cly C Ll CR™
Cc(R) € Go(R) € Gy(R) C C(R)

C.(R) € C5(R) C C(R)

Rz] ¢ C*([R) Cc --- € CKR) c --- ¢ C*R) c C'R) c C(R)
CZ(R) C C°(R) € C*(R)

3.6.6 Problemi

3.54 Problema. Nei casi seguenti: se || - || ¢ una norma dire semplicemente che ¢é
una norma, mentre se non lo & dimostrare esplicitamente che viola almeno una delle
proprieta della norma.

(a) V=R%e || = |z1| + 23] + |22 — 23]
(b) V=C%[a,] e ||fll = £(0) + sup,c(op |/ (2)]
) V=Cy(R) e || f]| = fp L do

)

)
(c) i+7al
(d) V=CoR) e |fll = [0 |f(x)] da
() V=R%e |z = |z1 + 2 + 3]
(f) Vi=toellz) =32, |
() V=trela] =35,
Soluzione.

(a) E una norma.

(b) Non @ una norma. Infatti si prenda f(xz) = —1. Allora || f|| = —1, mentre la norma
deve essere non negativa.
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(¢) Non & una norma. Infatti si prenda f(z) = 1. Allora si ha

dx
HN:/——f:
r 1+ |z

mentre la norma deve essere finita.

(d) Non ¢ una norma. Infatti si prenda f(z) = . Questa funzione appartiene a

1
14 |z]

mﬂfm/lﬂﬂ

(e) No. Viola la positivita stretta. Infatti se  := (1, —1,0) ottengo ||z| = 0.

Co(R), pero

(f) No. La sommatoria puod essere divergente. Sia infatti xj, = 1/k. Allora (xy) € £a,
ma Y o, 1/k =00
(g) Su

3.55 Problema. Determinare i valori di o € R per i quali la funzione f appartiene a
C1(R) (lo spazio delle funzioni continue f tali che || f||; < c0).

exp [[log(l + z2)] 2}
1+ |zl

gy O f0= " g -

Risp: (a) a > 1/4. (b) @ € R. (¢) Mai. Il numeratore cresce pit velocemente di
qualsiasi potenza.

(a) f(z):=

3.56 Problema. Determinare i valori di @ € R per i quali la funzione indicata
appartiene a Cp(R) (lo spazio delle funzioni continue f tali che [, |f(z)[P dz < o).

||
1+ a8

@ % (b) W () el

Risp: (a)a>i+ﬁ. (b) a € R. (¢) a > 0. (d)0§a<8—%.

(d)

3.57 Problema. Determinare i valori di a € R per i quali la funzione f appartiene a
C1(R) (lo spazio delle funzioni continue f tali che [ |f(x)|dz < o).

1 1+ _ z? cosw
m () f(x):= 51 eolel (c) flx):= W

Soluzione. (a) a > 1/6.
(b) a > 0.
(¢) a > 3. Infatti se & > 3 ottengo:

NG /1Hw

e quindi l'integrale ¢ convergente. Far vedere che lintegrale [, |f(z)|dz ¢ divergente
per a < 3 ¢é leggermente piu complicato a causa della presenza del coseno. Procedo
nel modo seguente:

[i@iar= [Ciena= [T @ias [l [T e

/3 2m+m/3 4m+m/3
2/0 \f(x)|da:+/2 \f(a:)|da:+/4 |f(2)| da 4 -

s vy

(a) fl(x):=

2, 2T/ 42 cos a

- T e
I
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In ciascuno di questi intervalli [2nm, 2n7 + 7/3] si ha |cosz| > 1/2, mentre'?

x? (2n)?

1+ |z]* = 14 2nw +7/3)e

Vo € [2nm, 2nm + /3]

Abbiamo quindi ottenuto

1 (2nm)?
21+ (2nm+7/3)e

|f(z)] > YV € [2nm, 2n7 + /3]

Per cui

1 & (2nm)?
/Rmx)‘ dr>5 ) 17 (2nm + 7/3)°

n=1

2—«

Per n grandi il termine n—simo della sommatoria va come n“~%, quindi la serie &

divergente se @ < 3. A maggior ragione diverge 'integrale.

3.58 Problema. Fare un esempio di una funzione f che appartiene a C3(R) ma non

a Ol(R)

3.59 Problema. Sia f € C;1(R). Dimostrare che per ogni € > 0 esiste un ¢ > 0 tale
che comunque si scelga un intervallo [a, b] di lunghezza |b — a| < ¢ allora si ha

b
® /|f(x)|d:c<5.

Soluzione. Se le funzioni di C4(R) fossero tutte limitate allora sarebbe banale. Sup-
poniamo infatti che sia |f(z)| < M per tutti gli z € R. Allora basterebbe prendere
0 :=¢/M e la @ sarebbe soddisfatta. Ma la vita ¢ piena di amarezze e, in particolare,
le funzioni di C; non sono necessariamente limitate.

Se potessimo considerare, invece che tutto I'asse reale, un intervallo chiuso e limitato,
allora avremmo risolto, perché una funzione continua su tale intervallo ha un massimo
e un minimo, quindi si avrebbe |f(x)| < M su tutto U'intervallo. L’idea ¢ di pensare R
come la somma di 3 pezzi

R = (—00,-K)U[-K,+K]U (K, )

in cui il pezzo importante é quello centrale, mentre i due pezzi all’esterno “contano
poco”. Per trasformare questi vagheggiamenti in matematica mi ricordo che se f ¢ una
funzione continua, allora, per il Corollario 1.15,

feCi(R) <~ /\f(x)|dx<oo = lim |f(z)|dz=0.
R

L—+4o00 |@|>L

Di conseguenza

—L “+o0

If(x)ldrc+/ |f(x)|da <

€
+L 2

V5>03L>Otaleche/

Bene, siamo quasi arrivati. Dato che f & continua in [—L, +L] esistera M > 0 tale che

|f(x) <M  Vxel-L,I].

12possiamo supporre a > 0 altrimenti & ovvio che lintegrale diverge
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Poniamo
d:=¢/(2M).

In questo modo ottengo che se [a, b] & un qualsiasi intervallo di lunghezza non superiore
a ¢, allora, ponendo [d¢/, '] := [a,b] N [-L, L], posso scrivere

b b’ -L 400

[lr@lde [Cir@lde+ [ ir@ldos [ 15w <
a a’ —00 +L
< (b —d') max \f(gc)|—|—E <M+ S=c. O
z€la’,b’] 2 2

3.7 Indipendenza lineare

3.60 Definizione. Un insieme di vettori uy,...u; in uno spazio vettoriale reale (o
complesso) V' & detto linearmente dipendente se esistono k numeri reali (o complessi)
¢, ..., cE non tutti uguali a zero tali che

(3.55) clug + -+ cpup =0

Uq,...u si dicono linearmente indipendenti se (sorpresa) non sono linearmente di-
pendenti. Un insieme infinito di vettori A := {uy : o € I} & detto linearmente
indipendente se ogni sottoinsieme finito di A ¢ linearmente indipendente.

3.61 Proposizione. Un insieme di vettori uy,...ux € linearmente dipendente se e
solo se uno di questi vettori puod essere espresso come combinazione lineare degli altri.

3.62 Definizione. La dimensione di uno spazio vettoriale V' ¢ il massimo numero di
vettori linearmente indipendenti in V' (questo numero puo essere infinito, nel qual caso
V' ¢ detto infinito dimensionale).

3.63 Esempio. Sia V = P[0, 1]. Allora i vettori

3

2 4
, Uy = T

(3.56) up =1, uy =, up =%, u3 ==

sono linearmente indipendenti. (Dimostrarlo. Suggerimento: si assuma coug + - - - +
cqug = 0 e si derivi alcune volte la precedente identita).

3.64 Problema. Dimostrare che le funzioni 1, e®, €2?, e3* sono linearmente indipen-
denti in C0,1].

3.65 Problema. Dimostrare che 1, sinz, sin(2x), sin(3z) sono linearmente indipen-
denti in C10, 27].

Soluzione. Assumiamo
(3.57) co 1+ crsinz + cosin(2x) 4 ¢z sin(3z) =0

Attenzione: Lo “0” che appare a destra nella precedente uguaglianza é ’elemento zero
in C10,27], cioé la funzione zero. Quindi la precedente uguaglianza significa

(3.58) ¢o + ¢1 8inx + ¢ sin(2z) + ¢z sin(3z) =0 per ogni z € [0, 27].

Dobbiamo far vedere che i coefficienti ¢; sono tutti uguali a zero. Il trucco consiste
nello scegliere valori appropriati di « nella (3.58), in modo da trasformare la (3.58) in
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un sistema di equazioni lineari la cui unica soluzione é ¢y = - -+ = ¢3 = 0. Infatti si ha
(.’t = O) Co =0
(x =7/2) co+c1—cs =0

(x =m/3) c0+§(c1+@)=o

(r =27/3) CO+§(C1_02):O

Questo sistema si risolve facilmente e l'unica soluzione ¢ infatticy = --- = c5 =02 O

3.7.1 Come si dimostra che un insieme di vettori é linearmente

indipendente?

Consideriamo diversi casi. V' ¢é il nostro spazio vettoriale.

(1)

(2)
3)

V = R" e avete n vettori. In questo caso con gli n vettori costruite una matrice
quadrata n x n e calcolate il determinante. I vettori sono linearmente indipendenti
se e solo se il determinante é diverso da zero.

V = R" e avete m vettori con m > n. Uhm...questo & un caso segreto e non sono
autorizzato a rivelarne la soluzione.

V = R" e avete m vettori con m < n. Facciamo finta che i vettori siano u; =

(2,3,1,0), ug = (1,5,2,1) e ug = (—1,2,2,1). Costruite la matrice 4 x 3 usando i

3 vettori come righe della matrice
2 3 10

(3.59) 1 5 2 1

-1 2 2 1

e riducete questa matrice a forma triangolare usando il vostro metodo preferito

(metodo di Gauss descritto nella sezione 1.2.1, oppure usando un computer e

scrivendo un programmetto, o meglio ancora convincendo vostro zio a farlo a

posto vostro). Se alla fine ottenete una matrice con una o piu righe di tutti zeri i

vettori sono linearmente dipendenti, altrimenti sono linearmente indipendenti.

V' & uno spazio di funzioni e avete n funzioni fi,..., f,. Bisogna considerare due
sottocasi. Se pensate che le funzioni siano linearmente dipendenti allora bisogna
provare a “intuire” una qualche “identita notevole” che potrebbe creare questa
dipendenza lineare. Ad esempio le funzioni

3, cos?(z), cos(2x)
sono linearmente dipendenti. Infatti, poiché

cos(2x) = cos?(z) — sin’(x)

otteniamo
6 cos?(z) — 3 cos(2z) = 3cos?(x) + 3sin?(z) = 3.

13vedremo in futuro un metodo migliore per dimostrare che le funzioni trigonometriche sono linear-
mente indipendenti (ma allora perché non abbiamo aspettato di imparare questo metodo per risolvere
Pesercizio?)
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Nel caso in cui si vuole invece dimostrare che le funzioni sono linearmente indipen-
denti ci sono due strategie che potrebbero funzionare. La prima & di considerare
Iidentita

(3.60) cifi(@) 4+ -+ cpfulz) =0

e derivarla un certo numero di volte (Esempio 3.63). Un’altra possibilita & quella
di usare la (3.60) con n valori specifici z1, ..., x, della variabile x scelti “op-
portunamente”. In questo modo otteniamo un sistema di n equazioni lineari in
n incognite e possiamo procedere con nel caso (1) (Problema 3.65). Attenzione
pero: se ottenente un determinante diverso da zero allora avete dimostrato che le
funzioni sono linearmente indipendenti, ma se il determinante ¢ nullo non si pud
raggiungere alcuna conclusione! Riprovate con valori diversi degli x;.

3.8 Insiemi completi di vettori e basi

3.66 Definizione. Il sottospazio generato da un insieme di vettori (uq)qecr € il pit
piccolo sottospazio K tale che u, € K per ogni o € I. Questo sottospazio si denota
con il simbolo

(3.61) span{u, : a € I'}
L’insieme dei vettori (u,) puod essere finito, numerabile o non numerabile.

In altre parole span{u, : @ € I} & I'insieme di tutti i vettori che possono essere espressi
come combinazione lineare finita degli u,, vale a dire quei vettori che si possono scrivere
come

(3.62) U= ClUqp, + -+ Cpla, neN, o €1

3.67 Esempio. Nello spazio vettoriale C(R) consideriamo i vettori

uo(z) =1 wi(z) =2 ux(z)=2? up(z) = 2
In questo caso si ha
span{u, : n € N} = R[z],
vale a dire 'insieme delle combinazioni lineari finite di 1, z, 2, . .. non & nient’altro che

I’insieme dei polinomi su R.

3.68 Problema. Consideriamo nello spazio £; i vettori

e®:=(0,0,...,0,1,0,0,...)
(k)

Identificare lo spazio generato da tutti questi vettori
(3.63) span{e® : k=1,2,3,..} =7

Nel caso di uno spazio vettoriale finito dimensionale V' una base viene definita come
una collezione di vettori uy,us,...,u, con due proprieta: innanzi tutto devono essere
linearmente indipendenti, in secondo luogo deve valere

span{uy,...,un} =V,

come a dire che ogni elemento di V' si deve poter scrivere come combinazione lineare
(necessariamente finita) degli u,. Nel caso infinito dimensionale questa definizione &
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troppo restrittiva per il seguente motivo. Prendiamo lo spazio £y e i vettori della “base

canonica’4

e®:=(0,0,...,0,1,0,0,...)
" (k)
Poiché si haspan{e® : k =1,2,...} =/  se utilizzassimo questa definizione potremmo
dire che i vettori e(*) sono una base per ¢ + ma non per £y. Per questo motivo conviene
modificare la definizione di base.

Ricordo la seguente definizione:

3.69 Definizione. Se Y e Z sono due sottoinsiemi di uno spazio metrico (X,d) si
dice che Y ¢ denso in Z se Y D Z, vale a dire se per ogni z € Z e per ogni ¢ > 0 esiste
y € Y tale che d(z,y) < .1 Un modo equivalente di dire la stessa cosa ¢ il seguente:
per ogni z € Z esiste una successione (y,,) di elementi di Y tale che y,, — z.

Nel caso in cui Z coincida con l'intero spazio metrico X, dire che Y & denso in X
equivale ovviamente alla condizione ¥ = X.

3.70 Definizione. Un insieme di vettori (uq)aer in uno spazio vettoriale normato
(V,|I- 1)) & detto completo'® se span{u, : a € I} ¢ denso in V, vale a dire se

span{ug :a €I} =V

In altre parole dire che un insieme di vettori (u,) é completo equivale a dire che ogni
vettore v € V', puo essere approssimato con precisione arbitraria con una combinazione
lineare finita degli u,. Pill precisamente deve valere la seguente condizione: per ogni
v € V e per ogni € > 0 esiste una combinazione lineare finita degli u,

(3.64) U= ClUa, + -+ + Cpliq,
tale che [ju — v < e.

3.71 Definizione. Un insieme di vettori (uq)aer in uno SVN (V|| - ||) & detto una
base se € un insieme di vettori linearmente indipendente e completo.

3.72 Problema. Dimostrare che ¢; é denso in (¢, || - [|s) (di conseguenza i vettori
unitari canonici e(!), e e(3) . sono una base in questo spazio).

Soluzione. Sia © = (x1,Z2,...) un elemento arbitrario in ¢y. Faccio vedere che esiste
una successione (z(™)) di elementi di £; tale che (™ — =, cioé tale che

lim [z — 2], = 0.
n— oo

Definisco la successione approssimante z(") semplicemente mediante troncamenti della
successione x che voglio ottenere come limite.
1) ._
W = (21,0,0,0,...)

2@ = (21,22,0,0,...)

(W = (x1,22,...,20,0,0,...)

14in realta ancora non ho detto cos’é una base

15nel caso di spazi vettoriali normati dovra essere ||z — y|| < e.
16da non confondere con la completezza di uno spazio metrico
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Ora non resta che calcolare ||z — (||, e far vedere che tende a zero. Infatti abbiamo
L= x(n) = (0707 .0, 0,$n+1,$n+2,l’n+3, s ) )

per cui
|z — 2™ oo := sup{|@ni1|, |Tnsa|, ...} = :up |xg| =: M, .
>n

Bisogna far vedere che

lim M, = lim sup |zg| = limsup|z,| =0.
n— 00 n—oo k>n n—0o0

Ma poiché x € £y, per definizione si ha che x, tende a zero, che, come & noto, implica

che limsup,,_,  |zn| = 0. O
3.73 Problema. Dimostrare che ¢y non ¢ denso in (¢, || - ||00)-
3.74 Problema. Nello spazio vettoriale normato (Co(RR), ||-|..) si consideri la funzione

f(z) :=1/(1 + 2?). Determinare una funzione g € C.(R) tale che ||f — g||. < 1/10.
Disegnare il grafico di f e g.

3.75 Problema. Dimostrare che lo spazio C.(R) ¢ denso in (Co(R), || - ||..), ma non
in (Cy(R), [ [u)-

Schema di soluzione. (1). Dimostrazione che C.(R) ¢ denso in Cy(R). Sia f € Co(R).
L’idea ¢ di definire una successione di funzioni f,, € Cp(R) mediante un “troncamento”
di f, cioé definendo f,, = 0 al di fuori dell’intervallo [—n,n]. Proprio cosi purtroppo la
cosa non funziona, perché f, in generale non sara una funzione continua, quindi serve
una costruzione leggermente pitt complicata. . .

(2). Dimostrazione che C;(R) non ¢ denso in Cp(R). Sia f(x) = 1. Questa é una
funzione appartenente a C,(R), ma non c’é speranza alcuna di poterla approssimare
con una funzione g € C.(R), perché si ha necessariamente

If=glla= ... Vg € C.(R).

I noto che in uno spazio vettoriale finito-dimensionale tutti i sottospazi (gli iperpiani)
sono chiusi. Questa proprieta non é piu vera nel caso infinito—dimensionale.

3.76 Problema. Dimostrare che ¢4 non ¢ chiuso in (Yoo, || - ||o0)-
Soluzione. Consideriamo la seguente successione di elementi di ¢
=M =(1,0,0,0,0,0...)

z? = (1,%,0,0,0,0...)
11

®=(1 0,0,0...
Y ( ’ 2a 37 s Vs )
etc. B facile dimostrare che (™ converge, nella norma || - ||, alla successione
111 1

(365) $:(,§,§,17...,ﬁ,...).

Ma x non appartiene a £¢, quindi # & un punto limite esterno di £¢. Di conseguenza
£y non & chiuso in (4o, || - [loo)-

3.77 Proposizione. ¢, ¢ un sottospazio chiuso di (Coo, || - ||co)-
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Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che se

(i) (™ & una successione di elementi di £y, e

(ii) limy, e |2 — 2]l = 0

allora x € £y, cioé x & una successione che converge a zero. Sia allora:

x(l) = (xél)axgl)7 xél)a . )

2@ = @, o2, )
2™ = (@, 2V, 28V, )

x = (zg, 21, T2, ...)
Dobbiamo far vedere che lim;_, o, x; = 0, vale a dire che (per definizione)
(3.66) Ve > 0 esiste N > 0 tale che Vi > N |z;| < e.
Possiamo scrivere
3.67) ol = |ws — 2 4 2] < fwi = 2]+ 2] < 2 = 20 oo + (207

Grazie all’ipotesi (ii) sappiamo che per ogni € > 0 esiste N tale che se n > N allora
||z — (™) loo < €. Quindi, in particolare, possiamo scegliere n = N e otteniamo

(3.68) |z — 2™ <e.

Ponendo n = N nella (3.67) e usando la (3.68) troviamo

(3.69) 2] < llz = 2™ loo + ™| < & + 2]
Di conseguenza

(3.70) lim |z;| < e+ lim |2
71— 00

1—00
D’altra parte sappiamo che z(¥) & un elemento di £y, per cui lim; o |x§N)| = 0.
Questo implica che

(3.71) lim |z;] <e.
1—00
Poiché ¢ ¢ arbitrario, questo implica che lim;_,, |2;| = 0 vale a dire che x € ¢;. O

Seconda dimostrazione. Diamo una seconda dimostrazione meno diretta ma pii corta.
Vogliamo far vedere che ¢, \{y ¢ aperto. Questo implica che ¢y ¢ chiuso. Al fine di
dimostrare che £, \fy ¢ aperto, facciamo vedere che per ogni z € o\ esiste £ > 0
tale che la distanza fra x e £y € almeno ¢, vale a dire

(3.72) |z — ylloo > € Yy €l .

Cio significa che per ogni x € £, \{y esiste € > 0 tale che la palla B, ;() ¢ interamente
contenuta in £, \ly, quindi £, \¢y ¢ aperto e la dimostrazione ¢é finita.
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Sia allora € £o\ly. Dobbiamo trovare € > 0 tale che valga la (3.72). Siccome x non
converge a zero sappiamo che

esiste £9 > 0 e una successione ) tale che |z,,)| > o per ogni k.

Ma se y € £y, y converge a zero, quindi esiste N tale che se ¢ > N allora |y;| < €q/2.
Quindi abbiamo che se n(k) > N allora

[T (k) — Yn(r)| > €0 — €0/2 = €0/2
e questo implica

(3.73) lz = Ylloo = Sup |vs —yil > €0/2 Yy el
1€

Dunque la (3.72) é stata dimostrata con € = €y/2. O

3.9 Separabilita

3.78 Definizione. Un insieme X ¢ detto numerabile se esiste una corrispondenza
biunivoca fra X e N.17

In altre parole l'insieme X & numerabile se esiste un modo per “enumerare” tutti gli
elementi di X.

3.79 Proposizione. (a) Il prodotto cartesiano di due insiemi numerabili &é numerabile.
(b) Un unione numerabile di insiemi finiti o numerabili & numerabile, vale a dire se
Ai, Ag, As, ...sono numerabili allora la loro unione U2, A; € anch’essa numerabile.

Dimostrazione. (a) Sia X un insieme numerabile, quindi possiamo scrivere
X = {331, To, T3, }

Il prodotto cartesiano (X x X) ¢ I'insieme di tutte le coppie ordinate (x;,x;). Voglio
assegnare ad ogni coppia un intero positivo in maniera biunivoca. Per fare questo
il trucco ¢ quello di contare “in diagonale”. Chiamo, per brevitd z;; = (x;,z;) e
rappresento X X X come una matrice infinita

T11 T12 T13
T21 T22 X23

T31 T32 33

Devo ora assegnare un numero intero positivo a ogni elemento di questa matrice in-
finita. Procedo nel modo seguente: immagino di ruotare la matrice di 45 gradi in
senso orario e di numerare poi i suoi elementi dall’alto verso il basso e da destra verso
sinistra. In questo modo ottengo:

11 €21 Z12 T31 22 Z13 41 32
1 2 3 4 5 6 7 8

7oppure fra X e I’insieme degli interi strettamente positivi {1,2,3,...}.
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E chiaro che, con questo procedimento, prima o poi, avrd assegnato un intero positivo
a ciascun elemento di X x X in modo biunivoco.

(b) Simile al caso precedente. O

Grazie a questo risultato possiamo affermare che gli insiemi Z e Z™ sono numerabili.
L’insieme Q dei razionali &€ anch’esso numerabile perché ogni razionale ¢ é un quoziente
fra interi ¢ = n/k, quindi ad ogni razionale possiamo associare un elemento di (n, k) €
72. Siccome Z? & numerabile anche Q & numerabile. C’¢ una piccola imprecisione in
questo argomento poiché la corrispondenza fra Q e Z2 non ¢é biunivoca. Ad esempio
al numero razionale —3/4 corrispondono le coppie (—3,4), (3,—4), (—6,8), eccetera.
Possiamo pero stabilire una regola e ottenere una corrispondenza biunivoca fra Q e un
sottoinsieme di Z x Z. Ora é facile vedere che un sottoinsieme di un insieme numerabile
é finito o numerabile. Siccome Q non ¢ finito, deve essere numerabile.

Una volta stabilito che Q é numerabile otteniamo che anche Q™ ¢ numerabile.

Se a qualcuno fosse a questo punto venuto il sospetto che tutti gli insiemi infiniti siano
numerabili lo riportiamo subito alla dura realta della matematica.

3.80 Proposizione. Sia X = {0,1}°° linsieme di tutte le successioni di zeri e uni.
X non é numerabile.

Dimostrazione. Supponiamo che X sia numerabile e troveremo una contraddizione. Se
X é numerabile posso scrivere i suoi elementi come

X = (1’(1), 2?23 o)

in cui ciascun elemento ¢ a sua volta una successione di zeri e uni (che chiamo “succes-
sioni binarie”). Abbiamo cioé una successione di successioni che rappresentiamo come
una matrice infinita

e = (x(ll),xél), o)

z? = (x?), xf), o)

(3.74)

(™ = (xgn), xén), o)

Ogni riga € una successione binaria e stiamo ipotizzando che in questo modo otteniamo
tutte le successioni binarie possibili. Quindi se m’invento una successione binaria, ad
esempio la successione

y:(1,071,0,1,0,~~~),

ci dovra essere una riga della matrice infinita in cui compare esattamente questa suc-
cessione. Per cui se riuscissi a costruire una successione binaria che per qualche motivo
non puo essere uguale ad alcuna riga avrei trovato la contraddizione che sto cercando
e avrei dimostrato il Teorema. La “successione impossibile” si costruisce nel modo
seguente: si prende la “successione diagonale” e si cambiano tutti gli zeri in uno e tutti
gli uni in zero. Per dirlo con una formula definisco
y:(l—mgl), 1—m52), 1—x§3), 1—@(14), S )

perché affermo che questa successione non puo essere uguale ad alcuna riga della
matrice? Allora, y non puo essere uguale alla prima riga =) perché y e () differiscono
sicuramente per quanto riguarda il loro primo elemento. y non puo essere uguale alla
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seconda riga perché il secondo elemento di y & sicuramente diverso dal secondo elemento
di 2. Insomma y non puo essere uguale alla generica n-sima riga perché 1'n-simo
elemento di y differisce dall’n-simo elemento di (™). Quindi y non appare come riga
nella matrice infinita. Ma allora non é vero che X é l'insieme di tutte le successioni
binarie. O

3.81 Proposizione. L’intervallo [0,1] non & numerabile.

Schema di dimostrazione. Ogni numero reale z € [0,1] pud essere scritto in binario
come una successione di zeri e uni, quindi I’enunciato discende dalla Proposizione 3.80
(Uhm. . . perché non & una dimostrazione vera e propria?)

Poiché [0, 1] non ¢ numerabile, non lo ¢ neanche R (e neanche R™). Tuttavia la non
numerabilitd contratta da R ¢ (fortunatamente) della forma “meno grave”. Il motivo
é che R, pur essendo non numerabile, ammette perd un sottoinsieme numerabile Q
tale che ogni numero reale  puod essere approssimato con precisione arbitraria da un
elemento di Q. Questa nozione é chiamata separabilita. Piu precisamente:

3.82 Definizione. Uno spazio metrico (X,d) ¢ detto separabile se esiste un insieme
numerabile Y C X tale che Y é denso in X, vale a dire'® per ogni € X e per ogni
€ > 0 esiste y € Y tale che d(z,y) < e.

3.83 Esempio. R" e C" sono separabili (considera il sottoinsieme di tutti gli elementi
a coordinate razionali).

3.84 Problema. Dimostrare che £;(Q) ¢ numerabile (Sugg: scrivere £;(Q) come
unione numerabile di insiemi numerabili ... ).

3.85 Problema. Dimostrare che £;(Q) ¢ denso in ({o, || - ||oo). (Sugg: dimostrare che
£;(Q) ¢ denso in ¢;(IR) ed usare il fatto noto che ¢;(R) ¢ denso in £y).

Soluzione. Suppongo di aver gia dimostrato che £#(R) & denso in (4o, || - [|c). Quindi
basta dimostrare che £;(Q) & denso in ¢y(R) rispetto alla norma || - || e usare il
risultato che afferma che la proprieta di “essere denso in” é transitiva se riferita alla
stessa norma.

Per far vedere che ¢;(Q) ¢ denso in ¢;(R) dimostro che ogni elemento di ¢;(R) pud
essere approssimato con precisione arbitraria da un elemento di ¢4(Q). Sia dunque
x € ff (R)

x= (21, 22, ..., N, 0,0, ...),

in cui zy € l'ultimo elemento di z non nullo. Dato € > 0 arbitrario, devo trovare
y € £4(Q) tale che ||z — y||oc < &. Poiché Q ¢ denso in R esiste un razionale y; tale
che |y; — x1| < £. Analogamente esiste yo € Q tale che |ys — 22| < £. In generale si ha

per ognin =1,2,..., N esiste y, € Q tale |y, — x,| < €.
Se n > N si ha x,, = 0 per cui possiamo semplicemente porre
Yn =Tp =10 n=N+1, N+2 ...
Ho quindi costruito una successione finita di razionali. Calcolo la distanza da z.

ly — 2o =sup |yx —zx| <e. O
k

18ripeto per la milleqqattrocentoventisettesima, (si scrive con due q?) volta
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3.86 Problema. Dimostrare che ¢, & separabile. (Sugg: usa il fatto che £4(Q) &
numerabile).

3.87 Problema. Dimostrare la seguente affermazione: sia (X, d) uno spazio metrico
e supponiamo che X contenga un insieme non numerabile di elementi {z, : o € T}
tale che per ogni o # 8 si ha d(zq,z5) > %. Allora X non ¢ separabile.

3.88 Problema. Dimostrare che ({s, || * ||co) non ¢ separabile. (Sugg: utilizzare il
risultato del problema precedente).

3.10 Completezza. Spazi di Banach

In questa sezione discutiamo il problema della completezza di alcuni spazi vettoriali
infinito dimensionali. Nel caso finito dimensionale il problema non si pone, perché tutti
gli spazi vettoriali finito dimensionali su R (su C) sono isomorfi a R” (C"), quindi la
loro completezza ¢ assicurata dalla Proposizione 2.35. Nel caso infinito dimensionale
le cose sono piu complicate. Iniziamo con una definizione.

3.89 Definizione. Uno spazio di Banach é uno spazio vettoriale normato completo.

3.10.1 Spazi di successioni
3.90 Proposizione. (Y, | - |lco) & completo.

Dimostrazione. Sia z(™ una successione di Cauchy in lo.. Allora Ve > 0 esiste N tale
che

(3.75) o™ — 2| < Vn,m>N
il che implica

(3.76) 2™ — 2™ < Wi Yn,m>N

3
Quindi, fissato l'indice i, si ha che la successione reale (xgn))j’le é di Cauchy. Poiché
R & completo questa successione é convergente, vale a dire per ogni ¢ esiste z; € R tale
che

(3.77) lim 2™ =z,
n—oo
Consideriamo ora la successione © = (x1, z2, 3, ...). Dobbiamo far vedere che:

(a) = €l

(b) (™ converge a z nello spazio /o, vale a dire lim,,_, ||z(™) — Z)loo =0
Prendendo il limite m — oo nella (3.76) ottengo che Ve > 0 esiste N tale che
(3.78) 2™ — x| <e Vi Vn>N

Quindi se n > N si ha

(3.79) 2™ —zely e ||z —z|o<e

Ma allora z puo essere scritta come somma z = z(™ + (z — z(™) di due elementi
di £o. Di conseguenza x € {,. D’altra parte la (3.79), per definizione, ci dice che
() - . O
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3.91 Proposizione. Per ognip > 1, (¢, .| - ||p) & completo.

Dimostrazione. Sia (:E(”)) una successione di Cauchy in ¢,. Per definizione di succes-
sione di Cauchy si ha

Ve >0 3N > 0 tale che ¥n,k > N si ha [|z™ — z®)||, <e.

Quindi se n, k > N
(3.80) S|l — 2P P<er,
i=1

Di conseguenza

(3.81) |x£n) - xl(k) <e Vi, Vn, k> N .

Questo significa che per ogni ¢ la successione di numeri reali xz(.l), :cz@), xl(?’), ... 8
una successione di Cauchy in R. Ma fortunatamente R é completo, quindi ognuna

di queste successioni é convergente ad un qualche numero reale che chiamo x;. Ho

ottenuto dunque
(n)

lim z;
n— o0

=;.
Consideriamo ora la successione
x:= (x1, T2, T3, ... ).
Voglio far vedere che
(a) z €,
(b) (™ converge a x in £,, vale a dire lim,, o, |2 — 2|, =0 .

Se dimostro queste due affermazioni ho dimostrato che ¢, ¢ completo.

» Dimostrazione quasi giusta dei punti (a) e (b). Scelgo n > N, poi uso la (3.80)
facendo tendere k all’infinito. Ottengo cosi

(3.82) S|l - < er
i=1

Questa disuguaglianza mi dice che se n > N il vettore (™) — 2 appartiene allo spazio
¢, e che la sua norma ¢ ||z(™) —z||, < e. Ma il vettore x puo essere scritto come somma

=2 4+ (z —2M)

di due vettori che appartengono entrambi a f£,, per cui anche z appartiene ad £p,.
Contemporaneamente abbiamo fatto vedere che per ogni € > 0 esiste un N tale che se
n > N allora ||z — (™|, < ¢, che & proprio la definizione del fatto che

lim ||z™ — ||, = 0, ovvero che (™ — z in £,.
n— oo

Quindi abbiamo dimostrato che z(™ ¢ una successione convergente. Di conseguenza
¢, & completo. Fine della quasi dimostrazione <

Al precedente argomento va fatta una piccola modifica, perché nell’espressione

o0

lim Z‘xﬁ") — WP ep

k—o00 4 v
=1
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al fine di ottenere la (3.82), abbiamo scambiato il limite con la serie, operazione che
porta in qualche occasione a fare degli errori. Ma non in questo caso. Infatti, procedo
ora in modo corretto e ottengo lo stesso risultato. Innanzitutto dalla (3.80) si deduce
che

L
VL >0 Z’xﬁ") — ngk) ”g eP,
i=1

Ora ho una somma finita e posso effettivamente scambiare il limite per & — oo con la

somima
L

L
lim Z|x£n) - ch(-k)|p: Z|x£n) —a|’<eP.
i=1

k—o00 4
=1

Ma questa disuguaglianza ¢ valida per ogni L, quindi posso far tendere L all’infinito e

ottengo
L

lim g |xz(") — xi|p§ eP
L—oo 4 1
1=

vale a dire
oo
Dol —wf’<er.
i=1
Ora che ho di nuovo ottenuto la (3.82) per benino concludo come in precedenza. O

3.92 Rimembranza. Ricordo quanto dimostrato nella Proposizione 2.35. Se (V, ||-||)
¢ uno spazio vettoriale normato completo e K & un sottospazio di V, allora (K, || - ||)
& completo se e solo se K ¢é chiuso in V.

3.93 Proposizione. ({y, | - |l) & completo.

Dimostrazione. La Proposizione 3.90 ci dice che lo SVN (o, || - ||s0) ¢ completo. La
Proposizione 3.77 afferma che (¢g, | - ||) & chiuso in (¢, || - [|oo). Quindi, per quanto
osservato al punto 3.92, (£o, | - |lec) & completo. O
3.94 Proposizione. ({;,|| - |lo) non é completo.

Dimostrazione. Segue immediatamente da quanto osservato al punto 3.92 e dal risultato
del Problema 3.76. O
3.10.2 Spazi di funzioni

3.95 Proposizione. Lo spazio vettoriale normato (Cp(R), || - ||.) & completo.

Dimostrazione. Sia ()5, una successione di Cauchy in (Cp(R), || - ||.).- Devo dimo-
strare che esiste una funzione f appartenente a C,(R) tale che

(3.83) lim |[f — fallu=0.
n—oo
Dire che la successione (f,) & di Cauchy nello spazio (Cy(R), || - ||,) significa, per

definizione, che
(3.84) Ve > 0 3N tale che Vn,k > N si ha || f, — fullu < €.
Usando la definizione di || - ||, la precedente affermazione implica

(3.85) Ve > 0 3N tale che Vn,k > N e Vo € Rsi ha |f,(z) — fu(z)] <e.
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A questo punto conviene portare il “quantificatore” Va € R all’inizio, ottenendo cosi
Vo € R [Ve > 0 3N tale che Vn,k > N si ha |f,(x) — fu(z)| <e] .

Ora mi accorgo che il contenuto della parentesi [...]| significa né pitt né meno che
la successione numerica (f,(x)) ¢ di Cauchy. Questa deve essere la nostra giornata
fortunata, perché R é completo, quindi una successione numerica di Cauchy € neces-
sariamente convergente. Dunque per ogni « € R la successione (f,(z)) deve avere un
limite che chiamo subdolamente f(z). Siamo arrivati a dire che

(3.86) Vz € Rsi ha HILH;O fulz) = f(2).

La (3.86) ci dice che la successione di funzioni (f,,) converge puntualmente alla funzione
f. Questo é un passo avanti, ma non & quello che ci serve. Quello che dobbiamo
dimostrare infatti é che

(a) f € Cp(R), cioe f ¢ continua e limitata

(b) vale la (3.83), cioé la successione (f,,) converge ad f uniformemente.

In realta la (b) ¢ sufficiente perché se abbiamo la convergenza uniforme, allora ¢ no-
to che se una successione di funzioni continue e limitate converge uniformemente a
qualcosa, il “qualcosa” & per forza continuo e limitato. Il problema ¢ dunque quel-
lo di trasformare la convergenza puntuale in convergenza uniforme. Per far questo
ripartiamo dalla (3.85) e facciamo il limite per k — oo. In questo modo otteniamo®?

(3.87) Ve > 0 3N tale che Vn > N e Vo € R si ha |f,(z) — f(z)] <e,
affermazione che puo essere riscritta pitt semplicemente come
(3.88) Ve > 0 3N tale che Vn > N || fn — fllu < €.

Ma la (3.88) significa proprio che lim,,—, o || fr.— f||« = 0, esattamente quello che dovevo
dimostrare. O

3.96 Proposizione. Lo spazio vettoriale normato (Cp(R), | - ||p) non & completo.

Schema di dimostrazione. Prendiamo ad esempio lo spazio Cy[—1, 1], tanto non cambia
niente. Per far vedere che C1[—1, 1] non é completo bisogna costruire una successione
di funzioni (f,) che sia di Cauchy ma non convergente. L’idea in questo caso ¢ di
prendere una successione di Cauchy che “converga a qualcosa che sta fuori dallo spazio
C1[—1,1]". In particolare si pud pensare ad una successione di funzioni continue che
converge ad una funzione non continua. Ovviamente bisognera far vedere che questa
successione é di Cauchy. Consideriamo la seguente successione di funzioni

0 sexe[-1,0]
folz) =< nz sex e (0,1/n)
1 sexe€l[l/n,1]

9attenzione al fatto che il < facendo il limite diventa <
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Faccio vedere che é una successione di Cauchy. Sia N un intero positivo e siano
n,k > N. Supponiamo (ad esempio) che sia n > k. Allora

1
1 = il :[1|fn<x>ffk<x>|dx

0 1/n 1/k 1
:/ de+/ (nfk)xder/ (1fk:c)d:r+/ O0dx
-1 0 1/n 1/k

< ldo = = < —
*/0 TTESN

Abbiamo cosi dimostrato che
per ogni n,k > N siha || f, — fx|1 <1/N,

che significa che la successione (f,) ¢ di Cauchy.

Ora ¢ evidente che la successione (f,,) converge puntualmente alla funzione discontinua

Fa) = {0 se z € [~1,0]

1 sez€(0,1].
Di conseguenza & impossibile che (f,,) possa convergere in norma || - [|; ad una qualche
funzione continua g (dimostrarlo non ¢ difficile). O

3.10.3 Riassunto: strategia per dimostrare la completezza
Come si dimostra che uno spazio vettoriale normato é completo?

(1) In generale quello che si fa é prendere una successione (u,) di elementi di V,
assumere che sia di Cauchy e dimostrare che esiste u € V tale che u, — u. In
molti casi per indovinare chi ¢ u si sfrutta il fatto che R & completo (vedi la
dimostrazione della Proposizione 3.90).

(2) Una situazione in qualche senso piu semplice ¢ quando V' & un sottospazio di uno
spazio vettoriale normato pit grande V- C W (V e W devono essere considerati con
la stessa norma) e sappiamo gia che W & completo. In questo caso per dimostrare
che V' é completo ¢ sufficiente far vedere che V' ¢é chiuso in W. In pratica si fa
cosi: si prende una successione (u,) in V' e si assume che questa successione sia
convergente ad un qualche u € W. A questo punto si dimostra che in realta il
punto limite u & un elemento di V' (vedi ’Esempio 3.77).

Come si dimostra che uno spazio vettoriale normato non é completo?

Dimostrare la non completezza ¢ di solito piu facile che dimostrare la completezza.
L’idea & quella di trovare una successione che sembri convergente, ma in realta converge
ad un punto che si trova “al di fuori” dello spazio V (vedi il Problema 3.76 o la
Proposizione 3.96).

Ok, va bene, ma perché noi dovremmo sprecare il nostro tempo a dimo-
strare che uno spazio é (o non &) completo???

Ehm ...
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3.97 Attenzione!. Se (V,||-||) & completo e K & un sottospazio chiuso di V" allora K ¢
automaticamente completo. Ad esempio abbiamo visto che ¢y € un sottospazio chiuso
dello SVN (Yoo, || * lloo), € quindi (£g, || - |lo) @ anch’esso completo. Ma se lo spazio
ambiente (V|| -||) non & completo allora un sottospazio chiuso di V' potrebbe essere
sia completo che non, mentre un sottospazio non chiuso é sicuramente non completo.
Consideriamo lo SVN non completo (4¢, |- ||oc) € consideriamo i seguenti tre sottospazi
di fy:

(1) K ¢ l'insieme di tutte le successioni x = (z;);2; € {; tali che x; = 0 per ogni
1> 3. Quindi K é l'insieme di tutte le successioni tali che solo i primi tre elementi
possono essere diversi da zero. E facile vedere che K ¢ chiuso in (£y,] - ||e) ed
inoltre é completo;

(2) K ¢ l'insieme delle successioni z in ¢; in cui tutti gli elementi pari zg), sono nulli.

Questo spazio & chiuso in (¢4, || - ||«), ma non & completo. Il suo completamento
¢ dato da ...

(3) K = £4(Q), vale a dire I'insieme di tutte le successioni z = (x;)52, € ¢ tali che
ogni elemento x; & razionale. K non & chiuso in (¢, - ||«), infatti la chiusura di

K ¢ tutto lo spazio £¢. Non essendo chiuso K non ¢ neanche completo.

Possiamo fare un parallelo fra gli spazi £¢, {y, {s e gli spazi Q, R, C.

QcRcC Ly Cly Cls

C ¢ completo l+ ¢ completo

R ¢é chiuso in C, quindi R é completo | £y & chiuso in £, quindi £y & completo

Q ¢ denso in R, quindi Q =R £y & denso in £y, quindi Zf =Yy

Q non é né chiuso né completo £; non ¢ né chiuso né completo

3.10.4 Lo spazio di Schwartz come spazio metrico completo

Nella sezione 3.6.4 abbiamo introdotto lo spazio di Schwartz S(R™) e abbiamo visto
come questo sia un sottospazio denso in (C,(R™),|| - ||;) per ogni p € [1,00), quindi la
chiusura di S(R™) in Cp(R™) rispetto alla norma || - ||, & costituita da tutto lo spazio
Cp(R™). Essendo dunque S(R™) un sottospazio non chiuso, possiamo affermare che
(S@®R™), |l - |lp) non & completo. Lo stesso discorso si applica alla norma del sup || - [|4:
siccome S(R™) ¢ denso in (Co, || - ||l.), come affermato nel Teorema 3.53, segue che
(SR™), ]l - ||l) non & completo.

In futuro, quando tratteremo di trasformate di Fourier e distribuzioni, risultera a
volte conveniente introdurre una metrica in S(R™) rispetto alla quale questo spazio sia
completo. Ho detto metrica e non norma perché allo scopo di indurre una topologia
che sia “utile” nei contesti appena menzionati, non é possibile usare una norma, ma
bisogna accontentarsi di una distanza.

Ci limitiamo, per semplicitd di notazione, al caso unidimensionale. Ricordiamo che
fe€SMR) se feC™ ese, per ogni j,k € N, si ha

(3.89) Hwa:=IhﬁDkfwtzsughﬂDkf@ﬂ\<<w-
xTE

Definiamo allora la seguente distanza

oo

L I =gliw
3.90 d(f.g) = - —
(3.90) (f,9) j,l@Z_O 2+ 1+ |1 f — gllix
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Il fatto che si tratta effettivamente di una distanza di dimostra facilmente in modo
molto simile al caso trattato nell’esempio 2.7. Questa distanza non é associabile ad
una norma: infatti se lo fosse dovrebbe essere

oo

L (i
i =do) =3 ool
2 T
ma questa definizione viola la proprieta di omogeneita ||cf|| = |¢||| f]] se ¢ € C. Nel teo-

rema seguente riassumiamo, senza dimostrazione, alcuni fatti importanti riguardanti
lo spazio di Schwartz equipaggiato con la metrica (3.90).

3.98 Teorema. Sia d la metrica definita nella (3.90). Allora:
(1) (S(R),d) & uno spazio metrico completo;

(2) la successione di funzioni di Schwartz (fn)22, converge a f € S(R) se e solo se
per ogni j, k € N si ha

Jim (| f = fullje = 0;

(3) il sottospazio C°(R) ¢ denso in (S(R),d).

3.11 Bagliori di teoria della misura e spazi L,

Abbiamo visto nella Proposizione 3.96 che gli spazi di funzioni (Cy,(R), || - ||,) non sono
completi. Questi spazi sono molto importanti sia in matematica che in fisica. Vedremo
ad esempio che se vogliamo introdurre la nozione di prodotto scalare in uno spazio di
funzioni, la scelta “naturale” é quella di definire

(f.9) = / f(2) g(x) dx

nello spazio (C2(R), ||-||2). Il fatto che questi spazi non sono completi costituisce, come
detto in precedenza, una notevole seccatura a causa della presenza di “buchi”, analoga-
mente a quanto accade nei razionali, dove i buchi sono occupati dagli irrazionali. Da
un punto di vista astratto, come accennato nella sezione 2.6, il problema viene risolto
da un teorema che ci assicura che il completamento di C,(R) esiste ed & (essenzial-
mente) unico. Questo teorema non ci dice pero “come ¢ fatto” questo completamento.
Che tipo di funzioni contiene? Nella dimostrazione della Proposizione 3.96, per far ve-
dere che C1(R) non é completo abbiamo esibito una successione di Cauchy di funzioni
continue che converge in || - ||; ad una funzione che non ¢ continua, piu precisamente
ad una funzione continua a tratti. Si potrebbe dunque sperare che per completare
Cp(R) sia sufficiente aggiungere alle funzioni continue quelle continue a tratti. Ma non
é cosi! La classe di funzioni che bisogna aggiungere per arrivare ad avere uno spazio
completo ¢ molto pitt ampia di quella delle funzioni continue a tratti. Si tratta delle
funzioni misurabili secondo Lebesgue. Questo insieme di funzioni é talmente grande che
per dimostrare che esistono funzioni non misurabili & necessario utilizzare ’assioma
della scelta. Se denotiamo, in generale, con 1,4 la la funzione indicatrice (o funzione
caratteristica) dell’insieme A, definita come

(3.91) Ta(z) =

1 sexe A
0 sexe A°,
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allora un esempio di funzione non continua in alcun punto, ma misurabile secondo
Lebesgue é Ip. A questo punto si capisce che ci aspetta un problema: dovendo costruire
il completamento dello spazio C), & chiaro che sara necessario definire la norma ||- ||, per
questo tipo di funzioni, quindi sara necessario definire [’integrale di funzioni misurabili
secondo Lebesgue. Ma quanto vale, ad esempio,

(3.92) /0 Tg(z)dx ?

Se usiamo l'integrale di Riemann la risposta é che l'integrale non esiste, in quanto
la funzione g semplicemente non ¢é integrabile secondo Riemann. Infatti, data una
partizione arbitraria di [0, 1]

O=axp<1< - <z =1

siccome ogni intervallo di lunghezza positiva contiene sia numeri razionali che irraziona-
li, otteniamo che la somma di Riemann superiore e quella inferiore sono rispettivamente
date da

U(lg,z) = Z sup  lg(t) | (g —ak—1) = Zl cxg — 1) =1
k=1 \(€[@k-1,7k] k=1

n

L(lg,z) =Y ( inf 11@(15)) (k= ap-1) =D 0 (xx —ax-1) =0,

t -1,
1 Elry_1,7k] 1

indipendentemente dalla norma della partizione x, definita come maxy, |z — xg—1].

Per poter integrare funzioni come Iy (e molto altro!) & quindi necessario costruire una
teoria dell’integrazione che estenda l'integrale di Riemann a funzioni pitt complicate.
Nel seguito diamo una descrizione piuttosto informale di questa costruzione.

3.11.1 La misura di Jordan

L’abilita di integrare una funzione f : X — R é strettamente legata alla capacita di
attribuire una misura ai sottoinsiemi del dominio X della funzione. Questa misura,
che indichiamo con u, va pensata come una sorta di generalizzazione del concetto
di volume. In una generica teoria dell’integrazione che indichiamo con la lettera K,
denotiamo con Ik (f) il valore dell’integrale di f e con px(A) la misura dell’insieme
A C X. 1l legame fra lintegrale e la misura ¢ visibile nella seguente relazione che
dovra essere soddisfatta da una classe di sottoinsiemi A di X, affinché la teoria K sia
minimamente sensata

(393) IK(]IA) = L I[A(:L‘) dr = /LK(A).

Ad esempio nella teoria dell’integrazione di Riemann se f : R?2 — R ¢ la funzione
indicatrice di un rettangolo

1 sex €la,b] exy € e, d

0 altrimenti.

f(1,22) = Lo px[e,q (¥1, T2) = {

si ha

IR(]I[a,b]x[c,d]) = NR([aa b] X [Ca d]) = (b - a) ! (d - C) .



3.11. BAGLIORI DI TEORIA DELLA MISURA E SPAZI Lp 111

La teoria della misura associata all’integrale di Riemann si chiama in realta misura
di Jordan. Per questo motivo, nel seguito useremo il simbolo p; invece che pur. In
precedenza abbiamo detto che la (3.93) deve essere soddisfatta da una classe di sot-
toinsiemi. Perché non da tutti? Il motivo é che, in generale, é impossibile attribuire
una misura a tutti i sottoinsiemi, se lo scopo é quello di costruire una teoria dell’in-
tegrazione interessante. I sottoinsiemi ai quali é associata una misura pugx sono detti
misurabili (secondo K ). Il motivo per cui I'integrale di Riemann (3.92) non esiste ¢é
che I'insieme QN [0, 1] non é misurabile secondo Jordan. Prima di definire gli insiemi
misurabili secondo Jordan introduciamo un concetto astratto.

3.99 Definizione. Dato un insieme non vuoto X, si definisce algebra su X una col-
lezione A di sottoinsiemi di X tale che

(a) X e A
(b) se A€ Aallora A A
(c) se A1,..., A, € Aallora U} A; € A

Grazie alle leggi di De Morgan, segue dalla definizione precedente che

(d) DeA
(e) Ay,..., A, e Aalloran A, € A

Infatti ) = X¢, quindi dalla (a) e dalla (b) segue che 0 € A. Inoltre, se A,..., A4, € A
abbiamo

( ?:1141‘) :( ?:1145)6

quindi, usando la (b) (due volte) e la (c) si ottiene che 'intersezione di un numero
finito di elementi di .A appartiene ad A.

3.100 Esempio. (L’algebra degli insiemi semplici). Sia X = R? e sia R l'insieme di
tutti i rettangoli finiti o infiniti, aperti o chiusi su ciascun lato, in cui un rettangolo
finito & un insieme del tipo

(a,b) x (¢,d) oppure (a,b] x (¢,d) oppure --- oppure [a,b] X [c,d]

mentre in un rettangolo infinito a e/o ¢ possono essere uguali a —co e ¢ e/o d
possono essere uguali a +oo. E chiaro che la condizione (a) ¢ soddisfatta perché
R?2 = (—00,+00) X (—00,+00) & un rettangolo infinito e quindi appartiene ad R. La
condizione (b) & pero violata perché il complemento del rettangolo [0,1]? non é un
rettangolo. Quindi R non é un algebra. Se vogliamo definire un’algebra che conten-
ga tutti i rettangoli serve una classe pitt ampia di insiemi. Sia S l'insieme di tutti i
sottoinsiemi A di R? che si possono scrivere come

A=RU...UR, R,cR.

In altre parole A appartiene ad S se A si puo scrivere come unione finita di rettangoli.
E facile convincersi che S é un’algebra.
La misura di Jordan

Per semplicita consideriamo R?, ma quanto segue pud essere esteso ad R”. Iniziamo
ad attribuire una misura ai rettangoli nell’insieme R dell’esempio 3.100

a(la,b] x [e.d]) = area((a, b] x [e.d]) = (b—a) - (d—b).
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Se un rettangolo é aperto su uno o pit lati, la sua misura ¢ la stessa del corrispondente
rettangolo chiuso. Se uno o piu lati del rettangolo hanno lunghezza infinita la sua
misura é oo. Poi vogliamo definire la misura per gli insiemi dell’algebra S dell’esempio
3.100, che si possono rappresentare come unione di un numero finito di rettangoli

(394) A=RU...UR, R, eR.

Gli insiemi di questo tipo vengono chiamati insiemi semplici. Poiché i rettangoli R;
possono avere sovrapposizioni, sarebbe “errato” definire la misura di A come la somma
delle misure degli R;. Fortunatamente se A ha la forma (3.94), allora A pud anche
essere rappresentato come unione di rettangoli a 2 a 2 disgiunti

A=R|U...UR, R, eR,

in cui il simbolo LI viene utilizzato appunto per indicare che R; N R;- =(sei+#j. Una
volta scritto A in questo modo definiamo ovviamente la sua misura come

(3.95) na(A) =3 (R)).

L’idea, a questo punto é di usare (3.95) come “base di partenza’ per definire la misura
di insiemi pitt complicati. Dato un insieme limitato B la sua misura di Jordan esterna
é definita come

(3.96) ()" (B) = inf{ps(A) : A & semplice e A D B}.
Analogamente la misura di Jordan interna ¢ definita come
(3.97) (11.7)«(B) = sup{ps(A) : A & semplice e A C B}.

Finalmente diciamo che un insieme limitato B & misurabile secondo Jordan se la sua
misura esterna coincide con quella interna. In quel caso la sua misura ¢ data da

pr(B) = (1) (B) = (ps)«(B) .

Gli insiemi misurabili secondo Jordan costituiscono una collezione molto piil ricca
rispetto a quella degli insiemi semplici. Sono misurabili tutti quegli insiemi il cui
bordo non ¢é troppo “ciccione”.?® Non tutti gli insiemi aperti tuttavia sono misurabili.

Tornando all’insieme B = Q N [0, 1], a cui abbiamo accennato in precedenza, si vede
facilmente che questo non é misurabile secondo Jordan. Infatti, siccome siamo in una
dimensione, i “rettangoli” ora sono segmenti e gli insiemi semplici sono unioni di un
numero finito di segmenti. Dalla definizione (3.96) segue che la misura di Jordan
esterna di B é uguale a 1, perché una collezione finita di segmenti che contiene B deve
necessariamente contenere tutto l'intervallo [0,1]. Ma la misura di Jordan interna ¢
ovviamente 0, quindi B non é misurabile secondo Jordan. Per superare questa difficolta
I'idea chiave, che porta al concetto di misura di Lebesgue, é la seguente: per definire
la misura esterna, invece di ricoprire 'insieme B con un numero finito di segmenti,
usiamo insiemi che sono unione di un’infinita numerabile di segmenti! Vediamo come
mai questa cosa funziona. Sappiamo che i razionali sono numerabili, quindi, a maggior
ragione, l'insieme B = QN [0, 1] & numerabile. Posiamo scrivere dunque

B = {b1,bs,bs3,...}.

20Possiamo anticipare che sono misurabili tutti gli insiemi il cui bordo ha misura di Lebesgue nulla.
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Sia € > 0 e consideriamo il seguente insieme

A= U gtz

La misura di A (non usero il pedice J perché non & piu la misura di Jordan) & minore
o uguale alla somma delle lunghezze di tutti questi segmenti

neSego

D’altra parte, poiché B C A, si ha p*(B) < pu(A) < 2¢, che, essendo ¢ arbitrario,
implica p*(B) = 0. Quindi, in questo approccio, B ¢ misurabile e la sua misura vale
0. Nella prossima sezione diamo una descrizione pil sistematica di questa costruzione.

3.11.2 o-algebre e la misura di Lebesgue

3.101 Definizione. Dato un insieme non vuoto X, si definisce o-algebra su X una
collezione F di sottoinsiemi di X tale che valgono le proprieta (a), (b) della definizione
3.99 e inoltre valga

(') se Ay, Ag, As,... & una collezione infinita numerabile di elementi di F allora
©1A; e F.
=14

La coppia (X, F) si chiama spazio misurabile.

La differenza, in apparenza minuscola, che intercorre fra la proprieta (c¢) della 3.99 e la
() & in realta enorme. Nell’esempio 3.100 abbiamo visto come, partendo dei rettangoli
si arriva a costruire I'algebra S degli insiemi semplici, che sono unione di un numero
finito di rettangoli. Se invece di un’algebra siamo interessati a costruire una o-algebra
che contenga l'insieme R di tutti i rettangoli, quello che si ottiene é una collezione di
insiemi molto piu ricca di §. Se F é una qualsiasi o-algebra che contiene R, allora F
deve necessariamente contenere tutti gli insiemi aperti e chiusi di R? di forma qualsiasi
(ma non solo!). Infatti sia A un insieme aperto arbitrario di R?. Voglio far vedere che
A si puo scrivere come

(3.98) A=U2,R;

in cui ogni R; & un rettangolo, per cui, grazie a (c’), A deve necessariamente appar-
tenere ad F. Per dimostrare la (3.98) sia D la collezione di tutti i rettangoli R tali
che R C A e tali che le coordinate dei quattro vertici di R sono razionali. E chiaro
allora che UgepR C A in quanto ogni R € D é contenuto in A. Voglio far vedere che
A C UgepR. A questo proposito, sia x € A. Dato che A é aperto esiste ¢ > 0 tale
che B.(z) C A. E chiaro che esistera dunque un quadratino R con vertici razionali
contenuto nel cerchio B.(z), quindi contenuto in A. Di conseguenza x ¢ contenuto
in un rettangolo della collezione D, e poiché questo vale per ogni x € A si ottiene
A C UpepR. Dunque deve valere 'uguaglianza A = Ugep R. Ma l'insieme D é nume-
rabile, per cui, una volta numerato, possiamo scrivere A nella forma (3.98). Abbiamo
quindi dimostrato che F contiene tutti gli insiemi aperti, e, grazie alla proprieta (b)
tutti gli insiemi chiusi. F in realtd contiene molti altri insiemi. La pit piccola o-
algebra F che contiene R é chiamata o-algebra di Borel é verra indicata con B. A
questo punto definiamo il concetto di misura su una o-algebra.
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3.102 Definizione. Dato lo spazio misurabile (X, F), si definisce misura®! su (X, F)
un’applicazione p : F — [0, 00] tale che

(a) se (A;)icr € una collezione finita o numerabile di elementi di F tali che A,NA; =0

se n # k, allora
M(U Ai) = ZM(Ai);

i€l iel
(b) X puo essere scritto come X = U$2,Y; in cui ogni Y; ha misura finita.
La proprieta (a) é detta additivita numerabile o o-additivita.

3.103 Definizione. Uno spazio di misura & una tripla (X, F, ) in cui (X, F) ¢ uno
spazio misurabile e p & una misura su (X, F).

Osservo che I'insieme vuoto ha necessariamente misura nulla in quanto, grazie alla (a),
si ha

p(0) = p@U0) = pu(@) + p(0).

La misura di Lebesgue

Continuiamo a considerare R? per semplicita. Come dicevamo nella sezione 3.11.1,
Iidea di base & quella di definire la misura esterna usando unioni numerabili (invece
che finite) di rettangoli. La misura di Lebesgue esterna di un insieme B C R? ¢ dunque
definita come

W5 (B) = inf{i area(R;) : R; € R, U, R; O B} .
=1

A questo punto un insieme B ¢ detto misurabile secondo Lebesgue se per ogni C' C R?
si ha

p1(C) = pp(CNB) + pp (C\B).

Se B ¢ misurabile la sua misura di Lebesgue ¢ definita come pr(B) = uj(B). Si
dimostra che questa definizione di misurabilitd é equivalente alla condizione che B
possa essere approssimato dall’esterno con un insieme aperto e dall’interno con un
insieme chiuso. Piu precisamente B ¢ misurabile secondo Lebesgue se e solo se per
ogni € > 0 esistono A aperto e C' chiuso tali che

CcBcA e up(A\C)<e.

Si dimostra che 'insieme degli insiemi misurabili secondo Lebesgue é una o-algebra
che denotiamo con £. In particolare tutti i rettangoli appartengono a L e vale ur(R) =
area(R) per ogni R € R. Poiché L contiene tutti i rettangoli e siccome B, la o-algebra
di Borel, ¢ per definizione la piu piccola o-algebra che contiene R, si ottiene che
B C L. Quindi £ ¢é piu grande di B, ma la differenza é in un certo senso inessenziale.
Quello che accade ¢ la cosa seguente: esistono insiemi in B che hanno misura nulla, ma
che ammettono sottoinsiemi che non sono elementi di B. Se aggiungiamo a B questi
sottoinsiemi di insiemi di misura nulla, otteniamo esattamente L.

21¢i restringiamo al caso di misure o-finite
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3.104. Insiemi di misura nulla. Ogni insieme che contiene un solo punto {z} ha ovvia-
mente misura di Lebesgue uguale a 0, in quanto puo essere considerato un rettangolo
di area nulla. Grazie alla o-additivita della misura, ogni insieme numerabile ha misura
nulla, perché

pr({a1,az,...}) = pr(UiZ{ai}) = ZML(CH) =0.

Ad esempio Q?, vale a dire I'insieme di tutti i punti di R? con coordinate razionali
ha misura nulla. Non tutti gli insiemi di misura nulla sono numerabili. Ad esempio il
segmento

[0,1] x {0} = {(x1,20) ER*: 0 <1 <1, 25 =0}

ha misura nulla perché & un rettangolo di base 1 e altezza 0.22 E facile convincersi
che una qualsiasi retta in R? ha misura nulla, e di conseguenza, anche una collezione
numerabile di rette.

3.105. Insiemi non misurabili. Esistono insiemi che non sono misurabili secondo
Lebesgue, ma la loro costruzione richiede I'assioma della scelta e risulta dunque non
troppo esplicita. C’¢ una costruzione, in particolare, che vale la pena menzionare
perché si tratta di un risultato a dir poco controintuitivo. E il famoso paradosso di
Banach-Tarski. Dunque, reggetevi forte e, come si suol dire, don’t try this at home:

¢ possibile suddividere una palla in R3 in 5 pezzi (pezzo = sottoinsieme), smontare
1 5 pezzi e rimontarli diversamente, in modo da ottenere 2 palle identiche alla palla
0TLgINaTIq.

Si, avete capito bene:

(1) 1 pezzi sono rigidi, non si possono deformare in alcun modo;

(2) smontare e rimontare vuol dire che possiamo applicare traslazioni e rotazioni a
ciascuno dei 5 pezzi;

(3) ciascuna delle 2 palle ottenute ¢ identica alla palla originale, ha lo stesso raggio.

Ora, se questi pezzi fossero misurabili, nella loro disposizione iniziale la somma delle
loro misure (volumi) sarebbe uguale al volume di una palla di raggio R. Ma nella
disposizione finale la somma delle loro misure deve essere uguale al volume di 2 palle
di raggio R, e quindi si arriverebbe a concludere che 1 = 2, che ha tutta l’aria di una
contraddizione. Dunque questi pezzi non sono misurabili.

3.11.3 L’integrale di Lebesgue e gli spazi L,
L’integrale di Lebesgue

Una volta definita la misura di Lebesgue, possiamo costruire il corrispondente inte-
grale di Lebesgue. Iniziamo a definire I'integrale in uno spazio misurabile arbitrario
(X, F) sul quale ¢ definita una misura (o-additiva) p. In seguito ritorneremo al caso
particolare della misura di Lebesgue in R™.

22Qvviamente rispetto alla misura di Lebesgue unidimensionale il segmento [0, 1], come sottoinsieme
di R, ha misura 1. Costruire insiemi non numerabili di misura nulla in una dimensione é un po’ piu
complicato.
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3.106 Definizione. Dato uno spazio misurabile (X, F), la funzione f : X — R si dice
misurabile se per ogni t € R si ha che l'insieme {z € X : f(x) < ¢t} ¢ misurabile, cioé
appartiene a F.

Se A ¢ un insieme misurabile, allora la la funzione indicatrice dell’insieme A

() 1 sexec A
xTr) =
A 0 sex#A

& misurabile, poiché

A set>1
0 set<l.

{xeX:]IA(a:)<t}={

Si inizia col definire l'integrale per le funzioni misurabili semplici vale a dire per le
funzioni f : X — R che si possono scrivere come

(3.99) f=als 4+ +ecyla,

in cui ¢; sono numeri reali e gli A; sono insiemi misurabili. Per una funzione semplice
f data dalla (3.99) l'integrale rispetto alla misura p si definisce come

/X £(a) plde) = 3 cip(Ay).

Il passo successivo ¢ definire I'integrale per funzioni a valori non negativi. Se f : X —
[0,00) & misurabile, definiamo

(3.100) / f(z)u(dx) = sup {/ g(x)p(dx) : g & misurabile semplice e 0 < g < f} .
X X
Se f assume valori sia positivi che negativi, possiamo sempre scrivere

f=f"—f incui fT =max{f,0}, f7 =max{—f,0}.

Poiché sia f* che f~ sono a valori non negativi, possiamo definire, riconducendoci alla
(3.100),

[ s@utan) = [ @) - [ @),

Possiamo ulteriormente generalizzare, definendo 'integrale per una funzione a valori
complessi f: X — C come

[ #@mtdn) = [ Res@utin) + [ mnfan(d).
b'e X b'e
Finora l'unica restrizione che abbiamo imposto sulla funzione integranda é quello

di essere misurabile rispetto alla o-algebra F, ma nulla ci garantisce che il valore
dell’integrale sia finito. Definiamo quindi

Li(X, F,p) = {f : X — C: f ¢ misurabile e /X |f(z)|p(dx) < oo} ,
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e, pil in generale, per ogni p € [1,00)

Lp(X, F,pu) = {f : X — C: f & misurabile e /X |f(z)]Pu(dx) < oo} .

Per semplicita si scrive spesso £,(u) al posto di £,(X, F, ). Possiamo ora considerare
I'integrale rispetto alla misura ;1 come un’applicazione, che denotiamo con I, dallo
spazio L£;(u) a valori complessi, definita come

L(f) = /X f(2) u(dr) fe L),

Si verifica che £4(p) ¢ uno spazio vettoriale (lo sono tutti gli £,(u)) e che questa
applicazione ¢ lineare, come 'integrale di Riemann, vale a dire

Li(af + Bg) = alu(f) + Blu(g) fr9€ Li(p), o, €C.

Non ¢ un integrale diverso, ma & un estensione! Nel casoincui X =R"e f: R" - R
(oppure f : R®™ — C) possiamo chiederci che relazione c’¢ fra l'integrale di Riemann
e quello di Lebesgue della funzione f. La risposta & semplice: se f & integrabile
secondo Riemann, allora f é anche integrabile secondo Lebesgue e i due integrali
hanno lo stesso valore. In questo caso quindi, l'integrale di Lebesgue costituisce un
estensione dell’integrale di Riemann. Per questo motivo l'integrale rispetto alla misura
di Lebesgue di funzioni definite su R™ viene spesso denotato con le stesso simbolo dx
o d™x che si usa per l'integrale di Riemann.

Classi di equivalenza e spazi L,(u)

Un piccola fastidiosa seccatura. Tornerebbe comodo poter considerare gli insiemi £,,()
definiti precedentemente, come spazi vettoriali normati rispetto alla norma

(3101) 111 = ([ 15@rutan) ™

analogamente a quanto abbiamo fatto nel caso degli spazi di funzioni continue C,,(R™).
C’¢ perd una piccola difficolta da appianare: 'applicazione (3.101), in generale, non ¢é
una norma su L,(u). Il motivo ¢ il seguente: abbiamo visto nel caso della misura di
Lebesgue che esistono insiemi non vuoti di misura nulla. Questa non é una prerogativa
della misura di Lebesgue. Qualsiasi spazio di misura pud contenere questi insiemi. Ma
se A # () ha misura nulla, allora

[l = [ 10a@Patdn) = [ TaG@wutdo) = n(a) = 0.

Poiché T4 non ¢ la funzione identicamente nulla, questo implica che || - ||, non é una
norma.

Appianamento della difficolta. Per superare questo impedimento alla definizione di
una norma sugli spazi £,(u) si introduce la seguente relazione di equivalenza: due
funzioni f e g appartenenti a £,(u) si dicono equivalenti se differiscono su un insieme
di misura nulla

f~g = plzeX:flz)#g(x)}=0.
In generale un’affermazione A(x) che dipende dal punto x € X si dice che & vera quasi

ovunque e si abbrevia g.o. se 'insieme degli « per i quali A(x) ¢é falsa ha misura nulla.
Quindi la condizione f ~ g puo essere anche scritta come

f(@) = g(z) qo.
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La relazione di equivalenza f ~ g & compatibile con la struttura di spazio vettoriale,
vale adirese f ~ ffeg~ g/, allora f+g~ f +7¢ e seaeC, af ~af. Questo
ci permette di definire lo spazio L,(u) come lo spazio vettoriale quoziente di L,(u)
rispetto a questa relazione di equivalenza. in simboli

Ly() = Ly()/ ~ .

Gli elementi di L,(p) quindi non sono funzioni ma classi di equivalenza di funzioni.
Indichiamo con [f] I'insieme di tutte le funzioni di £,(x) equivalenti ad f.

3.107 Notazione. Nel caso particolare in cui X = R”, F = L ¢é la o-algebra di
Lebesgue su R™ e p = pr, ¢ la corrispondente misura di Lebesgue, si definisce

Ly(R") = Ly(pr) = Lp(R", L, pr,) -

Prendiamo in esame ora, per fare un esempio, il caso della misura di Lebesgue sulla
retta, dunque lo spazio L,(R). Consideriamo 3 funzioni

(3102)  f()=e g<x>={€_z2 oo h<x>={6_$2 o

T rzeQ sint x€Q.

Poiché queste funzioni differiscono solo su Q e pr,(Q) = 0, esse sono equivalenti, quindi
rappresentano lo stesso elemento in L, (R)

(3.103) frg~h = [fl=1lg =1

Nella notazione usuale tuttavia il fatto che gli elementi di L,(u) siano classi d equiva-
lenza di funzioni viene sottinteso e si scrive f € L,(u) per indicare [f] € L,(1). Molte
proprieta delle funzioni vengono impropriamente attribuite alla corrispondente classe
di equivalenza. Tornando al caso della misura di Lebesgue sulla retta, affermare, ad
esempio, che f € L,(R) & continua significa che nella classe [f] esiste un rappresen-
tante continuo. La funzione h che appare nella (3.102), come elemento di L,(R), &
continua perché nella stessa classe di equivalenza c’é f che é continua. In questo modo

¢ possibile identificare lo spazio Cj,(R) come un sottospazio di L,(R).

Veniamo ora ad enunciare due risultati fondamentali riguardanti gli spazi L,,. Il primo
riguarda spazi di misura arbitrari.

3.108 Teorema. Sia (X, F,u) uno spazio di misura. Per ogni p € [1,00) lo spazio
vettoriale normato Ly(X, F, ) é completo, quindi & uno spazio di Banach.

11 secondo risultato riguarda il caso in cui X & uno spazio metrico (nel quale ha senso
parlare di funzioni continue) e p & una misura che soddisfa una certa proprieta di
regolarita. Per semplicita enunciamo il teorema nel caso particolare della misura di
Lebesgue su R™ in cui questa proprieta si dimostra essere soddisfatta.

3.109 Teorema. Per ognip € [1,00), C,(R™) & denso in L,(R™), quindi L,(R™) ¢é il
completamento di (C,(R™), || - |I)-

Dato che Cp(R™) & denso in L,(R™), per ogni f € L,(R"™) e per ogni € > 0, esiste
g € Cp(R™) tale che ||f — g||, < &, vale a dire ogni elemento di L,(R™) pud essere
approssimato, rispetto alla norma || - ||,, con precisione arbitraria, da un elemento di
Cp(R™). Per questo motivo, anche se gli spazi L, contengono funzioni molto “strane”,
sard sempre possibile trovare una base costituita da funzioni continue (addirittura
C*°), come vedremo nel caso di Lo.



4. Spazi di Hilbert

: Butch, whose motorcycle is this?
: It’s a chopper.

: Whose chopper is this?

: Zed’s.

: Who’s Zed?

: Zed’s dead, baby, Zed’s dead.

%E T

4.1 Definizioni

4.1 Definizione. Sia V uno spazio vettoriale su R. Si definisce prodotto scalare in V'
un’applicazione
(,): VxV =R

tale che, per ogni u,v,z € V' e per ogni ¢ € R si ha:

Se V' & uno spazio vettoriale complesso questa definizione deve essere modificata.

4.2 Definizione. Sia V' uno spazio vettoriale su C. Si definisce prodotto scalare in V
un’applicazione

(,):VxV=C

tale che, per ogni u,v,z € V e per ogni ¢ € C si ha:

(1) {0,0) >0

(2) (v,v)y=0seesolosev=0
(3) (u,v) = (v, u)

(4) (u+wv,2) =({u,z)+ (v, 2)

(
(5) (cu,v) = ¢ (u,v)

4.3 Definizione. Uno spazio vettoriale reale (o complesso) V' munito di un prodotto
scalare (-,-) & detto spazio euclideo reale (o complesso). Uno spazio euclideo completo
si dice spazio di Hilbert."

Le seguenti proprieta discendono in modo evidente dalle definizioni appena date.

4.4 Proposizione. Sia (V,(-,-)) uno spazio euclideo reale (complesso). Allora per
ogni u,v,z € V e per ogni c € R (c € C) si ha:

1per qualcuno spazio di Hilbert & necessariamente infinito dimensionale

119
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(6) (z,u+v) = (z,u) + (z,v)
(7a) {u,cv) = c{u,v) (nel caso reale)

(7) {u,cv) = {u,v) (nel caso complesso).

Le identita (4), (5) e (7b) ci dicono che, nel caso complesso, il prodotto scalare, non
¢ una forma bilineare, ma sesquilineare, vale a dire lineare nel primo argomento e
coniugata lineare nel secondo argomento.

4.5 Attenzione!. In molti libri di fisica si trova la convenzione opposta, coniugata
lineare nel primo argomento e lineare nel secondo, vale a dire

(cu,v) = ¢(u,v) (u,cv) = c(u,v).
Basta saperlo. . .

4.6 Proposizione. (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Sia (V,(-,:)) uno spazio
euclideo reale (complesso). Allora

[(u, )2 < (u,u) (v,v) Yu,v € V

Dimostrazione. Faccio la dimostrazione nel caso complesso che ¢ quello piit... com-
plesso. Siat € C e

(4.1) p(t) = (tu+ v, tu + v) .
Usando le proprieta del prodotto scalare ottengo
p(t) = [t (u,u) + t (u,v) + 1T (v, u) + (v,v).

Scrivo il numero complesso (u,v) in forma polare come (u,v) = pe'’. Poi scelgo il
numero complesso ¢ della forma se~*’ con s reale. La precedente uguaglianza diventa

p(se™) = 52 (u,u) + 28p + (v,0).

Ma, per come ¢ stata definita nella (4.1), la quantita p(t) ¢ non negativa, qualunque
sia il numero complesso ¢t. In particolare dovra essere non negativa per tutti i ¢ della
forma se™* in cui s puo essere scelto in modo arbitrario. Dunque ottengo

s% (u,u) + 2sp + (v,0) >0 VseR,

che implica
p* < (u,u) (v,0).

Ma p ¢ esattamente il modulo di (u,v), per cui la Proposizione & dimostrata. O

Uno dei vantaggi di avere un prodotto scalare é che, tramite il prodotto scalare, si
puo facilissimamente definire una norma (il contrario in generale non si puo fare, come
spiegato nella sezione 4.1.2).

4.7 Proposizione. Sia V uno spazio euclideo con prodotto scalare (-,-). Allora la
funzione || - || : V — R definita come

(4.2) lul|l == v/ (u,w) uevV
¢ una norma su 'V, quindi ogni spazio euclideo & anche uno spazio vettoriale normato.

Dimostrazione. Molto semplice, lasciata al lettore.
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4.8 Proposizione. L’addizione, la moltiplicazione per uno scalare e il prodotto scalare
sono continui in uno spazio euclideo, vale a dire se u, — u e v, — v allora:

(1) up+v, 2 u+vw

(2) se ce C allora cu, — cu

(3) (un,vn) = (u,v)

Dimostrazione. Dimostro la continuita del prodotto scalare. Le altre affermazioni si
dimostrano analogamente. Grazie alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz ottengo:

(u,v) = (U, vp) + (U, Vn) — (Un, Vp)]
(u, v) = (u, vn)| + [{u, vn) — (up, vn)|

(u, v = vp)| + [(u — Up, vn)

|<u’ U) - <uﬂvvn>‘ = |
|
|
< lullllv = vall + llu = wnll [|vall -

Poiché la successione (v,,) é convergente, essa & anche limitata in norma,? quindi esiste
M > 0 tale che ||v,|| < M per ogni n. La precedente disuguaglianza pud quindi essere
scritta come

[{u, 0) = (un, vn)| < max{[full, M} [[lo = vnll + [ — unl]] -

A questo punto non resta che prendere il limite n — oo di ambo i membri. O

4.1.1 Esempi di spazi euclidei
(1) Definisco, per z,y € l2(R) (oppure x,y € ¢3(C))

(oo} o0
(x,y) = inyi (caso reale) (x,y) := Z x;J; (caso complesso)
i=1 i=1

Allora (-,-) & un prodotto scalare in ¢» e la norma associata ||z|| = /{(z,x) &
proprio la norma || - |2 che abbiamo precedentemente introdotto in questo spazio.

(2) (Spazi di successioni pesati). Sia p = (u1, ft2, - ..) una successione di numeri reali
strettamente positivi, u; > 0 e si definisca

EQ(C7/J,) = {Z‘ e C™: Zui|$i|2 < OO}
i=1

Allora ¢5() & uno spazio vettoriale. Infatti se x € f2(u) e ¢ € R allora cx ¢ ancora
un elemento di ¢2(u) poiché

oo oo
> plei* = |e* Y pilwil* < oo
i=1 i=1

Inoltre se x,y € f(u) allora x +y € f2(p). Infatti sappiamo che 2|ab] < (a? + b?),
quindi

o oo oo
S palwi 4yl <3 palwil? 4yl + 20wawl) <2 sl + lil?)

i=1 i=1 i=1

=2 pilwil® + 2> palyil® < oo
=1 i=1

2]a dimostrazione & identica al caso dei reali
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Definiamo un prodotto scalare in f5(p) come
o0
i=1

(3) Consideriamo lo spazio Cy(R) delle funzioni reali a valori reali o complessi a
quadrato sommabile. Date f,g € C3(R) definisco

(f, 9 :z/Rf(x)g(x) dx (caso reale) (f,g) ::/Rf(x)mdx (caso complesso)

Si verifica facilmente che questo ¢ un prodotto scalare e la norma associata ¢ la
norma || -+ |2-

(4) (Spazi di funzioni pesati). Sia p: R — [0, 00) una funzione continua. Definisco:

Ob(B, p(x)da) = { f € C(R) : /R 7@ ple)de < oo}

Questo ¢ uno spazio vettoriale sul quale posso definire il prodotto scalare
() = [ 1) g pla)de.
R

(5) Gli spazi C3(R) e Ca(R, p(x)dx) definiti precedentemente sono spazi euclidei, ma
non sono spazi di Hilbert perché non sono completi. Accanto a questi possiamo
definire i corrispondenti spazi Lo che costituiscono il loro completamento, descritto
nella sezione 3.11. Quindi Ly(R) e La(R, p(x)dz) sono spazi di Hilbert. Il prodotto
scalare in questi spazi ¢ lo stesso di quello introdotto negli spazi C3, ma in generale,
se I'integrando non ¢é continuo, l'integrale va inteso come integrale di Lebesgue.

4.1.2 La regola del parallelogramma

4.9 Domanda. La Proposizione 4.7 ci dice che da un prodotto scalare definito su uno
spazio vettoriale V' possiamo sempre ricavare una norma mediante la definizione

(4.3) loll = v/ {v,v) veV,

quindi ogni spazio euclideo ¢ anche uno spazio vettoriale normato. E possibile fare la
strada inversa? Sia (V.| - ||) uno SVN, & possibile definire un prodotto scalare su V'
in modo tale che valga la (4.3)? Abbiamo visto dei casi in cui questo & possibile. Ad
esempio, dato lo SVN (4, || - ||2), se definiamo

S}
(@y) = @k 2,y € L.
k=1

allora la (4.3) ¢& soddisfatta. Bene, si pud fare qualcosa di analogo per gli altri £,
quando p # 27 La risposta é no. L’esistenza di un prodotto scalare compatibile con
una norma data € legata ad un proprieta che deve soddisfare la norma, detta regola del
parallelogramma. Negli spazi (€,,] - ||,) questa regola & soddisfatta se e solo se p = 2.

Prima di enunciare la regola del parallelogramma, vediamo come ricostruire il prodotto
scalare a partire dalla norma, in quei casi in cui questo sara possibile.
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4.10 Proposizione. (Identita di polarizzazione). Sia (V,{(-,-)) uno spazio euclideo

e sia || - || la norma associata al prodotto scalare (tramite la (4.3)). Allora, per ogni
u,v €V,
(u,v) = i(llu ol = lu = ol +i(fu + iv]|* = u—iv]*)  (V complesso)
(u,v) = i(”u—i—vHQ— Ju—v|?) (V reale) .
Dimostrazione. B una semplice verifica. O

4.11 Proposizione. (Regola del parallelogramma). Sia (V.|| -||) uno SVN. Una con-
dizione necessaria e sufficiente per esistenza di un prodotto scalare (-,-) in V tale
che

(4.4) lu]l ==/ {u, w) ueV
¢ la seguente identita
(4.5) llu+ol* + [lu ol =2 ([Jul® +[Jv]*) -

® Dimostrazione della necessita. Supponiamo che la norma || - || sia associata ad un
prodotto scalare tramite la (4.4). Allora otteniamo

lu+vl? + lu = ol* = (w+v,u+v) + {u—v,u—0)
(4.6) = [[ull® + (u, v) + v, u) + [oll* + ul® = {u, v) = (v,u) + [|v]®
=2 (Jlull® + [lv]*)

® La dimostrazione della sufficienza é piu complicata e viene omessa. O

4.1.3 Problemi

4.12 Problema. Dire se la seguente espressione ¢ un prodotto scalare in ¢3(R) o
meno. Dimostrare cio che si afferma.

oo

(,y) = Z(l’i Yit1 + Tit1Yi)

i=1

4.13 Problema. Dire se la seguente espressione ¢ un prodotto scalare in ¢3(R) o
meno. Dimostrare cio che si afferma.

o0

(z,y) = Z(xiyi + i Yir1 + Tit1 Yi)
i=1

Soluzione. Non ¢ un prodotto scalare, perché non é definito positivo. Infatti, scegliendo
x:=(1,-1,0,0,0,0,...) € {.

si ottiene
(x,2) = 22 + 23 + 22120 = 0.

pur essendo x # 0.

4.14 Problema. Dimostrare che la seguente espressione ¢ un prodotto scalare in

lo(R)

oo

(,y) = 2(5 TiYi + TiYir1 + Tiv1 Vi) -

i=1
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4.15 Problema. Quale condizione deve soddisfare una matrice n x n A, affinché la
seguente espressione sia un prodotto scalare in R™?

n
(u,v) = Z Ajj uvj u,v € R"
ij=1

4.16 Problema. Dire se la seguente espressione ¢ un prodotto scalare nello spazio
M, n(R). Dimostrare cio che si afferma (A? ¢ la trasposta di A).

(a) (A, B) :=tr(AB) (b) (A,B):=tr(A'B)

4.17 Problema. Sia p > 1. Dimostrare che se p # 2 non esiste alcun prodotto scalare
su £, compatibile con la norma || - ||,.

Soluzione. Si prenda v = (1,0,0...,0), v = (0,1,0,0,...,0) e si imponga la legge del
parallelogramma.

4.18 Problema. Dimostrare che non esiste alcun prodotto scalare in (Cy(R), || - ||..)
(Sugg: si cerchino 2 funzioni che violano la regola del parallelogramma).

4.2 Complemento ortogonale

4.19 Definizione. Dati due vettori u, v in uno spazio euclideo reale (V/ (-, -)) si defini-
sce angolo formato da u e v la quantita

arccos |:

) ]

[l o]

u e v sono detti ortogonali o perpendicolari se (u,v) =0 e si scrive u L v. Il concetto
di ortogonalita ¢ valido anche per uno spazio euclideo complesso. Nel caso in cui u sia
ortogonale a tutti i vettori appartenenti ad un sottoinsieme X C V si scrive u L X
oppure v € X*. Definiamo infatti:

4.20 Definizione. Dato un qualsiasi sottoinsieme X di uno spazio euclideo (V, (-, -)),
si definisce complemento ortogonale di X l'insieme

Xt={weV:(wuw =0Vwe X}
4.21 Esempio. In R3, sia v; = (1,0,0) e vy = (0,1,0). Allora
{v1,v9}+ =Tasse 2.

4.22 Proposizione. Se X ¢ un insieme di vettori nello uno spazio euclideo (V , (-,-)),
X+ ¢ un sottospazio chiuso di V.

Dimostrazione. (1) X+ & un sottospazio. Infatti, se assumo che v; e vo appartengono
a X1 esec,co €C, allora

(c1v1 + cova, w) = c1{v1, W) + ca{va,w) =0 Yw e X,

quindi cqv1 + covg € X+, e dunque X+ éun sottospazio.

(2) X+ & chiuso. Infatti sia (v,,) una successione di elementi di X+ tale che v,, — v € V.
Faccio vedere che v € X*. Fisso in vettore w € X arbitrario. Siccome v,, € X+ posso
scrivere

(Up,wy =0 vn.
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Poiché il prodotto scalare é continuo posso far passare il limite dentro il prodotto
scalare e ottengo

0= nlgr;o@n,w> = (v,w).

Quindi v L w. Ma w & un vettore arbitrario di X, da cui concludo che v € X*. O

4.23 Proposizione. Se XY sono due insiemi di vettori nello uno spazio euclideo
(V, (), allora

(1) se X CY allora X+ DY+
(2) X+ = X' = (Span(X))J'

Dimostrazione.
(1). Assumo v € Y e faccio vedere che v € X1. Infatti, se v & ortogonale a tutti i
vettori di Y, a maggior ragione sard ortogonale a tutti i vettori di X, poiché X C Y,
quindi v € X+,

(2). Siccome si ha X ¢ X C m, grazie all’affermazione precedente ottengo
X5 X" 5 (span(X))*

Per concludere la dimostrazione basta far vedere che

(4.7) X+ (span(X))"

Sia dunque v € X+, quindi (v, w) = 0 per ogni w € X. Voglio far vedere innanzi tutto
che

(4.8) v € span(X)*.

Infatti se w € span(X) allora w si pud scrivere come combinazione lineare finita di
elementi di X, vale a dire

n
w = Z Ci W; w; € X .
i=1
Quindi, grazie alla bilinearita del prodotto scalare
n
(v,w) = Zci (v,w;) =0,
i=1

come a dire che v & ortogonale a tutti i vettori che appartengono a span(X). La (4.8) ¢
dimostrata. Sia infine w € span(X). Dimostro che v L w. Sia (w,) una successione di
elementi di span(X) tale che w, — w. Allora, siccome il prodotto scalare & continuo,

(v,w) = <'Uanh_>120 wy) = nh_{go@}a wy) =0,

grazie alla (4.8) e al fatto che w,, € span(X).

Avendo ipotizzato v € X siamo arrivati alla conclusione che v & ortogonale a tutti gli
elementi di span(X). La (4.7) ¢ quindi dimostrata. O
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4.3 Il teorema della proiezione

In questa sezione vogliamo dimostrare che, sotto un’opportuna ipotesi (che nel caso
finito dimensionale ¢ sempre soddisfatta), dato un vettore v e un “iperpiano” W ¢
sempre possibile scomporre v come somma di 2 termini v = w + 2z in cui w ¢é la
proiezione di v sull’iperpiano W e z é ortogonale all’iperpiano.

4.24 Lemma. Sia (V,{(-,-)) uno spazio di Hilbert, sia W un sottospazio chiuso di V
e sia v € V. Allora esiste nel sottospazio W un unico vettore wq che ¢& il pit vicino a
v, cioé tale che

(4.9) d = ||v—wol| < ljv—w Yw e W.
Dimostrazione. Sia
d:= inf |jv—w]|.
weW

Per definizione di inf posso trovare una successione w,, € W tale che
(4.10) lim |lv —w,|| =d.
n—oo

Affermo che (w,,) € una successione di Cauchy. Infatti, usando la regola del parallelo-
gramma, si ha
[wn, = wi]|* = [[(wn — ) + (v —wy,)||?

(4.11) =2||v — wy ||* + 2[jv — wi||* = [Jwn + wi — 20]?

= 2o — wp|* + 2/Jv — wl[* — 4]13 (wn, +wi) —v]*.
Poiché 1 (w, + wy) appartiene a W, deve valere, per definizione di d,

13 (wn +wi) —vl| > d,

per cui la (4.11) puo essere riscritta come

(4.12) lwn, — wi)* < 2||v — w,||* + 2||v — wy||* — 4d?.

Usando ora la (4.10) ottengo che per ogni € > 0 esiste IV tale che per ogni n > N si
ha ||lv — wy|| < d + €. Di conseguenza ottengo dalla (4.12)

(4.13) Y,k >N |lw, —wi|®* < 4(d +¢)* — 4d* = 8¢ + 4¢2.

Quindi la successione (w,) ¢ di Cauchy. Siccome V & completo e W & chiuso in V,
W ¢ anch’esso completo. Dunque esiste wg € W tale che w,, — wp. A questo punto,
nella (4.10), faccio tendere n — oo, e, poiché la norma ¢ continua, ottengo

lv—wo| =d.

Ho dunque dimostrato I’esistenza di un vettore wy nel sottospazio W che minimizza
la distanza da v.

Dimostrazione dell’unicita. Supponiamo per assurdo che esistano due vettori distinti
wy e wy appartenenti a W che minimizzano entrambi, in W, la distanza da v, vale a
dire tali che

(4.14) lv — w1 = ||lv — w2l < [Jlv—w]| Yw e W.
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Se si prova a fare un disegno in cui w; e wy sono equidistanti da v si intuisce che
il vettore ws := (w; + wy)/2 & pin vicino a v di quanto non lo siano w; e wy. Pid
precisamente dovrebbe essere:

1
lo = ws]|* = [l —wi|* - 7lw2 = w ||
Dimostriamolo. Sia
d:=|v—w| =[v—wf,
e poniamo
1 1
21:1)—’11}3:1}—5(’(1)14-’11}2) 212:5(’(1}1—’11}2).

Applicando la regola del parallelogramma (4.5) ai vettori z; e z5 otteniamo
Iz + 221 + llz1 = 22l* = 2(|l21 ]I + 122]) ,
vale a dire
2 2 2, 1 2
[v = wil” + [lv = wal|” = 2jv — w3 " + Sllwr — w27,
da cui si ottiene

1
& = 5 v = will® + flo = w2 ] = [l = ws|* + 7 llwr — wal|*.

N =

Abbiamo ottenuto che, se wy # ws, la distanza di ws da v é minore di d, in contrad-
dizione con l'ipotesi. O

4.25 Teorema. (Teorema della proiezione). Se W ¢é un sottospazio chiuso di uno
spazio di Hilbert (V, (-,-)), allora ogni vettore v € V' puo essere univocamente scritto
come

(4.15) v=w+2z incuiweW eze W

Dimostrazione.
O Esistenza della rappresentazione (4.15).

Sia v € V. Il Lemma 4.24 ci dice che esiste w € W tale che
(4.16) d:=|jv—w| < |jv—u| Vw' e W.

Scrivo allora
v=w+v—w)=w+z

e faccio vedere che z := v — w é ortogonale a W, cioé che
(v—w,z)=0 zreW.

Sia x un elemento arbitrario di W. Per far vedere che v — w L x costruisco il vettore
w+tx, in cui t € C. Il vettore w +tx & ancora un elemento di W quindi, per la (4.16),
si ha, Vt € C,

d* < o= (w+ ta)|I” = | (v — w) — ta||?

4.17 _
(.17) — o= wl]? = B — w, 3} — t{e, v — w) + 12 el
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Come nella dimostrazione della disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, scriviamo

(x,v—w) = [{z,v— w>|e“9

e scegliamo ¢ della forma t = se~*, con s € R arbitrario. Le (4.17) diventa
—2s|(v —w, )| + 5% ||z]|* > 0 Vs eR,
che implica
(v—w,z)=0.

Quindi ho dimostrato che v — w & ortogonale ad un qualsiasi elemento x € W, cioé
z:=v —w € W, per cui la rappresentazione (4.15) esiste.

® Unicita della rappresentazione (4.15).
Assumo che ci sia un altro modo di scrivere v come una somma di un elemento di W
e un elemento di W+
v=w + 2 incuiw e WezeWwt.
Avrei allora
0=(w—-w)+(z—-2) incuiw—w €Wez—2 €Wt
Quindi

0=l(w—w)+ (2= 2)* = {(w—w') + (2 = ), (w —w') + (2 = )

= w — ' + ||z = 2'||?
Questo significa che w = w’ e z = 2'. O

4.26 Osservazione. La novita infinito dimensionale é rappresentata dal dover assu-
mere che W sia un sottospazio chiuso. Se W non é chiuso allora la conclusione del
precedente teorema in generale ¢ falsa. Consideriamo, ad esempio, £; come sottospazio
di ¢5. ¢ non ¢ chiuso, infatti la sua chiusura (in £2) coincide proprio con ¢3, in quanto
£ & denso in ¢3. Ora & chiaro che nessun vettore con infiniti elementi non nulli puo
essere rappresentato come nella (4.15) semplicemente perché (£4)+ = (f2)+ = {0}.

4.27 Proposizione. Se W ¢ un sottospazio dello spazio di Hilbert V', allora si ha
WwHt=w

quindi nel caso in cui W sia chiuso si ottiene
WwhHt=w.

Dimostrazione. (1). Dimostrazione che W C (W+)+.

Se w € W allora w ¢ ortogonale a tutti i vettori di W+, quindi w € (W+)+. Abbiamo
dunque
wcwht.

D’altro canto possiamo prendere la chiusura di ambo i membri e, dato che (W=+)+ &
chiuso, si ottiene

WcWwht=whHt.

(2). Dimostrazione che W > (W)L,
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Sia w € (W*)+. Dato che W & un sottospazio chiuso, per il Teorema 4.25 e la
Proposizione 4.23, posso scrivere

(4.18) w=0v+2z incuiveWezeW =W>.
Siccome w € (W), si ha (w, 2) = 0, quindi
12112 = (z,w —v) = (z,w) = (z,0) =0
quindi z = 0. Questo significa che w = v € W. O

4.28 Definizione. (Proiezioni ortogonali). Il Teorema 4.25, garantendo ’esistenza e
l'unicita della rappresentazione (4.15), ci permette di definire, fissato un sottospazio
chiuso W di V', una funzione che indichiamo con 7y che associa ad ogni vettore v € V'
la sua proiezione ortogonale su W. Questa funzione my : V. — W & univocamente
definita dalle due condizioni

(4.19) Twuv=w <<= (wWeWev—weW").
E facile vedere che 7y & un operatore lineare, vale a dire che
mw (au + Bv) = arw (u) + Brw (v) Yo, €C, Yu,veV.

4.29 Problema. Sia my la proiezione ortogonale sul sottospazio chiuso W di uno
spazio di Hilbert V. Dimostrare che

(a) 73 = mw, cioé Tw (mw (v)) = mw (v)

(b) 7w & simmetrico, cioé (mwwv,z) = (v, Ty z) per ogni v,z € V.

(c) Se W e Z sono due sottospazi chiusi di V' mutuamente ortogonali, allora my oy =
0.

(d) Se W e Z sono due sottospazi chiusi di V' tali che W C Z, allora mw o 1z =
Tz OTTw = TWw -

4.30 Problema. Sia myy il proiettore ortogonale sul sottospazio chiuso W dello spazio
di Hilbert V. Dimostrare che (u, Ty u) > 0 per ogni u € V.

4.31 Definizione. Lo spazio euclideo V si dice somma diretta dei sottospazi chiusi
Vi, Vo, V3, ... e si scrive

v:@vkzvl@%@...
k=1

se

(1) i sottospazi Vj sono a due a due ortogonali

(2) ogni elemento v di V' si puo univocamente rappresentare come

v=wv; +vg+--- in cui vy € Vg,

4.32 Corollario. Se W ¢é un sottospazio chiuso dello spazio di Hilbert V' allora

V=waeWw
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4.4 Sistemi ortogonali, completezza, basi

4.33 Definizione. Un insieme di vettori non nulli X C V é detto sistema ortogonale
(SOQG) se per ogni coppia di vettori u,v € X con u # v si hau L v. X & detto sistema
ortonormale (SON) se inoltre per ogni v € X si ha |lul| = 1.

4.34 Proposizione. Sia X un sistema ortogonale nello spazio euclideo (V,(-,-)).
Allora X & un sistema di vettori linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Identica al caso finito dimensionale.
4.35 Definizione. Un sistema di vettori (v, )qer ortogonale e completo in uno spazio
euclideo (V, (-,-)) & detto base ortogonale (BOG) di V. Se si ha inoltre ||v,| = 1 per

ogni « € I allora (vy)acr € detto base ortonormale (BON).

4.36 Lemma. Siavi,vs,...,v, un SOG e sia u un vettore arbitrario. Allora il vettore
z definito come

Zzi=u— <u,v12> v — (u,v22> Vg — ot — tw, Un2> n
[[o]] [[vz]] [[onl
¢ ortogonale a ciascuno dei v;, di consequenza si ha z L span{vy,...,v,}.
Dimostrazione. Si verifica immediatamente che per ogni i = 1,...,n, si ha (z,v;) = 0.
Quindi
ze{vy,..., v}t

Grazie alla Proposizione 4.23 ottengo

1
ze{vi,...,v,}" =span{vy,...,v,} =span{vy,...,v,}",

in cui 'ultima uguaglianza deriva dal fatto che il sottospazio generato da un numero
finito di vettori é necessariamente chiuso. O

4.37 Teorema. (Gram—Schmidt). Sia (v,)S2, un insieme di vettori linearmente
indipendenti nello spazio euclideo (V,(-,-)). Allora esiste un SON (u,)>2, tale che

(1) Ciascun u, & una combinazione lineare di vy,. .., v,
Up = Gp1V1 + <+ ApnpUp

CON Gy # 0

(2) Ciascun vy, puod essere scritto come
Up = bprus + - + bppuy
con by, # 0.
Di consequenza, per ognin =1,2,..., st ha

(4.20) span{vy,...,vn} = span{uy,..., Uy} .



4.4. SISTEMI ORTOGONALI, COMPLETEZZA, BASI 131

Dimostrazione. Per costruire il SON utilizziamo la procedura di ortogonalizzazione di
Gram—Schmidt, definendo:

w1, = U1 Uy = ’U)l/leH
(v2, w1)
Wy = vy w1 uz = wa/||wa|
[[ws [
<'U3,U)1> <’U3aw2>
W3 = V3 — w1 — w2 uz = w3/ |lws|
([ [ [[w2]|?
w (VUp, W)
k
(4.21) Wy = Vp, — Z ”’72 Wi, Up = wn/”wnH
2 ]
Grazie al Lemma 4.36 possiamo affermare che, per ogni n = 1,2, ... il vettore w,, é or-
togonale ai vettori wy, ..., w,_1. Poiché n & arbitrario il sistema (w,, )22, ¢ ortogonale
e quindi il sistema ()2 ; & ortonormale.
La formula (4.21) ci dice che v, si pud scrivere come
Up = Wy + Bnlwl +---+ Bn,k:—lwk—l )
quindi v, é una combinazione lineare di wy,...,w,. Viceversa, poiché w; = wvq,

sostituendo nella formula per wy otteniamo
Wy = V2 —

Quindi ws € una combinazione lineare di v; e ve. Sostituendo questa espressione nella
formula per w3 otteniamo che ws € una combinazione lineare di vy, vo,v3. Mediante
sostituzioni successive otteniamo che, per ogni intero positivo n, w, é una combina-
zione lineare di vq,...,v,. Questo fatto, unitamente a cid che abbiamo affermato in
precedenza, vale a dire che ogni v, € una combinazione lineare di wy, ..., w, equivale
a dire che per ogni n si ha

span{vy,...,v,} = span{ws, ..., w,} = span{uy,...,u,},
in cui 'ultima uguaglianza é banale. O

4.38 Problema. (Polinomi di Legendre). Usando la procedura di Gram—Schmidt,
trovare un sistema ortonormale pg, p1, p2, p3 in C3[—1, 1], a partire dal seguente sistema
di vettori linearmente indipendenti:

vo(r) =1, vi(x) =z, vo(x) = 22, v3(x) =23, wu(z) ==

Soluzione. Uso il procedimento di ortogonalizzazione di Gram—Schmidt. Osservo in-
nanzitutto che

1 2 N . .
/ gn_ Jwy1 senéun intero pari
-1 0 se n € un intero dispari.

Quindi

1
wo = 1 ||w0||2:/ Ldz = 2.
1
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Normalizzo
po = wo/|lwol| = 1/\/§~
Procedo )
<111,w0> 1 /
wy(z) = v (x) — wo(x) =2 — = zlder=x
(2) = 0] = gz ol 2/,
e
1
| = / 22 dy = 2/3
-1
quindi

p1(w) = wi/[lwi || = \/gx

<’l}2,'UJO> 0( )7 <U2,’U}1> 1( )

Il prossimo

wa(z) = va(z)

 wol? [Jws[|?
Si ha
1
(va, wo) :/ 22 1ldx ==
-1
e
(vg,w1) =0
Per cui )
wo(x) = 22 — 3"
Devo normalizzare wo
1 2
1 8
2 2
= _— d = —
sl = [ (#2-3) do= g

quindi
45 1 1 /5

2 2
=4/— — =) ==1/=(B82*-1).
P2(e) =/ (x 3) 7Yz B 1
ws, p3 si trovano proseguendo nello stesso modo.

4.39 Problema. (Polinomi di Hermite). Nello spazio euclideo pesato

Co(R, e~ da)
ortogonalizzare (senza normalizzare) i polinomi: 1,z,22 23 2% (Sugg: ricorda la
formula degli integrali Gaussiani del Problema 1.21).

Tam - 2 1 3 3z 4 2 3
Risp: 1, x, 27 — 5, 2° — 5%, 2* — 3= + 7.

4.40 Problema. (Polinomi trigonometrici). Dimostrare che il sistema di funzioni
1, sinz, cosz, sin(2x), cos(2z), sin(3z), cos(3z), ...

¢ ortogonale in C5[0, 27]. (Sugg: si utilizzino le formule (di prostaferesi?) per scrivere
il prodotto di due funzione trigonometriche come somma (o differenza) di funzioni
trigonometriche).

4.41 Proposizione. (Esistenza di una base ortonormale). In uno spazio euclideo
completo o separabile esiste una base ortonormale.
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Dimostrazione nel caso separabile. Sia (V ,(-,-)) uno spazio euclideo separabile e sia
(vn)$%1 un insieme numerabile denso in V. Da questo insieme di vettori si puo estrarre
un sistema linearmente indipendente semplicemente scartando quei v,, che si possono
ottenere come combinazione lineare di vy,...,v,_1. Supponiamo di aver effettuato
questa selezione. Chiamo wy, ws, ... la collezione di vettori linearmente indipendenti
cosl ottenuta. B chiaro che

span{(wn)pZy } = span{(va)pZi }

Ma sappiamo che i v;, costituiscono un insieme denso in V', quindi

span{(wn 5Ly} = span{(va)3i,} =V,

vale a dire (w,) ¢ un insieme completo di vettori linearmente indipendenti. A questo
punto applico la procedura di ortogonalizzazione di Gram—Schmidt a (w,) e ottengo
un sistema ortonormale (u,). Grazie alla (4.20) ottengo

span{uy, ..., u,} = span{ws, ..., w,}

e quindi, di nuovo,

span{(un )5y} = span{(wn)pl,} = V.

11 sistema ortonormale (u,,) ¢ completo e, per definizione, una base. O

4.42 Osservazione. (Sulla separabilitad). Abbiamo visto che se V' & uno spazio eucli-
deo separabile esiste una base ortonormale numerabile (uy)32 ; che pud essere “costru-
ita” a partire da un sistema completo di vettori linearmente indipendenti, mediante la
procedura di Gram—Schmidt. Nel caso in cui V sia completo ma non separabile é anco-
ra vero che esiste una base ortonormale (si prende un sistema ortonormale massimale,
la cui esistenza é garantita dal Lemma di Zorn), pero:

(a) Non esiste (in generale) un metodo “costruttivo” per trovare questa base ortonor-
male.

(b) La base (uq)aecs € necessariamente non numerabile. Infatti se esistesse una base
numerabile (ug)32 ; allora, dalla completezza di questo insieme di vettori seguireb-
be che V' = span{(uy)}. Sia ora X := spang{(ux)} I'insieme delle combinazioni
lineari finite a coefficienti razionali dei vettori u;. E facile far vedere che X & nu-
merabile e che X ¢é denso in span{(ug)}, quindi X ¢ denso in V. Di conseguenza
V' & separabile in contraddizione con la nostra ipotesi.

4.5 Disuguaglianza di Bessel

Supponiamo che
U= (Ul,UQ,U3, .. )

costituisca una base ortonormale in uno spazio euclideo infinito dimensionale separabile
V. Dato un vettore v € V, possiamo associare a v la successione di numeri reali (o
complessi, se V' & uno spazio euclideo complesso)

c=(c1,c9,c3...) in cui ¢ := (v, ug)

I coefficienti ¢; vengono chiamati coefficienti di Fourier del vettore v rispetto alla base
U. Dunque, fissata la base U posso associare ad un elemento v di V' un elemento ¢ di
R (0 C*). Posso definire quindi un’applicazione
Fu:V — C*>
V= c
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4.43 Problema. Dimostrare che F;; & un operatore lineare
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3

Sorgono a questo punto un certo numero di questioni riguardanti i coefficienti di
Fourier:

4.44 Domande.

(1)

(3)

In analogia col caso finito-dimensionale, & vero che ogni vettore pud essere scrit-
to come somma dei suoi coefficienti di Fourier moltiplicati per i vettori di base
corrispondenti? Vale a dire, si puod scrivere

oo
(4.22) v = ch U, incul ¢ = (v,ug) ?
k=1

Per far vedere che vale la precedente uguaglianza bisogna dimostrare che

n

(4.23) n11—>120 Hv - Z ckukH =0

k=1
Si puo dire qualcosa di pit sulle successioni ¢ = (¢1,¢a,...) dei coefficienti di
Fourier? Potrebbe essere che ¢ appartenga necessariamente a qualche spazio piu
piccolo di C*, come £, (C) o £y(C) o £,(C) per un qualche p?
L’operatore JF, ¢ iniettivo? Vale a dire se Fy(v) = Fy(w), quindi se v e w hanno
gli stessi coeflicienti di Fourier, allora deve necessariamente essere v = w?

4.45 Teorema. Sia (V' ,(-,-)) uno spazio euclideo, sia (ux)3, un sistema ortonormale
mV e siaveV. Poniamo

n
ek = (v, uk) S, = g Cr U -
k=1
Dati dei coefficienti arbitrari aq, ... ,a, € C definiamo anche

n
Sg = E o U -
k=1

Allora:

(1)
(2)
3)

[o = Sull < [lv—=S3l;
S lewl? < ||v||? (disuguaglianza di Bessel);

si hav="> 7o cyui se e solo se > po | ¢t = ||v]|? (uguaglianza di Parseval).

Dimostrazione. Possiamo scrivere

(4.24)

lv = SpII* = (v = S5 v — S5 = (v, 0) — 2Re(v, S7) + (S5, S7)

n n
= (v,v) — 2Rechch+ Z v |?
k=1 k=1
n

n
— ol = S e+ 3 ok — .
k=1

k=1

3anche se “operatore lineare” non ¢ stato ancora definito
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Notare che la quantita (4.24) ¢ minima quando I'ultima sommatoria ¢ uguale a zero,
quindi quando si ha aj = ¢;. Di conseguenza, fra tutte le approssimazioni di v fatte di
combinazioni lineari di uq, . . ., u, la migliore é quella ottenuta proprio con i coefficienti
di Fourier, cioé

(4.25) [o=Snll < llv—S71-

Nel caso di o = ¢, la (4.24) diventa
(4.26) lo = Sall® = llol® = lexl*.
k=1

Dato che il lato sinistro é non negativo, si ottiene

n
> lewl® < Jolf?
k=1

che implica, facendo tendere n all’infinito,

(4.27) Z lek)? < |Jv]|*  (disuguaglianza di Bessel).
k=1

Questa disuguaglianza ci dice che la somma dei quadrati dei coefficienti di Fourier di
un vettore v non supera il quadrato della norma di v, quindi, in particolare é finita!
Possiamo dunque rispondere alla domanda posta in precedenza: se ¢ = Fy(v) & la
successione dei coefficienti di Fourier rispetto ad un qualsiasi sistema ortonormale,
allora si ha ¢ € #5.

Infine, facendo tendere n — oo nell’uguaglianza (4.26) si vede che

(4.28) v= Z(v,u@ Up se e solo se |v]|? = Z |(v,ug)* O
k=1 k=1

Il teorema precedente ci dice che i sono percio due possibilita:
(i) ola (4.27) & un’uguaglianza, vale, cioe la cosiddetta uguaglianza di Parseval

(4.29) Z lek)? = ||v]|? (uguaglianza di Parseval).
k=1

e quindi v puo effettivamente essere scritto come combinazione lineare infinita
dei vettori uy,

o0
(4.30) v= Z CLUE
k=1

(ii) oppure le (4.27) & una disuguaglianza stretta, nel qual caso la (4.30) non ¢é valida.

Notare che, dato che ¢ = Fy(v), 'uguaglianza di Parseval puo essere simbolicamente
riscritta come

(4.31) | Fu(0)]le, = llvllv (ancora l'uguaglianza di Parseval).

Si capisce quindi che hanno importanza speciale quei sistemi ortonormali I per i quali
si verifica sempre 'uguaglianza di Parseval. Questo giustifica la seguente
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4.46 Definizione. Il sistema ortonormale (ux)3>, nello spazio euclideo V' & detto
chiuso se per ogni v € V si ha

o0 [e.°]
Z\ v, uR)|? = [Jv]|? e quindi anche Z v, U )
k=1 k=1

4.47 Proposizione. Sia U = (un)2, un sistema ortonormale nello spazio euclideo
(V,(-,)). AlloralUd é un sistema completo di vettori (quindi U & una base ortonormale)
se e solo se U & chiuso. Inoltre, se U & completo (o chiuso), V & necessariamente
separabile.

Dimostrazione. ®. Completo = chiuso. Sia (ug)72; un base ortonormale in V. Devo
far vedere che il sistema di vettori (uy) € chiuso, cioé che per ogni v € V si ha

oo
g v, Ug) Uk = hm S,
k=1

dove ho indicato con 5, la somma parziale n-sima costruita con i coefficienti di Fourier

di v, cio¢
n

S, = Z(U,uk> U .

k=1

Equivalentemente devo far vedere che
(4.32) per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che Vn > N si ha ||[v — 5,|| <e.
Per definizione di completezza del sistema (ug) si ha che

span(ug)pz, = V.

In altre parole per ogni v € V' e per ogni € > 0 posso trovare un intero positivo N e
dei coefficienti ag, ..., ay tali che

N
HU — ZakukH <e€.
k=1
Ma grazie alla disuguaglianza (4.25) ottengo
N
(4.33) v — S|l < HU—ZakukH <e.
k=1

Per dimostrare la (4.32) e quindi concludere mi basta osservare che, grazie all’identita
(4.26), la quantita ||v — Sy, || & non crescente in n, per cui dalla (4.33) segue che ||v —
Spl| < € per tutti gli n maggiori di N.

0. Chiuso = completo. Se il sistema (uy) ¢ chiuso, per definizione, si ha che, per ogni
veV,

n

U:,}LH;OZ@’UWW = lim S, .

n— o0
k=1

Poiché S,, € span(uy), la precedente equazione ci dice che v & un punto di aderenza di
span(uy ), cioé
v € span(ug) .
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Ma v é un vettore arbitrario in V', quindi
V = span(uy),

vale a dire il sistema (uy) ¢ completo.

® La dimostrazione che la completezza di U implica la separabilita di V' segue dalle
considerazioni fatte nell’Osservazione 4.42. O

Il teorema 4.45 ci dice che, fissato un sistema ortonormale (uz);2; in uno spazio
euclideo V, possiamo associare ad ogni vettore v € V' la successione ¢ = (¢x)32, dei
suoi coefficienti di Fourier. Questa successione appartiene allo spazio f5. Possiamo
procedere al contrario? Data una successione ¢ € £5 possiamo ricostruire il vettore v?
Se V' é completo la risposta ¢é affermativa.

4.48 Teorema. (Riesz—Fisher). Sia (V,{(-,-)) uno spazio di Hilbert, e sia
U= (ul,u2,u;g, .. )

un sistema ortonormale* in V. Allora per ogni ¢ = (cy,ca,...) € Uy esiste v € V tale
che ¢ = Fy(v), vale a dire

(4.34) ek = (v, ug) Vk=1,2,3...

Inoltre si ha
(4.35) ol = ez =3l 0= crup.
k=1 k=1

Dimostrazione. Definisco una successione di vettori vy, vs, ..., in cui

n
VUp i — E CrUk
k=1

Idea: far vedere che la successione (vy,) € una successione di Cauchy in V. Dato che V'
¢ completo, per ipotesi, in questo modo si ottiene che la successione (v,,) & convergente
a un qualche elemento v di V.

Procedo a far vedere che (v,) ¢ di Cauchy: siano n,m sono due interi positivi con
m > n. Siha

m 2 m m
”Un_vm”Q: H Z ckukH :< Z CkUk; Z Ckuk>
(436) k;n+1 - k=n+1 77Ij:nJrl
= > 2 amu= Y lal

k=n+1j=n+1 k=n+1

per cui
o0
(4.37) |vn — UmH2 < Z |ck|2'
k=n-+1

Dato che, per ipotesi, ¢ € £5, la serie Y- | |cx|* & convergente. Quindi il resto n-simo
tende a zero, vale a dire

o0
lim Z lek]? =
n—oo

k=n-+1

4non necessariamente una base
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che, tradotto, significa

o
(4.38) per ogni € > 0 esiste N tale che se n > N allora Z lek]? < e.
k=n-+1
Dalle (4.37) e (4.38) si ottiene
(4.39) per ogni £ > 0 esiste N tale che se n,m > N allora ||v, — vn,|| < &

che, significa esattamente che la successione (v,,) ¢ di Cauchy.

Dato che V' & completo, esiste v € V tale che v,, converge a v, cioé
(4.40) lim |lv—wv,|| =0
n—oo

ovvero, usando la definizione di v,,

(4.41) v= Z Cl Uk -
k=1

Ora devo far vedere che valgono le (4.34) e (4.35).

Iniziamo con la prima. Posso scrivere
(4.42) (v, ug) = (Un, ug) + (v — vn, ug)

Se n > k si ha che il primo termine ¢ uguale a

n

(U, ug) = Zci<ui,w> =c, Yn>k

i=1
D’altra parte si ha
(v = on, uk)| < [Jo = vnl| fJurl| = [l —vnl|
Grazie alla (4.40)

nl;rr;o [(v —vn,uE) =0

per cui, prendendo il limite n — oo nella (4.42) ottengo
(4.43) (v, ug) = ¢

Rimane da dimostrare la (4.35).

Ma questa ¢ quasi immediata. Infatti dalle (4.41) e (4.43) segue

v = Z(v,uk> Uy,

k

=

che ¢ equivalente, come osservato nella (4.28) alla (4.35) O

4.49 Proposizione. Sia U = (un)5>; un sistema ortonormale nello spazio euclideo
V,{-,-)). Si considerino le sequenti affermazions:

(

(1)

(2) U ¢ totale, vale a dire: non esiste alcun vettore v € V non nullo che sia ortogonale
a tutti gli ug.

U ¢ un sistema completo di vettori (quindi U & una base ortonormale).
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Allora valgono le sequenti implicazioni:

se V & completo se V non é completo
(1) < (2) 1) = (2)

Dimostrazione che (1) = (2). Sia (u,)>2; un sistema completo di vettori. Per la Pro-
posizione 4.47 (u,)$2 4 € un sistema chiuso, vale a dire per ogni v € V vale 'uguaglianza

di Parseval
ol =" (v, ux)]?.
k=1

Se v & ortogonale a tutti i vettori uy, questa uguaglianza ci dice che v & necessariamente
il vettore nullo.

Dimostrazione che (2) = (1) se V & completo. Voglio ora far vedere che, sotto l'ipotesi
che V' & completo (quindi uno spazio di Hilbert), vale I'implicazione contraria: se
(un)22, & totale allora ¢ completo. Per dimostrarlo assumo che (u,)52; non sia un
sistema completo di vettori in V' e fard vedere che non é totale dimostrando che esiste
un vettore w # 0 ortogonale a tutti gli w,. Supponiamo quindi che (u,)$2; non sia
completo e, di conseguenza, non sia chiuso. Per definizione esiste (almeno) un vettore
v € V per il quale non vale 'uguaglianza di Parseval, ma si ha

o0

(4.44) oll* > > v, we) .
k=1

Pongo

(4.45) ek = (v, up) .

Poiché V' é completo, per il Teorema di Riesz—Fisher, esiste w € V' tale che
(4.46) (w,up) = ¢, Vk=1,2,3,... e, inoltre vale ||w||* = Z ek .
k=1

Dalle (4.44), (4.46) si ottiene che ||v|| > |lw|| quindi, se definisco z := v — w, il vettore
z ¢ necessariamente diverso da zero. D’altra parte dalle (4.45), (4.46) si ottiene anche

(z,u) = (v —w,u) = (v, ur) — (W, ug) =ck —cp =0.

Abbiamo quindi trovato un vettore non nullo z ortogonale a tutti gli ug. O

Nel seguente problema si capisce che ’assunzione di completezza dello spazio euclideo
nella precedente proposizione & necessaria al fine di dimostrare I'implicazione (2) = (1).

4.50 Problema. Trovare uno spazio euclideo V' e un sistema ortonormale (uy)72
non completo in V', tale che non esista alcun vettore v # 0 ortogonale a tutti gli wuy.
(Sugg: la cosa ¢ possibile solo se V non é completo. Si prenda come V il sottospa-
zio di f definito come V := span{z,e® e®) ..} in cui z = (1,1/2,1/3,1/4,...)
e gli e(™ sono i vettori di base “canonici”. Si consideri poi il sistema ortonormale
{e? e®) @ 1 E ovvio che non ¢ completo. Nonostante cid si assuma che y sia
un elemento di V ortogonale a tutti gli e™ per n = 2,3,4, ... e si dimostri che deve
essere necessariamente y = (0,0,0,...)).
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4.5.1 C’¢é un unico spazio di Hilbert separabile

Una conseguenza importante del Teorema di Riesz—Fisher ¢ il fatto che ¢’¢ un unico
spazio di Hilbert (infinito dimensionale) separabile. Piu precisamente se V e W sono
due spazi di Hilbert infinito dimensionali separabili, allora esiste un isomorfismo ¢ :
V — W, cioé V e W sono isomorfi. L’applicazione ¢ é detta isomorfismo se é biunivoca
e “preserva la struttura dello spazio” V. Nel caso di uno spazio di Hilbert, preservare
la struttura significa che ¢ deve essere lineare e deve preservare il prodotto scalare,
vale a dire

(pu, pryw = (u,v)v Yu,v € V.

Grazie all’identita di polarizzazione della Proposizione 4.10, per far vedere che ¢ pre-
serva il prodotto scalare é sufficiente far vedere che preserva la norma associata, cioé
che vale

(4.47) loullw = |jullv YueV.

Infatti, assumendo che valga la (4.47), si ottiene (consideriamo per risparmiare inchio-
stro il caso reale, ma il caso complesso ¢ identico)
(pu, v)w = 7 (lpu + olfy — llpu — @vlliy)

(e + )l = llp(w = v)l)

— =] e

= 7l olly = flu=v[§) = (wv)v-
Osserviamo inoltre che se ¢ : V.— W ¢ lineare e preserva la norma, allora é necessa-
riamente iniettiva. Infatti

pu=pv = pu—v)=0 = [p(u—2)[lw=0 = [u—vly =0
— u—v=0 = u=w.

Riassumendo per far vedere che ¢ & un isomorfismo fra spazi di Hilbert & sufficiente
dimostrare che

(1) ¢ é lineare,
(2) ¢ preserva la norma,
(3)  ¢é suriettiva.

4.51 Teorema. Siano V e W due spazi di Hilbert infinito dimensionali separabili.
Allora V- e W sono isomorfi.

Dimostrazione. Dimostriamo che sia V' che W sono isomorfi a ¢5 dotato del prodotto
scalare canonico

S
<$7y>:ZfEkZTk x,yGEQ.
k=1

Dalla Proposizione 4.41 e dall’Osservazione 4.42 segue che V' ha una base ortonormale
numerabile U := (ux)3 ;. Consideriamo la funzione Fy; : V' — ¢5 che associa ad ogni
vettore v € V' la successione ¢ = (cj)$2, dei sui coefficienti di Fourier ¢ := (v, uy). B
banale verificare che Fy; ¢ lineare. Poiché U é una base ortonormale vale 'uguaglianza
di Parseval che, come osservato nella (4.31), equivale a dire che F; preserva la norma.
Infine, il Teorema di Riesz—Fisher ci dice che per ogni ¢ € /5 esiste v € V tale che
¢ = Fy(v) che vuol dire proprio che JFy, & suriettiva. In virtt di quanto detto prima
dell’enunciato del teorema, possiamo concludere che F;; ¢ un isomorfismo da V' a #s.
Quindi V' & isomorfo a f>. In simboli V = /5. Analogamente si ottiene W = /5 e
dunque V= W. O
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4.6 Riassunto delle precedenti puntate
Sia dunque V' uno spazio euclideo infinito dimensionale separabile e sia
U= (Ul,UQ,U3, .. )

un sistema ortonormale in V. Allora, per ogni v € V vale 'identita

n

n
lo =D~ (o,wi) unl® = [Jol® =Y (o, we)
k=1

k=1

Se U & completo (e quindi chiuso) (e quindi totale) allora ambo i membri di questa
identita tendono a zero quando n — oo, quindi

(4.48) v = Z(uuk) U e |v||* = Z |(v, ug)|?
k=1 k=1

Se il sistema ortonormale U non é completo, le cose si complicano. In questo caso,
mentre ci saranno dei vettori v per i quali la (4.48) & ancora valida, ce ne sono anche
degli altri per i quali

(4.49) v £ Z(v,u@ U, e lv]|? > Z |(v, ug)|?
k=1 k=1

Bene, ma che significa dire che
(4.50) v # Z(v,u@ ug ?
k=1

Puo significare due cose:
(1) o che laserie >~ (v, uy) uj converge a un qualche w, ma w # v. Questo significa
che il vettore v — w é ortogonale a tutti gli ug, quindi il sistema U non é totale

(2) oppure che la serie Y- | (v, ux) ug non converge a nessun elemento di V. Questo
pud accadere solo se V' non é completo.

4.7 Proiezioni ortogonali

Nel caso in cui W sia un sottospazio chiuso separabile, possiamo scrivere una formula
esplicita per 'operatore di proiezione ortogonale su W.

4.52 Teorema. Sia W ¢é un sottospazio chiuso separabile dello uno spazio di Hilbert
(V, (-,-)) e sia (ug)72, una base ortonormale di W. Allora la proiezione ortogonale
mwo div su W, definita nella (4.19), si puod scrivere come

o

(4.51) w=Two = Z(v,uk> U, -
k=1

4.53 Osservazione. (Ancora sulla separabilitd). Se W non é separabile, la formula

(4.51) diventa
w= Z(U,ua> Ug
ael
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in cui I ¢ un insieme non numerabile e (u,) € una base ortonormale di W. Ora &
facile far vedere che la somma di una infinitd non numerabile di termini positivi &
necessariamente infinita. E infatti si dimostra che, fissato w, solo una quantita finita
o numerabile dei termini (v, u,) sono diversi da zero e quindi la sommatoria & di fatto
una somma di una quantitd al pitt numerabile di termini. Il sottoinsieme finito o
numerabile degli u,, che danno un contributo non nullo alla somma non & pero fissato
a priori, ma varia al variare di w € W.

Dimostrazione. Poiché W & un sottospazio chiuso di V' e V' & completo, per la Pro-
posizione 2.37, si ha che W ¢ anch’esso completo. Quindi W & uno spazio di Hilbert
separabile. Se (ux)72, ¢ una BON di W, essa sara anche un SON in V. Dato v € V,
posso quindi definire la successione (c;)72, dei suoi coefficienti di Fourier, dati da

¢k = (v, ug) k=1,2,3,....

Grazie alla disuguaglianza di Bessel so che la successione ¢ = (¢x)32, appartiene ad
{5. Per il Teorema di Riesz—Fisher applicato a W esiste w € W tale che

(4.52) w= Z(v, Ug) U -

k=1

Affermo che w = myv. Essendo ovviamente w € W, per dimostrarlo ¢é sufficiente far
vedere che il vettore z = v — w & ortogonale a W. Verifichiamo:

(z,u5) = (v —w,u5) = (v,u5) — (W, uy)

n
:cjf<hrn E ckuk7uj>

n
=cj — nli}IIolo <; Ck Uk, uj> [uso la continuita del prod. scalare]

n
=c¢; — lim g cr (Up, u;
T T e k<k) ]>
k=1
:ijcj:().

Questo mostra che z 1 uyg, per ogni k. Grazie alla Proposizione 4.23 e usando il fatto
che (u)32, € una base di W otteniamo

- 1
z € span{uy, ug, ...} = W=,
Quindi w € W e z =v—w € W, vale a dire w & la proiezione ortogonale di v su

W. O

4.7.1 Problemi

4.54 Problema. Sia V =R" e sia u € R". Poniamo 7, := Tgpan{u}, Per cui abbiamo

(v, u)
TV = 7o U
[l
Dimostrare che ’operatore m, & rappresentato, nella base canonica di R™ dalla matrice
A con elementi
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4.55 Problema. Sia u := (1,2,3,4) € R*. Determinare la matrice che rappresenta
loperatore m, (la proiezione ortogonale su span{u}) nella base canonica.

4.56 Problema. Sia L = R" esia u;,...,u, un sistema di p vettori ortogonali in R".
Sia anche W = span{us, ..., u,}. Poniamo

Ty, = Tspan{uy}
Sia A®) la matrice che rappresenta I’operatore Ty, hella base canonica di R™

A =Tl p=1,

[l .,p, t,3=1....n

Dimostrare che
T™W = Ty, +"'+7Tupa
quindi 7y é rappresentato nella stessa base dalla matrice
A=AD ... 4 4D
4.57 Problema. Sia V = R* e poniamo
vy = (1,1,0,0) ve = (0,1,1,0) W = span{vy, v}

Determinare la matrice 4 x 4 A che rappresenta my, nella base canonica. Verificare
che A% = A.

Soluzione. Ortogonalizzando i vettori vy, vy si ottengono
w; =01 = (171a050) W2 = (71/271/27170)
Siano A e A le matrici che rappresentano Tw, € T, rispettivamente. Allora dalla

formula generale
(k) _ Uk,i Uk,j
A=

[[wll?
si ottiene
1 1 0 0 1 -1 -2 0
1 1 1 0 0 1 -1 1 2 0
1 _ = (2 _ =
A 2 0 0 0 O 4 6 —2 2 4 0
0 0 0 O 0 0 0 0
e
21 -1 0
1 1 2 1 0
— A (2 _ =
A=AY 4+ A =3 11 2 0
0 0 0 0

4.58 Problema. Sia V = (C5[0,1] e W = span{z, 23}. Determinare il nucleo integrale
K(x,y) delloperatore my, . Verificare che

LAK@me@@=K@@-

2

Calcolare w22 e verificare che 22 — 7y (22) & ortogonale a W.

Soluzione. Ortogonalizzo i vettori v; = x, vy = 2, ottenendo
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wi(z) =v1(z) ==
1 1 1
||w1||2=/ wl(y)Qdy=/ Y dy =3
0 0

1
) 3
wa() = () — L2 w1<x>=x3—3/ Vydye =a* — 2o

Jlun] 0 5

1 1
3 \2 1 6
2 2 _ 3 92 _-_2
(w2l —/sz(y) dy—/o(y 5?;) dy -

A questo punto posso scrivere

Kwi(‘rﬂy) = W e K(x,y) = Ky, (x,y) + sz(xay)

quindi
le (m,y) = Bxy
15 s 3 N( s 3 N_ 15 55 3, 5 35,9
Ky, (7, y) = 1 (1? 1‘) (y y)— (zy (y” +2°y) + my)

Finalmente

175 3 9 5 . )
K(z,y) = 3:cy+7 <13y3—3(1y3+13y)+2—51y) = 1(35x3y5—21(:cy3+x3y)+15xy)

L’ultima parte dell’esercizio é solo un calcolo

4.59 Problema. Sia V = C3[-1,1] e W = span{z,23}. Determinare il nucleo
integrale dell’operatore 7y, vale a dire determinare K (x,y) tale che

(rw £ (@) = / K (w9) S(0) dy

Calcolare myya°.

Soluzione. Innanzitutto ortogonalizzo i vettori x, z>.

3
_3_<m,w1) _ .3 3 4 _ .3 3
wa(z) = e wy(z) = 2/_1x dvz == e
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Infine per calcolare la proiezione del vettore z° utilizzo la definizione di nucleo integrale
che appare nel testo dell’esercizio

1 1 1
www5=/ K(ﬂf,y)y5dy=/ §ﬂcyﬂLE P2y y3—§y y° dy
-1 112 8 5 5
3 ! 175 [ 4
—ge [ (s ‘) (-
3, 1 (s 3, _6y 3.
8 5 35 77

2
-7 9
310 (4 3 10, 5

5

(Facoltativo). Controllo che il risultato sia giusto. Il vettore 2% — my 2 deve essere

ortogonale a x e a 3.

1
10, 5 1 10 1
3 5 3 3
- dr=2|=— — 4 —| =
") /1(95 9x+21z>$ v {9 63+21} 0

Ottimo!

4.8 Basi ortonormali negli spazi L,

4.8.1 [5(R) e i polinomi di Hermite

4.60 Problema. (Polinomi di Hermite). Si consideri lo spazio euclideo C2(R, e’ dx)

con prodotto scalare
— [ e ds.
R

(a) Ortogonalizzare (senza normalizzare) i polinomi: 1,z, 22, x3, utilizzando il proce-
dimento di Gram-Schmidt.

(b) Si definiscano i polinomi di Hermite come
Hy(z) = (=1)"e® D" (e*)
e si dimostri che
H! (z) = 22H, (1) — Hyy1(2).

(c¢) Utilizzando 'identita ottenuta al punto precedente, dimostrare per induzione 1'i-
dentita
H! (z) =2nH, 1(x)
che implica quindi la formula di ricorrenza
H,1(z) =2zH,(x) — 2nH,_1(x).

Dopo aver calcolato Hy e Hy a partire dalla definizione, calcolare con la formula
di ricorrenza Hs, Hs, Hy, Hs. Verificare che Hy, H1, Hy e Hj3 coincidono, a parte
la normalizzazione, con i polinomi ottenuti al punto (a).
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(d) Dimostrare che H,, soddisfa ’equazione differenziale:
H/!(x) — 2zH, (z) + 2nH,(z) = 0.

(e) Osservare che

2 2

O] e " Hy(x) =—-D(e ™ H,—1(x))
e dimostrare che
(Hpy Hp) = V72" ! 8y -

In particolare quindi (H,,)32; & un sistema ortogonale.
(Sugg: sia I,y = (Hp, Hp). Se m =0en > 0 (o viceversa), 'ortogonalita segue
dalla @. Se m e n sono entrambi positivi si pud integrare per parti usando la @
ottenendo una relazione fra I, ,,, e In_1 m—1. Questa relazione implica I, ,, = 0
se n # m, mentre, se n = m si ottiene, iterando, I, , = /7 2" n!).

(f) Osservare che, se v & un cammino chiuso nel piano complesso che gira una volta in
senso antiorario attorno al punto x, grazie alla formula integrale di Cauchy posso
scrivere

2

P e *
Hy(z) = (—1)e”" 22 [ S 4.
() = (=1)" 2wiL(z—x)n+1 z

Dimostrare quindi che la funzione generatrice dei polinomi di Hermite é data da
> t" >
2 —
F(t,z) := Zﬁrn(:c)m = 2ot=t"
n=0

(Sugg: scambiare la serie con 'integrale ed usare nuovamente la formula integrale
di Cauchy per calcolare 'integrale risultante).

(g) Le funzioni di Hermite sono definite come
n(z) = A, e_xz/an(x) in cui 4, = (v/m2" n!)_l/z.

Dimostrare che (1,)5%, ¢ un sistema ortonormale nello spazio euclideo C3(R)
(o nel suo completamento Lo(R)). Dimostrare che 1, soddisfa l’equazione di
Schrodinger dell’oscillatore armonico, data da (accatagliati a parte)

}1%(33):)\1%(@- Con)\:n+1.

2 2
[1d x -

2d2 T2



5. Funzionali lineari e
distribuzioni

J: We should have shotguns for this kind of deal.
V: How many up there?

J: Three or four.

V: Counting our guy?

J: I'm not sure.

V: So there could be five guys up there?

J: It’s possible.

V: We should have fuckin’ shotguns.

5.1 Funzionali lineari continui

5.1 Definizione. Un funzionale lineare F' sullo spazio vettoriale V' & un’applicazione
F:V — R tale che

(1) Flu+v) =F(u)+ F(v) per ogni u,v € V
(2) F(cu) =cF(u)perogniceR,ueV

5.2 Esempi.

(a) V =R. Dato a € R definisco ¢, (z) := az. ¢, & un funzionale lineare su R. Tutti
i funzionali lineari su R sono di questo tipo (perché?).

(b) InRR™. Se a € R™ possiamo costruire il funzionale lineare ¢, definito come ¢, (x) :=
Yoim Gt

(c) Nello spazio ¢1: se a = (a;)72; € {s, posso definire il funzionale lineare ¢, : 1 — R
come

(5.1) pa(z) =D aw;i wElh
i=1

Questa sommatoria € finita, infatti
o0 o0 oo

(5.2) > i <) aias] < suplai] Y o] = Jlalo [l
i=1 i=1 ¢ i=1

(d) Nello spazio (Cy(R), || - ||): se g € C1(R) allora posso definire il funzionale lineare
g : Cp(R) = R come

(5.3) oo(f) = / (@) f(@)de [ eCyR)

Osservo che l'integrale € ben definito, infatti
(5.4) lpg(f)] < /R lg(z) f(z)|dz < Sup |f ()] /R ()| dz = [[gllx | £l

147
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(e) Nello spazio (Co(R), || - ||): se y € R definisco il funzionale lineare delta di Dirac
0y : Co(R) = R come

(5.5) oy(f) = f(y)

Si ha ovviamente

10y (N = [F W] < N[ f]lu

5.3 Definizione. (Funzionali lineari continui). Dato lo spazio vettoriale normato
(V,]| - |I) indichiamo con V* 'insieme dei funzionali lineari continui su V. V* ¢ detto
spazio duale o coniugato dello spazio V.

5.4 Definizione. Un funzionale lineare F' sullo spazio vettoriale V & detto limitato
se la quantita
[Fll:=sup |F(z)]
zeV:|lz]|<1

¢ finita. La quantita || F|| & chiamata norma del funzionale limitato F.!

5.5 Proposizione. Se F' ¢ un funzionale lineare limitato sullo spazio vettoriale nor-
mato V, la norma di F' puo anche essere scritta come

(5.6) 17l = sup EE

a0 |||
Di consequenza vale la disuguaglianza
(5.7) [F(x)| < |F[[lzf]  VzeV.

Dimostrazione. Definisco

F
A:= sup |F(x)] B :=sup [P (@)
ceV:|el<1 220 ||zl

e faccio vedere che A = B.
@ Dimostrazione che B < A. Grazie all’lomogeneita di F', posso scrivere

F
B = sup |F =)l :sup‘F(i)’ = sup |F(z)|< sup |F(z)|=A.
220 |17 x#0 |z zeV:|z|=1 zeV:||z||<1

® Dimostrazione che A < B.

A= sup |F(z)|= sup |F(z)]
zeV:||z||<1 zeV:||z||<1, z#0
< |F ()] |F ()]
T zeVi||z]|<1, 2£0 lzll ~ zevizo |zl

5.6 Proposizione. (Condizioni equivalenti). Sia F un funzionale lineare sullo spazio
vettoriale normato V. Le sequenti condizioni sono equivalenti

(1) F ¢é continuo

(2) F ¢ continuo nell’origine

(3) F ¢ limitato

1dimostreremo fra poco che ¢ una vera norma
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Dimostrazione di (1) = (2). Banale

2).
Dimostrazione di (2) = (3). Assumo F continuo in 0. Allora, per definizione di
continuita, dato che F'(0) =0, si ha

(5.8) per ogni € > 0 esiste > 0 tale che se ||z|| < J allora |F(x)| < e
Ma allora se x & un vettore di V' con ||z| < 1 poniamo
u = 0x

per cui
[ull = [0 = |8] ||« <o

Quindji, sfruttando la (5.8) si ottiene

|F(z)| = |F(u/8)] = % |F(u)| < % Yz € V tali che ||z < 1,
da cui .
IFl = sup |F(z)] < <.
zeV:|z||<1

Quindi F' é un funzionale lineare limitato.

Dimostrazione di (3) = (1). Assumo F' limitato e voglio dimostrare che F' ¢ continuo.
Devo dunque far vedere che

(5.9) Yz eV,¥e>0,esiste 6 > 0 tale che se ||y — z|| < ¢ allora |F(y) — F(z)| <e
Scelgo x € V e e > 0. Allora, grazie alla (5.7), posso scrivere
(5.10) [F(y) = F(2)| = F(y —2)| < [|[F]|[ly — ||

Scegliamo ora ¢ := &/||F'||. In questo modo si ha che, se ||y — z|| < § allora

() = F@) <01l = e Il = <.

Abbiamo quindi dimostrato che F' ¢ continuo O
5.7 Proposizione.
(1) Se esiste C > 0 tale che

(5.11) |F(x)| < C|z] VeeV

allora si ha che F € V* e |[F|| < C.
(2) Se invece F € V* ¢

(5.12) per ogni € > 0 esiste v € V tale che |F(z)| > (C —¢) ||z|]

allora si ha |F|| > C.

5.8 Osservazione. Quindi per dimostrare che ||F|| = C bisogna far vedere che valgono
la (5.11) e la (5.12). In casi particolarmente fortunati la (5.12) puo essere sostituita
da una condizione piu semplice, vale a dire che

(5.13) esiste © € V tale che |F(x)| = C ||z]|
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Dimostrazione. Se vale la (5.11), allora

|Fl[:= sup [F(z)]< sup (Clz)=C sup [af =
zeV:|z||<1 zeV:||z||<1 zeV:|z||<1

Per dimostrare la seconda affermazione, assumo, per assurdo, che sia || F|| < C' e scelgo
e=(C —|FJ|)/2 > 0 in modo tale che

—|IF| + 2
Per la (5.12) esistera € V tale che
[F(2)] = (C =) [lz]| = (IF| + &) |l
che ¢ un assurdo perché vale sempre |F(z)| < || F|| ||| O

5.9 Problema. Nei casi seguenti dire se F' é un funzionale lineare continuo su L. Nel
caso di risposta negativa giustificare la propria affermazione

(a) L=tz Flx) =3 () L=ty Fla)=3

i f@)
¢) L=ty, F(z)=Y % d) L=Cy(R), F(f) =
(c) 0 ();ﬂ (d) 1(R), F(f) = 1+\/|?
(€) L=Cyps(R), F(f)= 1j(ﬁdx (f) L=Co(R), F(f) = lei |;| de

Soluzione. (a) No. Si prenda z; = 1/i. Allora z € f2, ma >, x; = 00.
(b) Si. Infatti, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,

\Zmz < llzll [Z ] "

i=1
e la seconda serie & convergente.
(c) No. Si prenda z; = 1/V/i. Allora z € ly, ma Y oo, 2;/Vi=> 2 1/i=
(d) No. Si prenda f(z) := (1 + |z|Y/2)~1. Allora f € C4(R), ma
/ 1
1+\/|x ~ e U 21+ [a[1/5)

|—5/6

dx

L’integrando, quando z — oo, converge a zero come |z , quindi l'integrale &
divergente.

(e) Si. Infatti, per la disuguaglianza di Holder,

(@) ! "
/Rwdx < [ fllasa [/R de}

in cui I'integrale a destra é chiaramente convergente.
(f) No. Infatti si prenda f(x) := [log(2 + |z|)]~!. In questo caso

f@) 1 )
Tt e ™= / L+ J2]) log@ + Ja])

L’integrando, quando = — oo, converge a zero come (|z|log |z|)~!, quindi I'integrale &
divergente.
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5.10 Problema. Calcolare la norma del funzionale lineare §,, con a € R che agisce
sullo spazio normato (Co(R), || - ||..)-

5.11 Problema. Dimostrare che la delta di Dirac d,, nello spazio (C1(R), || - ||1), &
un funzionale lineare non limitato.

5.12 Problema. Nello spazio ¢, consideriamo il funzionale lineare ¢, definito come

oo
Ya(x) := Z a;T; .
i=1

Sia g :=p/(p — 1), in modo tale che % + % =1,esiaa€/{,.
(1) Dimostrare che il funzionale lineare ¢, ¢ ben definito su ¢,, vale a dire la somma-

toria & convergente per ogni x € £,

(2) Dimostrare che il funzionale lineare ¢, & limitato su ¢, e trovare un limite superiore
alla norma di ¢,

(3) Dimostrare che ||¢q] = ||allq-
Soluzione. Punti 1 e 2. Sia a € {,. Allora, per ogni x € ¢, si ha, per la disuguaglianza

di Holder,

< llallq llzllp

(5.14) lpa ()| :’ Zax

Questa disuguaglianza dimostra che la sommatoria ¢ finita e al tempo stesso che ||pq|| <
lallq-
Punto 3. Sapendo gia che ||¢,|| < ||al|q, mi basta dimostrare che vale la disuguaglianza

opposta |[¢a]l > |lallq- A questo scopo, dato a € {4, cerco un particolare vettore x € £,
tale che valga

(5.15) [pa()] = llallq 121,

Non sempre ¢ possibile trovarlo (vedi il Problema 5.18 in cui & necessario usare un
metodo pit complicato). In questo caso perd con la scelta

z; = sgn(a;) |a; |7
la (5.15) ¢ soddisfatta. La verifica ¢ un semplice calcolo O

5.13 Problema. Sia g € C1(R) e sia ¢, il funzionale lineare nello spazio (Cy(R), ||-|.)
definito come

oolf) == / o(@)f(#)de [ eCyR).

Dimostrare che ||¢g4|| = ||g]1-
Soluzione. Dimostro prima che ||¢g4|| < ||lgll1 e poi che ||¢4]| > |lg]l1. Osservo che per
ogni f € Cy(R) si ha

o1 < [ lot@)f @)l do < supl @) [ lote)ldo = ol 151

e questo implica, come osservato nella Proposizione 5.7, che ||¢g|| < [lg]]1-
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Passiamo a dimostrare la disuguaglianza opposta. Questo ¢ un po’ pitt complicato
perché, dato un £ > 0, devo trovare funzione f € Cj(R) (che in generale dipende dal
valore di €) tale che

0 (ool =| [ 9(@) fta)da| > (gl =) 1

» Divagazione. Il problema deriva dal fatto che la funzione f deve essere continua.
Se potessi scegliere una funzione f limitata ma non necessariamente continua, allora
risolverei facilmente senza neppure dover usare ’epsilon (!). Sia infatti

s (@) = sgm(g(a) {i ey <"

Il motivo di questa scelta di f & che posso scrivere

f(@)g(x) =lg(z)]  VoeR

e a questo punto ho svoltato. Infatti ottengo

o)) =] [ ota) f@)da| =| [ lat@)de| = [ lat@)ldr = gl

che mi dice che la (V) ¢ soddisfatta, dato che || f||, = 1. Purtroppo questa funzione f
non é continua. Fine Divagazione. <«

La divagazione precedente ci ha fatto perdere del tempo ma non ¢ stata completamente
inutile, perché l'idea (&) ¢ pitt 0 meno quella giusta. Siccome perd f deve essere
continua non pud saltare istantaneamente da —1 a +1 e viceversa, quindi dovremo
creare dei “raccordi obliqui” fra i tratti nei quali f vale 4+1 e quelli in cui vale —1. Per
di pit? il numero di questi raccordi puod essere infinito. Infatti la funzione continua
g potrebbe cambiare segno un numero infinito di volte. Fortunatamente si tratta di
un’infinita numerabile, perché ogni volta che g assume un valore (diciamo) positivo,
allora sara positiva in tutto un intervallino che contiene sicuramente un razionale. Un
altro modo di dirlo é che, siccome g é continua, gli insiemi

Ay :={xzeR:g(x) >0}
A_:={xzeR:g(x)<0}

sono entrambi aperti. Ma é noto [KF p.64] che ogni insieme aperto di R si puo
rappresentare come unione finita o numerabile di intervalli aperti disgiunti. Quindi®
esistono 4 successioni di numeri reali a;7, b7, a,, b, tali che

A+ = U?I.ozl (a’jm b;t)

A= U?LO:I (flﬁa b;)

Su ciascun intervallo (a;7, b;) voglio definire la funzione f in modo che valga sempre
1 eccetto nelle vicinanze dei 2 estremi dell’intervallo (analogamente sugli intervalli
(a,, b,,)). Scelgo due successioni di numeri reali positivi (d,}) e (d,;) e definisco la

funzione f sull’intervallo (a;’, b;") nel modo seguente

2come se non avessimo di meglio da fare che creare “raccordi obliqui”

3facciamo il caso in cui il numero di questi intervalli ¢ infinito numerabile
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af  af+df bf—dt  bf

n n

LT ct R}

n n n

vale a dire

(z —al)/df sexe L :=(af, al +d)

flx):=<1 sex € Cf = laf +df, b} —df]
(bf —x)/d} sex € RS :=(bf —db, bl)

La definizione di f sugli intervalli (a;, , b,,) ¢ analoga, con il segno cambiato. Infine
definisco f(z) = 0 se g(x) = 0. Non ho ancora detto come devo scegliere le quantita
df. Per il momento osservo soltanto che, affinché la definizione della funzione f sia

univoca deve essere
df <|bf —at|/2 d, <|b, —a,|/2.

Una scelta precisa per queste quantitd la fard piu tardi. Ricordiamoci che il nostro
scopo & dimostrare la (©). Osservo che con la scelta fatta di f, le due funzioni f e
¢g hanno sempre lo stesso segno, quindi il prodotto fg é sempre non negativo. Allora
posso scrivere

’/Rg(x)f(x)dx‘ :/A g(z) f(x) d:c+/ g(z) f(z)dz

0o bj 0o b,
=Y [ @ i@zt Y [ o) s de,

n= n

D’altra parte si ha

/b o) f@)do> [ oo flade = [ gfa)do

n

+

/b
ab

Sommando su tutti gli n ottengo

3

layde— [ (oo~ /R g(a)ds

n n

o) f@)de > [ gla)de— ) g@ydo+ [ gle)dzl .
Ay Ay ot 3 R

Analogamente

IRCICEES el

g(x)dx + /

[ ote) dx} |

n
che, poiché su questi intervalli g é negativa, si puo riscrivere come

oo

IRCICEEY e i IS T

— UL Ry
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Mettendo tutto insieme ho

0o()] = / 9(z) f(z) dz > /A l9(2)] de

+UA_

_,i [ wldrs [ gas+ [ gl [ o]

n n n

Dato che
/ g@ldz=lgli e [flu=1,
A+UA_

al fine di dimostrare la () tutto cid che manca & far vedere che, con una scelta
opportuna delle quantita dF, si ha

nil [/i Ig(x)ldx+/RI |g($)dx+/Ln g(x)|da:+/Rn g(gj)dx:| <e.

A questo scopo uso il risultato del Problema 3.59 che afferma che se g € C1(R) allora

per ogni € > 0 esiste un § > 0 tale che se [a, b] & un qualsiasi intervallo di
lunghezza non superiore a § allora fab lg(z)|dz < e.

Nel mio caso devo stare leggermente piu attento perché ho una somma infinita di questi
integrali, ma nulla di preoccupante. Utilizzo I'affermazione appena citata prendendo al
posto di € i valori €/(4-2"). Dunque ottengo una successione di quantita corrispondenti
0, tali che

b
se [a,b] & un intervallo di lunghezza non superiore a §,, allora / lg(z)| dx < 1 E2n .

Una volta che ho i 6, posso finalmente scegliere la larghezza di degli intervallini sui
quali f ¢ obliqua, larghezza che avevo lasciato in sospeso. Mi ricordo che di puo essere
al massimo uguale a |b} — a;|/2, dunque pongo

d;: := min{ §,, \b:{—am/2}
d. :=min{d,, |b, —a,|/2}.

A questo punto ho ottenuto

S|/ o@laes [ @it [ gwlaes [ o))
o LWL Rt Ly Ry
> € € € € gy
< — R
;{4.2n+4.2n+4-2n+4-2n] ;2” c
che ¢ esattamente cid che dovevo dimostrare O

5.2 Lo spazio duale

5.2.1 Lo spazio duale é uno spazio vettoriale normato

5.14 Definizione. Dati due funzionali lineari F' e G sullo spazio vettoriale normato
(VoI - |I) e dato ¢ € R, posso definire le operazioni di
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(1) somma fra due funzionali lineari come
(F+G)(x):=F(x) + G(x) zeV
(2) prodotto di un funzionale lineare per un numero come
(cF)(x) := cF(x) reV.
5.15 Proposizione. Lo spazio duale V* di uno spazio vettoriale normato (V| - ),

con le due operazioni introdotte nella Definizione 5.14, é uno spazio vettoriale. La
quantita

|Fl[:= sup [|F(z)|
zeV:|lz]| <1
¢ una norma su V*.
Dimostrazione. Vanno dimostrate le proprieta (A), (B), (SV1), ..., (SV8) che defi-

niscono uno spazio vettoriale (Definizione 3.1). Tutte queste proprieta si dimostrano
in modo completamente meccanico, non € richiesta attivitd cerebrale oltre a quella
necessaria per 'uso della penna. Ad esempio, per quanto riguarda la proprieta (A).
Devo far vedere che se F,G € V* allora la loro somma F + G appartiene a V*. Sia
H := F + G. Dire che H € V* significa due cose: che H & un funzionale lineare su V'
e che H é limitato. Vediamo che H ¢é una funzionale lineare. Siano xz,y € V e c € R.
Allora

H(z+vy)=Fx+y)+Glx+y)=F(x)+ F(y)+G(x)+ G(y) = H(z) + H(y)
H(cx) := F(cx) + G(cx) = cF(z) + cG(x) = cH(z) .
Quindi H é lineare. Per quanto riguarda la limitatezza osservo che

sup |[H(z)| = sup |F(z) + G(2)| < sup [|F(2)| + |G ()]
zeV zeV eV

< sup |F(z)] + sup |G(2)|] = [|1F]| + |G|
zeV zeV

Ho quindi dimostrato non solo che H é limitato, ma anche che
IF+GI<[Fl+IGl VEGeV™,

che ci torna utile per affermare che || - || ¢ una norma su V*.

In modo pressoché identico si dimostra che se F' € V* e ¢ € R allora ¢F € V* (proprieta
(B)).

Cosi, tanto per evidenziare la banalita della cosa, dimostro una delle altre proprieta
degli spazi vettoriali, diciamo la (SV4) che afferma

per ogni F' € V* esiste G € V* tale che F + G = 0.
Sia dunque F' € V*. Allora definisco un’applicazione G : V' — R come
G(z) = —F(x) reV.

E immediato verificare che G ¢é lineare e che G ¢ limitato con ||G|| = ||F||. Quindi
G € V* e, ovviamente F + G = 0.

Le altre proprieta sono altrettanto ovvie. O
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5.16 Problema. Sia F il funzionale lineare definito come F(f) := file(a:) dx.
Calcolare || F|| quando F agisce: (a) su (C[—1,1],] - ||1), (b) su (C[-1,1],] - l2), (c)
su (Cl=1,1], [ - [lu)-

5.17 Problema. Sia F' il funzionale lineare definito come
F(f) ::/ cosz f(x)dx.
0
Calcolare ||F|| quando F' agisce: (a) sullo spazio (C[0,n],]| - |l1); (b) sullo spazio
(C[0, 7], ] - l2) (in questo caso dare semplicemente la risposta senza dimostrazione).

Soluzione. (a) Se f & una funzione continua su [0, 7] si ha

(DI =| [ cosa @) da] < cosall 1

Questa disuguaglianza ci dice che
[F]l < [lcoszfly =1.

D’altra parte consideriamo una successioni di funzioni continue f,, che hanno un picco
sempre piil stretto in corrispondenza di uno dei massimi del |cosz|, ad esempio in
x = 0. Scegliamo, ad esempio,

_J1—nz sexzel0,1/n]
fn(x) T {0 sex € (1/774'”}

In questo modo si ottiene

R(f,) e [EU)I [y cosa ful@)da| _ [y cosa fu(a)da

Il [ (@) dal Jo!" falw) da

Poiché il coseno ¢ decrescente nell’intervallo [0, 1/n] si avra

1/n

/n
/1 cos z fn(x) dx > cos(1/n) fn(z)dx.
0

0
Di conseguenza

cos(1/n) fol/" fn(z)dx
fol/n fo(z)dx

Poiché sappiamo gia che || F|| < 1 otteniamo

cos(1/n) < R(fn) <1,

R(fn) 2 = cos(1/n).

di conseguenza, siccome lim,,_, o, cos(1/n) =1, si ha

lim R(f,) =1,

n—oo
che dimostra ||F|| = 1.

(b) Utilizzo il seguente fatto noto: se p > 1, ¢ = p/(p — 1) e g € Cy(R) allora il
funzionale lineare ¢, : C,(R) — R definito come

o(f) = / g(@) f@)dz | CyR)

¢ limitato e vale |l¢4] = ||gllq. Nel caso considerato ottengo:
™ ™ 1 2
IE|? = || cos ]2 :/ cos? z dz :/ Ltcos(@) , ™
0 0 2 2

quindi [|F|| = \/m/2.
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5.2.2 Identificazione di alcuni spazi duali importanti

5.18 Problema. Nello spazio ¢; consideriamo il funzionale lineare ¢, definito come

o
x) = Z a;T; .
i=1

Allora

(1) Dimostrare che se a € £, il funzionale lineare ¢, & ben definito su ¢, vale a dire
la sommatoria é convergente per ogni x € {1

—
\V)
~

Dimostrare che se a € £, il funzionale lineare ¢, ¢ limitato su ¢

—
w
~

Dimostrare che vale ||¢q]| = ||a]co-

—~
>~
~—

Dimostrare inoltre che ¢ ¢ un isomorfismo di fo, su ¢7, vale a dire far vedere
che ogni funzionale lineare continuo F' su ¢; si puo scrivere come F' = ¢, per un
qualche a € £

Soluzione. Punti 1 e 2. Sia a € {,. Allora, per ogni x € /1 si ha

oo
D lail || < sup [a| ZW = llallos llllx
i=1 i=1

(516) ‘9011 | _‘ Za’lxl =

Questa disuguaglianza dimostra che la sommatoria ¢ finita e al tempo stesso che ||pq|| <
lallso-

Punto 3. Sappiamo che |¢q|| < ||a]|co. Per dimostrare che ||pgq| > |/a]|o, usiamo la

condizione (5.12). Sia dunque € > 0. Voglio trovare = € {1 tale che

(5.17) |fa(2)] = ([lallec =) [l

Dato che ||a||« := sup; |a;|, per definizione di estremo superiore, esiste un intero j tale
che |a;| > |la]lco — €. Scelgo a questo punto la mia successione z € ¢; come

z = (0,0,...,0,1,0,0,0,...)

in cui I’elemento 1 appare alla posizione j-sima. Ovviamente si ha

o0
lafly =) leal = 1.
i=1

Con questa scelta di x ottengo.

o0
lpa(@)] = 1Y asil = lajz;| = lag| > llalloo —& = (llalloo — ) |z
i=1
e la (5.17) ¢ dimostrata. Quindi ||p.] = lla]leo

Punto 4. Ora voglio far vedere che se F' ¢ un funzionale lineare continuo su ¢; allora
esiste a € o tale che F = ,. Sia dunque F € 5 e 2 € £1. Se ()3, ¢ la base
canonica di #/; si ha

n o0
lim [lz =Y wie® |y = lim > |z =0,
n— oo =1 n—oo

1=n+1
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quindi posso scrivere
n o0
r = lim E ziel = E xie®
n—oo
i=1 i=1

Dato che F' é continuo si avra
F(z) = lim inF(e(i)) = inF(e(i))
n— oo
i=1 i=1

Ponendo a; = F(e?)) ottengo proprio che F' = ¢,. Devo ancora far vedere che a € /o,
cioé che a é una successione limitata. Ma dato che F' é continuo e dunque limitato si
ha A ‘

jasl = ()] < [|F|[|e® ] = [|F|

quindi ||allec < ||F|, quindi a € o O
5.19 Proposizione. Nello spazio normato ({y, || - ||eo) Sia @ : Lo — R definito come
o0
(5.18) Yalx) := Zaixi x € fy
i=1

Se a = (ar)y2, € l1, allora

(1) @q & un funzionale lineare continuo su {q.

(2) llpall = llally := 3252 lax|

(3) Se F ¢ funzionale lineare continuo su £y allora esiste a € {1 tale che F = pq, vale
a dire tutti gli elementi di £ si possono scrivere nella forma (5.18) con a € £y.

Dimostrazione di (1).
oo oo o0

(5.19) oa(@)] =D il <Y lasa] < sup o] > Jai| = Jlafy [|12]lo
i=1 i=1 v i=1

Dimostrazione di (2). La (5.19) dimostra che ||¢q|| < ||al|1. Per dimostrare che invece
lloall > llall1, sia o € ¢1. Faremo vedere che

(5.20) per ogni £ > 0 esiste x € ¢y tale che |¢q(z)| > (||lall1 — &) |2]|0o
da cui, grazie alla (5.12), potremo concludere ||@,|| > ||a||1. Sia quindi € > 0. Siccome

a € {1 esiste n tale che

o0

(5.21) > ail <e

1=n—+1

Poniamo quindi

sgn(a;) sei<n
x; =
’ 0 sei>n

in cui sgn(a;) rappresenta il segno del numero reale a;, vale a dire +1 se a; & positivo
o nullo e —1 se a; & negativo. Quindi la successione x puo essere scritta come

e= (2 229 00,
1] |az| |an|
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in cui, convenzionalmente, se a; = 0, intendiamo a;/|a;| = 0. Chiaramente = € {; e la
sua norma ¢
|2]| 0o == sup|xi| =1.
(2

11 valore di ¢, su questo vettore = allora si puo stimare dal basso nel modo seguente:

oa(@)] = D> aimi| =D ai—| = > ai—=|=>_lail = llal1=>_ lail > [lall1—¢
i=1 i=1 |ail i=1 |ail i=1 i=n+t1

Dato che ||z||; =1 si ha dunque

|oa(2)] = (llarll =) [l -

Abbiamo dimostrato in questo modo la (5.20), quindi ||¢.| > |la|l1. Insieme alla
disuguaglianza inversa che gia conoscevamo grazie alla (5.19) questo ci permette di
concludere che |[pq| = [la||1-

Dimostrazione di (3). Sia F un funzionale lineare continuo su £y. Voglio far vedere
che esiste a € £; tale che F' = ¢,. Sia quindi z € {y, cio¢ x = (z,)72, e vale

(5.22) lim z; =0.

1—00
Poniamo, come al solito,

e®:=(0,0,...,0,1,0,0,...)
(i)

Affermo che

= i (1)
(5.23) x nl;rrgozlmle .
Infatti

n
Dy =z = wie o = sup |zx]
i=1 kzn

Grazie alla (5.22) si ha che D,, tende a zero quando n — oo quindi vale la (5.23). Di
conseguenza, dato che F' & continuo posso scambiare il limite con F(-) e ottenere

_ ; D) = 1 F(e(®)
F(z) = F(nlgr;oz%e ) = nh_}n;OleF(e )
i=1 i=1
Ponendo ora

otteniamo -
F(z) = Zaimi = pa(T).
i=1

Resta da verificare che a € ¢1, vale a dire che

o0

(5.24) Z la;| < o0
i=1
Dimostreremo un’affermazione pit forte della (5.24), vale a dire che

n
per ogni n si ha Z la;| < || F]l .

i=1
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A questo scopo poniamo

n
) — (m, @ ,o,o,o,...) -
lax|” [az] |an| — lail

Ovviamente abbiamo che

2™ ety e |2 =1

di conseguenza si ha
[FE™) < [IF| lloo = IFIl-

Ma, d’altra parte,

) = 1F(3 )l =
=1

per cui

n
a;
-2 e
|a]

=1

3y L p(e®)
— |ai

n
=2_lai
i=1

n

Yolal<|F| - Vn

i=1
che implica

o0
D lasl < | FI.
i=1

Di conseguenza a € ¢; e la proposizione ¢ dimostrata O

5.20 Problema. Per a € R, calcolare la norma di d, che agisce sullo spazio (C°(R), ||-

[

Soluzione. Possiamo scrivere

100 (f)] = 1f(a)| <sup|f()] < [Iflu VfeCT(R)
yeR

Questo ci dice che ||d,|| < 1. Per dimostrare che ||d,|| = 1 & quindi sufficiente trovare
una funzione particolare h € C°(R) tale che

‘6a(h)| = ||h||u

Sia dunque h una funzione C°*° a supporto compatto il cui modulo abbia il massimo
assoluto nel punto z = a, ad esempio

1
T 1—(z—a)2 _ <
h(z) = e sellr—a| <1
0 selx—al>1

E immediato verificare che il massimo di & si ha appunto per = a e vale h(a) = 1/e.
Quindi
[0a ()] = h(a) = sup |h(z)] = [P
z€R

Questo implica

5a(1)] - 13a(h)]

18al| = sup > =1
gz e T MRl
Quindi ||0,]] > 1. Ma gia sapevamo che ||0,|| < 1, quindi deve essere [|d4] =1 O

5.21 Problema. Fare un esempio di un funzionale lineare non continuo nello spazio
normato (Cy(R), || - 1)-
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5.2.3 Lo spazio duale di uno spazio di Hilbert

Uno spazio di Hilbert ¢ un caso particolare di uno spazio di Banach in cui abbiamo, in
pit, un prodotto scalare. Se (V, (-,-)) é uno spazio di Hilbert possiamo dunque ancora
parlare di spazio duale, come l'insieme di tutti i funzionali lineari continui su V. Nel
caso hilbertiano pero c¢’¢ un modo “naturale” per trovare alcuni funzionali lineari che
(si dimostra facilmente) sono continui. Basta porre per un generico v € V'

(5.25) wu(2) = (z,v) zeV.
E facile vedere che ¢, ¢ un funzionale lineare continuo.

5.22 Domanda. Tutti i funzionali lineari continui su V sono della forma (5.25)7

La risposta é affermativa. In altre parole il duale di uno spazio di Hilbert & isomorfo
a se stesso V* = V.

5.23 Teorema. Sia (V,(-,-)) uno spazio di Hilbert reale e definiamo per ogniv € V,
la funzione @, : V. — R come

wu(2) == (z,v) VzeV.
Allora

(1) per ogni v €V si ha @, € V* ¢, inoltre, ||p,| = ||vl
(2) seci,ca €R ewvy,vg €V allora Ye v, +cyvs = C1 Poy + €2 Pusy

(3) se F & un funzionale lineare continuo su 'V, allora esiste v € V tale che F = ,.

Dimostrazione di (1). Faccio vedere innanzi tutto che ¢, é un funzionale lineare. Siano
w,z € V esia c € R. Allora, grazie alle proprieta del prodotto scalare, abbiamo

Po(w + 2) 1= (W + z,v) = (w,v) + (2,0) = Py (W) + pu(2)
Oy (cw) := (cw,v) = c{w,v) = cp,(w)

dunque ¢, € lineare. Passo ad occuparmi della sua norma. Dalla disuguaglianza di
Cauchy-Schwarz ottengo

low(2) = [{z,0)] < [lz[ vl
che implica ||¢,|| < ||v||. D’altra parte scegliendo z = v si ha
oo (v)] = [(v,0)] = [lv]|*.

Di conseguenza ||¢,|| = ||v]].

Dimostrazione di (2). L’affermazione si dimostra immediatamente usando la bilinearita
del prodotto scalare. Infatti, poiché V' & uno spazio di Hilbert reale, possiamo scrivere

Geyvi+eavs (2) = (2,101 + cov2) = ¢1 (2, v1) + €2 (2, v2)
= 1Py, (2) + 2w, (2) = (1w, + C2000,)(2) -

Dimostrazione di (3). Sia F € V* e consideriamo il nucleo di F'
Np:={ueV:F(u) =0}.
Dato che F' é continuo Ng ¢ un sottospazio chiuso di V. Se Ngp =V, allora si ha

F(u)=0 YueV,
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vale a dire F' ¢ il funzionale nullo, F' = 0. In questo caso scelgo v = 0 e ottengo
(v,u) = (0,u) =0 = F(u) YueV,

per cui abbiamo F' = ¢, e affermazione (3), in questo caso banale, & dimostrata.

Consideriamo dunque l’altro caso in cui Ng # V. Per il teorema 4.25 sulle proiezioni
ortogonali il complemento ortogonale N contiene almeno un elemento w # 0. Sce-
gliamo ora

F(w)

v=—"
[[w]|?

w
e dimostriamo che
F =¢, valeadireche F(u)=p,(u)=(v,u) VueV.

Sia quindi w un qualsiasi vettore in V. Siccome w ¢ Np, F(w) # 0, quindi v pud
essere scritto come

u=u + géz))w in cui ug := (u — 5((5)) w)
Notare che
F(uy) :F(u— Zl;((z)))w) = F(u) — F(u) =0,

per cui u; € Ng. Poiché w € NI% avremo

(ug,w) =0.
Di conseguenza
AN il C) IR SIE 1 C) B Flw) —Fu)
QPU( )*<’ 1>+< ’F(U)) > <||wH2 ) 1>+<||wH2 ’F(U)) >
—Mwu F(w)&ww: u) = F(u
= T Yl Fw) M T O =

Abbiamo quindi mostrato che
F(u) = py(u) YueV
il che significa che F' = ¢, che ¢ esattamente cio che affermava il punto (3). O

5.24 Osservazione. Se V' é uno spazio di Hilbert complesso le conclusioni del Teorema
5.23 rimangono inalterate, ad eccezione del punto 2 che va modificato come segue:

se c1,c2 € Cewvy,vg €V allora ¢e v, 4c0vs = C1 Puy + C2 P,y -

5.3 Convergenza debole

5.25 Definizione. (Convergenza debole). Una successione (vx)p>, in uno spazio
vettoriale normato (V|| - ||) si dice debolmente convergente al vettore v € V' e si scrive
v > U se
per ogni ' € V* si ha lim F(v;) = F(v).
k—o00
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Il concetto di convergenza debole é piit debole? della convergenza usuale che si esprime
tramite la norma come

lim |Jv—wg| =0,
k— o0

. . . . 5
nel senso che tutte le successioni convergenti sono anche debolmente convergenti,”
mentre non vale (in generale) il viceversa. Considerate infatti il seguente esempio.

5.26 Esempio. Nello spazio (fa, || - ||2) consideriamo la successione
(5.26) eW @ B
in cui

e :=(0,0,...,0,1,0,0,...)
[i]
Questa successione € chiaramente non convergente in norma. Infatti si ha

Je® — @ =vE  Vigj

che implica che la successione (5.26) non puo essere di Cauchy. Di conseguenza non &
neanche convergente. Pero la (5.26) ¢ una successione debolmente convergente a zero.
Per dimostrarlo bisogna far vedere che

per ogni F € 05 si ha lim F(e™)=0

n— 00

Ma dato che ¢5 € uno spazio di Hilbert sappiamo che tutti i funzionali lineari continui
F su /, si possono rappresentare come F = ¢, = (-,a) per un qualche a € (2. Quindi
quello che dobbiamo dimostrare &

per ogni a € 05 si ha lim (™ a) = 0.
n—oo

Ma, d’altra parte, se a € {5 si ha
(e a) = Z aiel(-") = ap
i=1

e, dato che a € {5, abbiamo

(o]
E: 2
|a¢\ < 00,
i=1
per cui
lim a, =0.
n—oo

Abbiamo quindi fatto vedere che

lim (™ a) = lim a, =0 Va € ¢y

n—oo n— oo

dunque ™ % 0.

4ma guarda un po’

5perché?
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5.27 Esempio. Se f, converge debolmente a f in (Cy(R), || - ||.) allora f, converge
puntualmente a f,% vale a dire

(5.27) per ogni € R si ha lim f,(z) = f(z).

n—oo
Infatti supponiamo f, ~ f. Cio significa, ricordiamo, che

per ogni F' € Cp,(R)* si ha li_>m F(fn) =F(f).
In particolare, dato che le delta di Dirac sono funzionali lineari continui su Cy(R) dovra
valere
per ogni x € R si ha lim 0,(fn) = 3. (f).
n—oo

che, per definizione di d,, ¢ equivalente alla (5.27) la quale afferma appunto che f,
converge a f puntualmente.

5.28 Problema. Trovare una successione in (¢, | - ||co) debolmente convergente ma
non convergente. (Sugg: sfruttare il fatto che tutti i funzionali lineari continui su £
sono della forma . ..)

6ricorda che invece la convergenza in norma || - ||, & equivalente alla convergenza uniforme



6. Distribuzioni

In questo capitolo vogliamo introdurre degli oggetti chiamati distribuzioni che in un
qualche senso generalizzino il concetto di funzione ordinaria.! L’idea (vaga) & quella di
costruire uno spazio molto pit grande dello spazio delle funzioni, sul quale sia ancora
possibile eseguire (quasi) tutte le operazioni che si eseguono sulle funzioni. Questo
spazio include, ad esempio, tutte le funzioni continue g € C(R; C) o, piu precisamente,
& possibile associare ad ogni funzione continua ¢ una distribuzione che indichiamo
con 4. Una delle novitd ¢ che indipendentemente dal fatto che g sia derivabile o
meno, la distribuzione associata ¢ sempre infinitamente derivabile! Potremo definire,
ad esempio, D™|z| in cui n & un intero positivo arbitrario, a patto di interpretare la
derivata nel senso delle distribuzioni.

Si pensi lo spazio delle funzioni C*~! come l'insieme delle funzioni ottenute appli-
cando l'operatore derivata allo spazio C*

D:CF — CF L.

L’idea ¢ di continuare ad operare con D anche quando k ¢ uguale a zero, ottenendo in
questo modo spazi C* in cui k diventa negativo! In un qualche senso le distribuzioni
costituiscono I'unione di tutti questi spazi?

{distribuzioni} = U C7HR).
k=0

Il passo fondamentale per definire matematicamente le distribuzioni sara quello di
pensare alle funzioni ordinare in modo diverso, vale a dire come a funzionali lineari che
agiscono su un opportuno spazio di funzioni. La distribuzione associata alla funzione
g ¢ il funzionale lineare ¢,4, definito come

(6.1) oo(f) = / o(x) f(z) de

Il secondo passa sara rendersi conto che a questo punto & possibile arricchire note-
volmente l'insieme delle distribuzioni con funzionali lineari che non possono essere
espressi nella forma (6.1), come ad esempio la delta di Dirac, definita semplicemente
come

Iniziamo a questo punto a capire quali ipotesi é necessario fare su g e su f affinché la
(6.1) abbia senso.

6.1 Notazione. In questo capitolo le funzioni saranno a valori complessi a meno che
non sia esplicitamente detto il contrario, quindi, ad esempio, con C'(R) intendiamo
C(R;C) (analogamente per altri spazi di funzioni su R).

Linfatti le distribuzioni vengono anche chiamate funzioni generalizzate.
2]a seguente identita va interpretata “fra virgolette”.

165
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6.1 Funzioni continue o differenziabili a tratti

6.2 Definizione. Una funzione f : R — C & detta avere discontinuita isolate se
I’insieme

D;:={z €R: f non ¢ continua in x}
non ha punti di accumulazione.
In altre parole una funzione f ha discontinuita isolate se e solo se, comunque si scelga
un intervallo finito [a, b], il numero dei punti di discontinuita di f nell’intervallo [a, b]
¢ finito. Si osservi che I'insieme Dy di tutti i punti di discontinuita & un insieme finito

o numerabile. Infatti
Df = Upez [Df N [n,n + 1)] .

Poiché ciascuno degli insiemi Dy N [n,n + 1) ha cardinalita finita, Dy essendo unione
numerabile di insiemi di cardinalita finita ¢ numerabile.

6.3 Definizione. Siano a,b € R con a < b. Una funzione f : [a,b] — C si dice
continua o tratti (CAT) se

(a) f ha discontinuita isolate

(b) per ogni punto di discontinuita u € Dy, con u € (a,b), esistono e sono finiti i limiti
(6.2) fu™):= lim f(x) flu™):= hm+ f(x)
T T—u

(c) esistono e sono finiti i limiti

flat):= lim f(z) f(O7):= lim f(x).

z—at T—b—

La funzione f : R — C ¢ detta continua a tratti se valgono le proprieta (a) e (b).

6.4 Definizione. Una funzione f : [a,b] — C & detta differenziabile a tratti (DAT) se
f ed f’ sono continue a tratti in [a, b].

In altre parole f ¢ differenziabile a tratti in [a, b] se esiste un insieme finito di punti
a; € [a,b],i=0,...,n tali che

(a) a=ap<a; <ag<--<a,=h

(b) f é differenziabile con derivata continua in ciascun intervallo aperto (a;—_;, a;).

(c) Esistono e sono finiti i limiti

lim f(x), lim f(x), lim f(x), ey lim f(x)
x—)ag' T—ay w—)af’ Ty,
lim f'(z), lim f'(z), lim f'(z), e lim f'(z)
w—)ocar Ty w—)af T—Qy,

6.5 Definizione. Una funzione f : R — C ¢ detta differenziabile a tratti (DAT) se
la restrizione di f ad un qualsiasi intervallo chiuso e limitato [a, ] ¢ differenziabile a
tratti.

6.6 Esempio. (Una funzione DAT). Consideriamo la funzione

0 se x <0
x? se0<r<1
33—z sel<zx<2
1 se x > 2
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f(x) f(x)

2 2

Figura 6.1: Esempio di funzione DAT

La funzione f ha un solo punto di discontinuitd in £ = 1. In questo punto abbiamo
fan)y=1  fah)=r1)=2,

Quindi f é continua a tratti. Per quanto riguarda la derivata di f osserviamo subito
che ci sono due punti, z = 1 e x = 2 in cui la derivata non esiste. Nonostante cio la
derivata ha limite sia destro che sinistro finito in ciascun punto di discontinuita

fam)=2 far)y=-1 fle)=-1 feh)=o,
quindi f’ & continua a tratti e, di conseguenza, f ¢ differenziabile a tratti.

6.7 Esempio. (Una funzione CAT ma non DAT). Consideriamo adesso la funzione

f@) = /la].

Questa funzione é addirittura continua, quindi, a maggior ragione continua a tratti,
ma la sua derivata, per x # 0, ¢ data da

/N sgnx
Fla)= ik

Sia il limite destro che quello sinistro di f’(z) sono infiniti, quando = tende a zero,
quindi f’ non ¢ continua a tratti, di conseguenza f non ¢ differenziabile a tratti.

Integrazione per parti di funzioni continue con derivata CAT

E nota la formula di integrazione per parti

b b
(63) [ t@g@)de= 1161~ [ )6l ds
in cui G é una primitiva di g
G(z) = /zg(u) du+C

e [fG)% = f(b)G(b)— f(a)G(a) & V'incremento del prodotto fG lungo l'intervallo [a, b].
La formula (6.3) viene usualmente dimostrata sotto le ipotesi f € C'la,b] e g € C[a, b].

Vogliamo far vedere che la formula di integrazione per parti é valida sotto le sequenti
ipotest pit generali:
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(1) f continua con derivata CAT
(2) g CAT.

In altre parole la funzione f che volete derivare deve essere continua, ma la sua derivata
basta che sia continua a tratti, mentre la funzione g “da integrare” ¢ sufficiente che sia
continua a tratti. Per dimostrarlo iniziamo a dare un risultato pit generale.

6.8 Proposizione. Siano F e G due funzioni reali, definite sull’intervallo [a,b] dif-
ferenziabili a tratti. Allora vale la sequente identita

_ b
[Fa)’, :/ [F'(z) G(x) + F(z) G'(x) ] dx
(6.4) ¢
+ [F(27) AG(z) + G(z7) AF (z) + AF (z) AG(z)]

z€(a,b)

in cwi la sommatoria ¢ estesa a tutti 1 punti di discontinuita di F e di G e AF(x) :=
F(z™) — F(x™) rappresenta il valore del salto di F nel punto x (analogamente per G).

Osserviamo che la prima riga della (6.4) é I'usuale formula di integrazione per parti,
a parte il fatto che, poiché F e GG non sono continue, nel fattore che tiene conto
dell’incremento del prodotto F'G ¢é necessario specificare che i valori di F'G vanno
calcolati dalla “parte interna” dell’intervallo [a, b], per cui in a™ e in b~. La seconda riga
invece tiene conto del fatto che F' e G possono avere dei salti all’interno dell’intervallo
(a,b) e questi salti vanno “conteggiati” secondo la (6.4).

Nel caso in cui F' e G siano entrambe continue (con derivata CAT) tutti i termini AF e
AG sono nulli, di conseguenza ritroviamo la formula usuale. Possiamo a questo punto
dimostrare il risultato che abbiamo annunciato in precedenza.

6.9 Corollario. Siano f, g due funzioni reali, definite sull’intervallo [a,b]. Se f ¢é
continua con derivata CAT e g & continua a tratti, allora vale la formula di integrazione
per parti “classica” (6.3).

Dimostrazione. Poniamo F = f e sia inoltre G una primitiva di g. La Proposizione
6.8 ci dice che vale l'uguaglianza (6.4). Poiché la primitiva di una funzione CAT &
continua, si ha che F' e GG sono entrambe continue, di conseguenza tutti i termini di
salto contenenti AF' o AG sono nulli. Otteniamo quindi

b
(6.5) [FG’}Z = / [F'(z) G(z) + F(z) G'(z) ] dx,

che, sostituendo F' = f, diventa proprio la (6.3). O

Rimane quindi da dimostrare la (6.4).

Dimostrazione della Proposizione 6.8 Se H : [a,b] — C & una funzione DAT allora il
teorema fondamentale del calcolo integrale va riscritto sotto la forma

b
H(b—)—H(a+)=/ H'(x)dz+ Y  AH(x),

z€(a,b)
in cui la sommatoria tiene conto dei salti di H. Applicando questa identita alla funzione
H = F@G, otteniamo

_ b
FQ)% = [ [F@)6@ + F@ G @]dr+ Y AFG)@).

@ z€(a,b)
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A questo punto scriviamo il salto A(FG)(z) nel modo seguente

La proposizione é cosi dimostrata. O

6.2 Lo spazio delle distribuzioni

6.10 Definizione. Ricordiamo che con C°(R;C) denotiamo lo spazio di tutte le
funzioni f : R — C tali che

(1) f ha supporto compatto, cioé esiste un intervallo finito al di fuori del quale f &
nulla

(2) f ha derivate continue di tutti gli ordini.

Nel seguito ometteremo (a volte) di enfatizzare il fatto che la funzione f ¢, a priori, a
valori complessi, scrivendo semplicemente f € C2°(R), invece che f € C°(R;C). Lo
spazio C°(R) ¢ anche detto spazio delle funzioni fondamentali. Questo spazio, per
brevita viene anche indicato con il simbolo K. Se f € C2°(R) indichiamo, come al
solito, con f*) la derivata k-sima di f. Vogliamo ora introdurre nello spazio K una
nozione di convergenza particolare.

6.11 Definizione. La successione (f,)>2; di elementi di K si dice convergente ad
fGlCesiscrivefngfse

(a) esiste un intervallo I al di fuori del quale tutte le f,, sono nulle

(b) per ogni intero non negativo k si ha3

fék) — f) uniformemente su 1.

6.12 Definizione. Una distribuzione su R & un funzionale lineare continuo F : K — C,
vale a dire un funzionale lineare tale che

(6.6) se fn S f allora F(f,) — F(f).

L’insieme di tutte le distribuzioni si indica con *.*

Le distribuzioni generalizzano in un certo senso il concetto di funzione. Come vedremo
ad ogni funzione “buona” & sempre possibile associare una distribuzione, mentre esisto-
no distribuzioni che non “provengono” da nessuna funzione. L’idea é quella di costruire
degli oggetti pit generali delle funzioni, ma tali che su di essi si possa operare con molte
delle “operazioni” permesse per le funzioni ordinarie, come somma, prodotto per un
numero, derivata ecc. Iniziamo a far vedere che ad ogni funzione che soddisfa una
condizione chiamata “integrabilita locale” corrisponde una distribuzione.

3per definizione poniamo f(0) ;= f
4spesso vengono usati, al posto di K e K*, i simboli D e D’
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6.13 Definizione. Una funzione f : R — C si dice localmente integrabile se:

(a) f ha discontinuita isolate.
(b) per ogni a,b € R con a < b, si ha che l'integrale (possibilmente improprio)
f; |f(x)| dz ¢ finito.

6.14 Esempi. Vediamo alcuni esempi di funzioni localmente integrabili.

(1) Ogni funzione continua f ¢ localmente integrabile. Infatti, se f & continua anche
|f| & continua, quindi 'integrale di |f| su ogni intervallo chiuso e limitato [a,b] &
finito.

(2) Sia o € R. Allora la funzione 1/|z|* ¢ localmente integrabile se e solo se o < 1.
Infatti, se b > 0,
b da ) b da
— = lim —.
0 T® e—o0t ). x¢
L’ultimo integrale si calcola facilmente (considerando separatamente il caso o = 1)
e si trova che il limite e — 07 ¢ finito se e solo se o < 1.
(3) La funzione f(z) := (log|z|)™ & localmente integrabile per ogni intero n. Si tratta
infatti di una funzione continua su tutto l’asse reale ad eccezione del punto x = 0.
Ci dobbiamo quindi preoccupare soltanto di quanto f diverge velocemente per

x — 0. Facendo il confronto asintotico con la funzione g(x) = 1/4/|z|, si ottiene
lim f— = hm v |z| (log |z|)"
z~>0 g iE

vale a dire

asintoticamente per x — 0.

1
log |2])" < ——
(g||)<\/m

Per quanto detto in precedenza, la funzione 1/+/|z| ¢ localmente integrabile e
dunque anche (log |z|)™ & localmente integrabile.

La proposizione seguente afferma che una classe di funzioni che sara particolarmente
rilevante nello studio delle distribuzioni &€ composta di funzioni localmente integrabili.

6.15 Proposizione. Se f: R — C ¢é continua a tratti allora é localmente integrabile.

Dimostrazione. Sia f continua a tratti e siano a,b € R con a < b. Esistono quindi
ug, ..., U, € R, con

a=uy<uy <- - <Up_1<U,=D>,
tali che f & continua in ciascun intervallo (w;—1,u;), con limite destro e sinistro fi-
nito rispettivamente in w;_1 e u;. Per ogni ¢ = 1,...,n definiamo una funzione
fi: [ti—1,u;] = C come

~ f(x) se & € (ui—1,u;)
fi(z) == fluf ) sex=uy

f(u}) se & = u;.

La funzione f; & continua per costruzione su lintervallo chiuso [u;—1,u;]. Di conse-
guenza anche | f;| ¢ continua sullo stesso intervallo. Si ottiene in questo modo

/\f |dw—2/ Idx—Z/HHIfZ @) de.
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La quantita fab | f(x)] dx & dunque finita, in quanto somma finita di integrali di funzioni
continue su intervalli chiusi e limitati. Di conseguenza f ¢é localmente integrabile. [

6.16 Proposizione. Sia g : R — C localmente integrabile e sia ¢4 : K — C definita
come

(6.7) o) = [ o) f@yds fek.

Allora ¢4 & una distribuzione.

Dimostrazione.
® L’applicazione ¢, ¢ ben definita sullo spazio K.

Infatti se f € K allora esiste a > 0 tale che f ¢ nulla al di fuori dell'intervallo [—a, a].
Siccome f & continua esiste M tale che |f(z)| < M per ogni x € [—a,a]. Quindi

/ l9(2) f ()| der = / @@l de < [ o) de.
R —a a

Poiché g é localmente integrabile I'ultimo integrale é finito. Abbiamo cosi mostrato
che l'integrale che definisce ¢ (f) & assolutamente convergente.

® L’applicazione ¢, & un funzionale lineare.
Infatti, se o, € Re f,h € K, si ha

pg(of + ph) = /Rg(fﬂ) [af (z) + Bh(x)] dz = apy(f) + Beg(h) -

® L’applicazione ¢, é continua.

Devo far vedere che vale I'implicazione (6.6). Assumo quindi che f, LS f- Questo
implica che

(a) esiste a > 0 tale che tutte le funzioni f, si annullano al di fuori dell’intervallo
[—a,a] ;

(b) la successione (f,) converge a f uniformemente, cioé lim, o ||f — fullu = 0.

Poiché g é localmente integrabile si ha

A= lg(z)|dx < 0.

—a

Di conseguenza ottengo
eald) = el = | [ 9@) @)~ futa)) o

< Hf—fnllu/ l9(@) dz = A = fulu.

—a

Quindi, grazie alla proprieta (b) citata in precedenza,

lim [pg(f) = wg(fu)l =0.

n—oQ

Abbiamo dunque dimostrato che se f, LY f, allora si ha @4(fn) — @q(f), vale a dire
(g € continua. O
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6.17 Definizione. La distribuzione F' € K* & detta regolare se esiste una funzione
g : R — C localmente integrabile tale che F' = ¢.

6.18 Esempi. Vediamo alcuni esempi di funzioni localmente integrabili alle quali &
possibile associare una distribuzione.

(1)

Se g & una funzione continua allora ¢ automaticamente localmente integrabile e
quindi ¢4 ¢ una distribuzione. Notare che g puo divergere con velocita arbitraria
quando z — 00.> Ad esempio g(z) = e da luogo ad una buona distribuzione
g su K.

Analogamente, se g € una funzione continua a tratti, ¢, € una distribuzione. Esem-
pio: g(x) := |z| (la “parte intera” di ). Un altro esempio semplice ma importante
é quello della funzione “a gradino” di Heaviside

1 sex>0
6.8 H = -
(6:8) (z) {0 sex <0

H é chiaramente una funzione localmente integrabile, alla quale possiamo associare
la distribuzione theta

(6.9) ﬂuw=¢Mﬁ:3éHwMWMx=Amﬂmmv fek.

Se invece g ha dei punti y1,¥y2,... in cui diverge allora g ¢ localmente integrabile

se ciascuna di queste divergenze € assolutamente integrabile. Ad esempio, come

gia detto ﬁ e log |z| danno luogo a distribuzioni, ma 1/, 1/2%, 1/23, ... no.°
xT

6.19 Osservazione. Siano g e h due funzioni localmente integrabili che differiscono in
un numero finito di punti uy, us, ..., u,. Allora g e h producono la stessa distribuzione,
vale a dire ¢, = ¢y, in quanto, se f € K, si ha

Sia

B /_“1 9(x) f(z)dz + - g(x)f(x)dz + - + /°° 9(z) f(x)dx
:[1 h(x)f(z)da:+/U2 W) f@)dz 4+ | h() f(o)da
— [ b))z = onf)
R
ad esempio

ﬁI(x)— 1 sex>0
"o sex <0.

Le funzioni H e H differiscono solo nel punto 0, quindi possiamo affermare che sono
identiche come distribuzioni, vale a dire oy = pgz = 1.

5

6

ovviamente questo dipende da come abbiamo scelto lo spazio K delle funzioni di prova.
in seguito verra definita una distribuzione P(1/z™) associata alla funzione 1/x con un procedi-

mento diverso.
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6.3 La delta di Dirac

Se ad ogni funzione localmente integrabile g corrisponde una distribuzione ¢, I'in-
sieme delle distribuzioni é perd molto pitt ampio. Un esempio fondamentale di una
distribuzione che non puo essere scritta come ¢, € costituito dalla delta di Dirac. Se
a € R, la delta di Dirac nel punto a é definita come

(6.10) da(f) := f(a) fek.

E banale far vedere che si tratta di un funzionale lineare continuo su K, quindi una
distribuzione. Voglio far vedere che non puo essere espressa nella forma (6.7). Suppo-
niamo per assurdo che esista una funzione localmente integrabile, che indichiamo con
il simbolo §(x), tale che valga (scelgo ora a = 0)

(6.11) 5ol f) = / 5(x)f () d.

Allora affermo che

6.20. La funzione 6(z) puo essere diversa da zero solo nell’origine o in un punto di
discontinuita.

Se cosi non fosse, infatti, sia b € R, b # 0, tale che §(z) & continua in be §(b) = A >0
(il caso in cui d(b) < 0 & analogo). Vediamo che questa ipotesi conduce ad un assurdo.
Poiché §(x) & continua in b, esiste € > 0 tale che §(x) > A/2 per ogni x € [b—¢,b+¢€].
Possiamo sempre supporre ¢ < b. Sia f € K una funzione non negativa tale che
f(b) =1 esuppf C [b—e,b+¢]. Poiché f é continua esiste ¢’ € (0,¢) tale che
f(z) > 1/2 per ogni x € [b—¢’,b+ ¢’]. Otteniamo quindi

€

c ’ A1 e'A

do(f) = [ é(x)f(x)dx = §(z)f(x)dx > O(z) f(x)dx > — —dr = .

R —& —e’ -
D’altra parte, poiché supp f C [b—¢,b+ €] con b — e > 0, abbiamo f(0) = 0, quindi
d0(f) = 0, giungendo cosi ad un assurdo. La 6.20 ¢ dimostrata.
Faccio ora vedere che la 6.20 ¢ a sua volta in contraddizione con la definizione della
delta di Dirac (6.10). Infatti, se f € K, esiste un intervallo chiuso e limitato [a, b] tale
che supp f C [a,b]. Grazie alla 6.20 il prodotto §(z)f(z) & sempre nullo in [a,b] ad
eccezione, al pit, di un numero finito di punti. Quindi

b
/5(x)f(x)dm:/ () f(x)dxe =0 vVfek,
R a

quindi §p(f) = 0 per ogni f € K e dunque dg ¢ il funzionale nullo, in contraddizione
con la (6.10). Abbiamo dimostrato che la delta di Dirac non puo essere scritta nella
forma (6.11).

Nonostante quello che abbiamo appena mostrato, & prassi comune usare per la delta di
Dirac la stessa notazione che si usa per le distribuzioni associate a funzioni localmente
integrabili, per cui l'identita d,(f) = f(a) viene solitamente (e impropriamente) scritta
come

(6.12) [ s —ayac= ).

in cui la “funzione inesistente” d(x) viene “pensata” come soddisfacente le condizioni

(6.13) 5(z) = {:;oo 22 iz 0 /Ré(x) dr =1.
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L’utilizzo della notazione (6.12) ¢ innocuo (e addirittura, a volte, comodo) se fatto
con la dovuta cautela, tenendo sempre presente che la funzione §(z — ¢) non esiste ed
evitando quindi di farsi prendere la mano e scrivere espressioni come

/ " f@) 5z — a)) da

che non hanno alcun significato.

Le condizioni (6.13), pur non avendo significato matematico, suggeriscono un meto-
do per ottenere la delta di Dirac come limite di distribuzioni associate a funzioni
localmente integrabili g,, che soddisfano, nel limite n — oo, le (6.13), vale a dire

. oo sex=0
nh_)rrologn(x) B {0 sex #0 /Rgn(x) dr=1.

Pit precisamente si ha che

6.21 Proposizione. Sia g, : R — R una funzione non negativa, continua (a tratti)
tale che

(@) Jpgn(x)de =1

(b) gn & nulla al di fuori dell’intervallo [—an,ay], in cui (a,) & una successione di
numeri positivi che tende a zero.

Allora

n—oo n—roo

(6.14) lim ¢4 (f):= lim Rgn(x)f(x) dx = do(f) Vfek.

Dimostrazione. Dato che [ g, =1,

gu(@) [ (2) di — ao<f>] ~| [ @@ e~ [ 900700
R R

]/ 2~ £(0)] d
/ gn(@)| f () — F(0)] da

< sup |f(z)— £(0)] / gu(@)dz = sup |f(z)— F(0)

|z|<an |z|<an

Ma se f € K, f & continua in 0, quindi, poiché a,, — 0 si ha

11 che dimostra la (6.14) O

Nella precedente proposizione abbiamo visto come la delta di Dirac si possa appros-
simare con funzioni non negative g, il cui integrale ¢ uguale a uno e il cui supporto
tende a concentrarsi nell’origine. E anche possibile approssimare la delta con funzioni
a supporto illimitato. Una ricetta utile é la seguente.
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6.22 Proposizione. Sia g € C1(R) non negativa, tale che ng = 1. Poniamo
gn(x) :=ng(nx) r€eR

Allora

(6.15) im g (f):= lim [ gn(z)f(z)de=0bo(f)  VfeK.

n—oo n— oo R

Dimostrazione. Notiamo innanzi tutto che ciascuna g,, ha integrale uguale ad 1. Infatti,
ponendo y = nx, si ha

/Rgn(x)dx:/Rng(nx) dx:/Rg(y) dy—1.

Possiamo quindi procedere nel modo seguente:

|[onterroras = o) =

/R gn (@) f(2) da — / 9 (@) £(0) da

_ ‘ /R ng(nz)[f(z) — £(0)] da

(6.16)
< /Rng(na:ﬂf(x) — f(0)| dz

< / 9(v)1f (y/n) — £(0)] dy
R
Dato che g > 0 e [, g = 1, fissato un € > 0 arbitrario & possibile trovare L > 0 tale che
L
_ d d .
1 ES[Lg(y) y<1l e /|y>Lg(y) y<e
Di conseguenza
/R 9(v) £ (y/n) — £(0)] dy
L
-/ o) /) = FO dy -+ [ awlstw/m) - 1) dy

ly|>L
(6.17) < sup, |f(y/n) = f(O)| 1+ sup [f(y/n) — f(O)]
< sup |f(x) = fO)]+ (sup|f(y/n)| +[f(0)]) e
|z|<L/n yeR

< sup |f(z) = FO)+2[fllue
le|<L/n

Ma dato che f é continua in O si ha

lim sup |f(x)— F(0)] =0.

0 |g|<L/n

Quindi dalla (6.17) ricaviamo

Jim [ gtu) /) — SO dy < 2] fllue
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che, insieme alle (6.16) ci dice che

lim
n— o0

[onte)se) s - %(f)\ <9 <.
Ma e ¢é arbitrario, quindi

lim
n—o0

[ onte) sty - %(f)\ 0,

e la (6.14) ¢ dimostrata O

6.23 Esempio. Due esempi comunemente usati, per quanto riguarda la scelta della
funzione g nella Proposizione 6.22 sono

1 1 2

g(z) = T oppure g(z) = ﬁeﬂc

Riscalando queste funzioni si ottengono 2 successioni che “tendono” a dg, vale a dire,
ponendo

() =~y ' () 1=~z
anlT) = (1 +n2x2) oppure gn(x) = ﬁe
si ha

lim [ gu(z) f(z)dx = £(0) Vfek.

n—oo R

6.24 Osservazione. La Proposizione 6.22 puo essere rafforzata nel modo seguente.
Sia g € C1(R) non negativa, tale che [, g =1 e sia gn(z) = ng(nz). Allora

b

(6.18) lim gn(2) f(z) dz = {f(()) se 0 € (a,b)

0 se 0 ¢ [a,b] viek.

n—oo

Da notare che la (6.18) non dice nulla nel caso in cui 0 coincide con un dei due estremi
dell’intervallo [a, b].
Caso (i): 0 € (a,b). Siano dunque a < 0 e b > 0. Voglio far vedere che

b 00

lim [ gu(@)f(2)de = lim [ gu(0)f()dx = f(0),

n—oo [, n—oo [_ o

dove, nella seconda uguaglianza, ho usato la (6.15). Verifico quindi che la porzione
dell’integrale al di fuori dell’intervallo [a, b] da un contributo che tende a zero nel limite
n — oo. Infatti

/b (&) F(@)] dz < {11 /,, g (@)
= 1£ ]l /b Ing(na)| e
= £ /mg@)dy.

b
Poiché g ¢é integrabile, si ha
oo

lim g(y)dy =0,

n— oo nb



6.4. LA PARTE PRINCIPALE DI 1/X¥ 177

quindi
(6.19) lim |gn(2) f(z)|dz =0.
n—oo b
Analogamente
(6.20) 1i_>m |gn () f(2z)|dz =0.
Si ha dunque
b oo
tim [ gu(@)f(@)de = tm [ gu(x)f(x)da = F(0).

Caso (ii): 0 ¢ [a,b]. Possiamo supporre che valga, ad esempio, 0 < a < b. Dalle (6.19)
ottengo

(6.21) hm/ |gn () f(2)| dz < hm/ lgn () f(x)|dz =0.

6.4 La parte principale di 1/x"

Se m ¢ un intero positivo la funzione 1/z™ non ¢é localmente integrabile. Non & quindi
possibile definire la distribuzione associata a questa funzione semplicemente come

o

R "

P1/xn (f) =

fek,

in quanto la singolarita nell’origine rende questo integrale mal definito (a meno che la
funzione di prova f non abbia uno zero di molteplicita n in 0). Per ovviare a questo
problema si definisce la distribuzione parte principale di 1/x™ come

(6.22) P(1/2™)(f):= lim v l Zf(k)

K—+4o0o J_j z"

Anche se a questo punto pud apparire una scelta arbitraria, vedremo in seguito che
questa é la definizione “corretta”, nel senso che P(1/2™), nell’ambito delle distribuzioni,
obbedisce alle stesse regole di calcolo alle quali obbedisce la funzione 1/x™ nell’am-
bito delle funzioni ordinarie. Per il momento vediamo che si tratta proprio di una
distribuzione.

6.25 Proposizione. L’espressione (6.22) definisce una distribuzione.

Dimostrazione. Sia f € K e sia

+K n—
muw/KaL[

Bisogna dimostrare che

=

neN* K>0.

OM

(a) per ogni K > 0 lintegrale I} (f) ¢ ben definito;
(b) il limite limp 4 oo I (f) esiste ed ¢& finito;
(¢) la mappa f — P(1/z™)(f) ¢é lineare;
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(d) la mappa f — P(1/x™)(f) & continua rispetto alla nozione di convergenza intro-
dotta dello spazio K.

Iniziamo con il punto (a). Dalla formula di Taylor col resto sotto forma di integrale
1.30 segue che possiamo scrivere il resto (n — 1)-simo dello sviluppo di Taylor di f
nell’origine come

n—1 (k)
-y (O)w’“=x"rn71(fﬂ),

= K
in cui r,—1 € C*°(R). Quindi l'integrale
+K 4 n=loek)( +K
(6.23) Ig(f) = / — | f(z) — Z fi()wk dx = / rp—1(z) dz
K " =0 k' _K

é ben definito in quanto integrale di una funzione continua su un intervallo limitato.
Passiamo al punto (b). Qui bisogna fare attenzione perché R,,_1 e r,_1 sono funzioni
C* ma non sono a supporto compatto! C’¢ dunque il pericolo che il limg_, 4o I3 (f)
possa non esistere o divergere. Ma cosi non é. Infatti, poiché f & a supporto compatto
esiste b > 0 tale che supp f C [—b,b]. Allora, per ogni K > b, si ha

1;(f):/+Krn_l(x)dx=/b rn_l(x)dx—i—/ ro1(z) do

-K —b b<|z|<K

n—1 (k)
(6.24) —n+ [ [f(w)—zf k,(o)xﬂ da
k=0 ’

ey
<lz|<K T

k

n—1
o 74)(0) dr
—nn- [

k=0

L’ultimo integrale a destra & nullo se n— k é dispari in quanto integrale di una funzione
dispari su un insieme simmetrico rispetto all’origine. Se n — k & pari, allora n — k > 2
e quindi l'integrale & convergente nel limite X' — +oo0. Piu precisamente, se n — k &
pari, si ha

/ dr /K dr 2 1
p<lal<x VR T Sy antR T n—k—1 [brokel o Kokl

Sostituendo nella (6.24) si ottiene la seguente identita valida se supp f C [—b, ]

n—1 (k)
625) PO = Jm (=1 - Y O o h _21) T
k=0 ’
n — k pari

Dunque limg 400 I%(f) esiste ed ¢ finito quindi la quantita P(1/x™)(f) & ben definita.
Il punto (c) ¢ banale.
Per quanto riguarda (d), osserviamo innanzitutto che la (6.25) produce un limite

superiore su |P(1/z™)|. Infatti la formula di Taylor col resto di Lagrange afferma
che

T () (¢(x
rn_1<x>=Rn;;<>:f ff( )
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in cui {(x) € (0,z). Di conseguenza dalla (6.23) segue che

K
() < / s @)ldr 2K sup (o)

z€[-K,K]|
(n) 2K
<o sp TN 2Ky
z€[-K,K] n: n:

Usando questa stima nella (6.25) si ottiene, per ogni f € K tale che supp f C [—b,b],

n—1
[/ #(0)] 2
P(1/x™ <|I
‘ (/Z‘ )(f)l—‘b(f”_'_ kz:; k! (n—k—l)bnfkfl
(6.26) B w
2b R0 2
< 22 f(0) )
< o 17+ Z M (n—k—1) b1
nfk_'pari
Ovviamente posso sostituire b con by := max{b,1}, in quanto se il supporto di f &

contenuto in [—b,b], a maggior ragione sara contenuto in [—by,b;]. Poiché by > 1 e
n—k—12>1,si ha

2 <2
(n—k—1)pr=F1t =77

per cui dalla (6.26) si ricava Vf € K tale che supp f C [—b, b],

(n) = |f®
(6.27) [P(1/2")(f)| < 2 max{b, 1} ani'\\u +2 ];) Lfk#)l ‘
n — k pari

Grazie a questa disuguaglianza ¢ facile far vedere che P(1/z") ¢ un funzionale continuo.

Supponiamo infatti che (f;)32; sia una successione di elementi di K tale che f; K f
Dobbiamo dimostrare che

(6.28) lim P(1/a")(f;) = P(1/a")(f)

Siccome f; K f, sappiamo che esiste b > 0 tale che supp f; C [—b,b] per ogni j e,
analogamente supp f C [—b,b]. Sia

hj(x) = f(z) — fi(z).

Allora h; é una funzione C'° il cui supporto & contenuto in [—b,b]. Di conseguenza,
applicando la (6.27) a h; si ottiene

|P(1/2")(f) = P(1/a™)(f;)| = [P(1/2")(h;)|

(n) n=1 k)
(6.29) 17257 ]l [h;(0)]
< 2 max{b, 1} o +2 E T
nfl?%ari

. K .
Siccome f; = f, si ha che

(k)

per ogni k € N h;"" — 0 uniformemente
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Dunque, per ogni k € N e per ogni € > 0 esiste un intero positivo Ny tale che Vj > Nj
si ha .

A () < —=

Iy (@)] < 2(b+1+e)

Scegliamo ora
N :=max{No, N1, ..., Np_1}.

Di conseguenza, dalla (6.29), segue che per ogni j > N,

n—1

€ 1
P(1/2™)(f) — P(1/z™)(f; <7[2 1) 42 7}<_
PN - ARG < gy et +2 30 ] <
n— l?pari
Abbiamo quindi dimostrato la (6.28) e, con essa il punto (d) della proposizione. [

Nel caso n =1 a volte ¢ conveniente usare un’espressione alternativa per P(1/x).

6.26 Proposizione. Per ogni f € K si ha

f( _ fl@) - f=2) ,
(6.30) P = tim [ F P ar= i / de.
Dimostrazione. Sia b > 0 tale che supp f C [—b,b]. Allora per ogni L > b si ha
L -~ _
JRCECr. fa) - £0)
_ x e—0t e<|z|<L x
= lim / Moiac—f(O)/ dx
e=0F | Je<le|<L 7 e<lz|<L ¥
= lim M d [1 é dispari}
e—0t e<|z|<L x x
= lim f(@) d [supp f C [-L, L]]

e=0F Je<ip| X

Poiché la precedente identita vale per ogni L > b possiamo fare il limite per L — 400
e otteniamo

Questo dimostra la prima uguaglianza della (6.30). Per ottenere la seconda uguaglianza
osserviamo che

Eli%l* stfEC dx_eli%(/ / va )
J;%a( / 1% ae)
_ / f@) = f(==2)
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6.5 Operazioni sulle distribuzioni

Vogliamo ora introdurre nello spazio K* delle distribuzioni alcune operazioni che hanno
un analogo negli spazi di funzioni. Il principio che ci guida nel definire queste operazioni
é che esse debbano essere “compatibili” con le corrispondenti operazioni esistenti negli
spazi di funzioni ordinarie. Supponiamo ad esempio di voler definire la derivata F’ di
una distribuzione F'. La definizione che daremo dovra essere tale che, nel caso in cui
sia associabile ad una funzione g differenziabile, vale a dire F' = 4, si dovra avere
F’ = pg. In altre parole 'operazione di derivazione deve rispettare la corrispondenza
fra funzioni e distribuzioni, in quei casi in cui questa corrispondenza esiste.

6.27 Definizione. Siano F,G € K*, sia f € K e sia ¢ € C. Si definisce

(1) la somma fra due distribuzioni come (F + G)(f) := F(f) + G(f)

(2) il prodotto di una distribuzione per uno scalare come (cF)(f) := cF(f)

(3) il prodotto di una distribuzione F per una funzione h € C*°(R) come
(hE)(f) = F(hf).

(4) la derivata di una distribuzione F come: DF(f) = F'(f) = —F(f’).

6.28 Osservazione. Il prodotto fra una distribuzione e una funzione C*° é ben defi-
nito, perché se f € K e h € C*°(R) il prodotto fh & sia C*° che a supporto compatto,
quindi appartiene allo spazio K. Per cui ha senso calcolare F'(fh).

6.29 Osservazione. E facile verificare che le operazioni introdotte in questo modo
obbediscono al principio di compatibilita descritto prima. Infatti, per quanto riguarda
ad esempio il prodotto di una distribuzione F' per una funzione h € C*°(R) si ha, nel
caso in cui F' = g,

(hg)(f) = @q4(hg) = /

R

o(2) [h(z) f(z)] dx = / (9(2)h(@)] £(z) dz = png(f)

R

e dunque

h‘Pg = Phg -

Analogamente, per quanto riguarda la definizione di F”, integrando per parti e tenendo
presente che f & a supporto compatto, si ottiene

FI(f) = ~F(f') = —py(f) = — / o(@)f'(x) dz

+oo
9@ @)| "+ [ g @) da = (5,

- R

vale a dire
/
@g = ‘pg’ N
Ancora piu facilmente si verifica che
prtPg=Prtg Cpf = pef -

In conclusione le operazioni introdotte nello spazio delle distribuzioni costituiscono un
“estensione” delle corrispondenti operazioni esistenti negli spazi di funzioni.
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6.30 Esempio. Usando la definizione di prodotto di una funzione C'*° per una distri-
buzione e quella di derivata, voglio verificare le seguenti identita fra distribuzioni

(a) xdo =0 (b) zP(1/x) =1 (c) @dy=—do.
Inizio da (a): sia f € K. Allora, per definizione
(6.31) (260)(f) = do(zf) = [xf(2)]a=0 = 0 f(0) = 0.
Poiché questa uguaglianza vale per ogni f € K, allora posso concludere che
299 =0.
L’identita (b) si verifica in modo analogo. Se f € K, dalla (6.30) segue che

[#P(1/2)](f) = P(1/x)(xf) = lim mdz

e—0+ |z|>e x

= lim 1 f(x)de = p1(f).

e=0% Jiz|>e
Quindi [P (1/2)](f) = ¢1(f) per ogni f € K e dunque posso scrivere semplicemente
xP(1/x) = 1.
Per quanto riguarda (c) si ottiene

(230)(f) = do(xf) = —00((xf)') = —do(xf" + )
= —0- f(0) = f(0) = = f(0) = —do(f)-

6.31 Attenzione!. (La notazione pud essere ambigua). Sia ¢4 la distribuzione asso-
ciata alla funzione g. B una prassi comune quella di usare il simbolo g per denotare
indifferentemente la funzione g oppure la distribuzione 4. Quindi, ad esempio, l'i-
dentita xP(1/x) = @1 viene scritta di solito come xP(1/z) = 1. Quando si vuole
sottolineare il fatto che una qualche relazione va intesa come relazione fra distribuzio-
ni, a volte si aggiunge la postilla “in senso debole” oppure “nel senso delle distribuzioni”.
Possiamo quindi scrivere

xP(1/z) =1 nel senso delle distribuzioni.

In molti testi,” al posto di ¢, (f) si scrive g(f) oppure (g, f). Quindi

(@.1) = 9(f) = /R o) f () da

Fate attenzione al fatto che (g, f) non & un prodotto scalare in quanto ¢ lineare in
entrambi gli argomenti, mentre un prodotto scalare é antilineare nel secondo argomento
(Proposizione 4.4). 1l lettore sapra evitare di farsi confondere da queste ambiguita nella
notazione e, col tempo, imparera addirittura ad apprezzarle (forse).

6.32 Osservazione. (perché non c¢’¢ il prodotto fra distribuzioni). Non vi sara cer-
tamente sfuggito che nella lista delle operazioni introdotte sopra manca il prodotto
fra distribuzioni.® Questa non & una dimenticanza, ma piuttosto un inevitabile prez-
zo da pagare per poter trattare oggetti (le distribuzioni appunto) molto piu generali

"potrebbe accadere anche in questo
8a Beavis and Butthead potrebbe forse essere sfuggito.
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delle funzioni ordinarie. Non é possibile definire il prodotto fra distribuzioni in modo
da rispettare la corrispondenza con le funzioni. Se cio fosse possibile, infatti, questo
prodotto dovrebbe essere commutativo, associativo e si dovrebbe avere

0-F=0 p-F=1-F=F VF € K*.
D’altra parte, dalle identita dell’Esempio 6.30 segue che
0=P(1/z)-0=P(1/z) (xd) = [P(1/x)x] 6o =19 = do ,

che ¢ un assurdo.

Introduciamo ora una nozione di convergenza nello spazio delle distribuzioni.

6.33 Definizione. Una successione (F,)52; di distribuzioni si dice convergente alla
distribuzione F' € K* e si scrive F, K Fsesiha F.(f) = F(f) per ogni f € K.

6.34 Esempio. Se

dalla Proposizione 6.22 segue che

lim ¢y, (f) = do(f) vViek.

n—oo

. . K .
Dunque possiamo scrivere ¢4, = do, oppure, equivalentemente,

—n2z?

ne
NG

6.35 Proposizione. Ogni distribuzione ha derivate di tutti gli ordini.

— dg (nel senso delle distribuzioni).

Dimostrazione. Basta verificare che, iterando la definizione di derivata, si ottiene
(6.32) FO(f) = (=1)"F(f™). O

6.36 Esempio. (La derivata n-sima della delta di Dirac). Per definizione, la derivata
della delta di Dirac ¢ data da

3 (f) = —do(f") = —£'(0).
Derivando una seconda volta si ha
36 (f) = [D(0)I(f) = =00 (f") = do(f") = f"(0).
Posso iterare la procedura e calcolare le derivate successive, ottenendo
55" (f) = (=1)" £ (0).
Ad esempio

87 (e") = (~1)" D"(e*)|,_, = (~1)"

5(()") (sinz) = (-1)" D"(Sinx)’zzo =

0 se n € pari
(=1)"*t(=1/2 se n & dispari.
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6.37 Proposizione. Se h € C*(R) e F € K* allora (hF)' = W'F + hF'.

Dimostrazione. Si tratta di una semplice verifica che si ottiene utilizzando le due
definizioni

F'(f):=—-F(f") fekxk regola della derivata
(hE)(f) == F(hf) fekK, he C*R) regola del prodotto

insieme alla linearita delle distribuzioni. Infatti, se f € IC, si ha
[D(RF)](f) = =(hF)(f') = =F(hf') = =F((hf) = h'f)
= —F((hf))+ F(Wf) = F'(hf) + F(Kf)
= (RF')(f) + (WF)(f) = [nF" + K F](f).
Poiché la precedente identita vale per ogni f € K, abbiamo
D(hF)=hF+hF'. O

6.38 Attenzione!. Abbiamo visto quali sono le regole per calcolare la derivata di
una distribuzione e il prodotto di una distribuzione per una funzione C*°. Spesso
queste due operazioni compaiono entrambi in una certa espressione e bisogna fare at-
tenzione a procedere nell’ordine giusto. Supponiamo, ad esempio, di voler “sviluppare”
I’espressione

(z°D[sinz D(zF)])(f).

Si procede nel modo seguente:
(2*D[sinz D(2F)])(f) = D[sinz D(zF))(2* f) = —(sinaz D(zF))((z* f)")
= —(sinz D(zF))(2zf + 2*f") = —D(zF)(2zsinz f + 2* sinz f’)
= (zF)([2zsinaf + x?sinz f'])
= (¢F)(2sinzf + 2zxcoszf + dasinzf + x? cosxf' + z?sinzf”)
= F(2xsinaf + 22° cosxf + 4z’ sinaf’ + 2 cosxf' + 23 sinaf”).

6.39 Proposizione. Sia (g,) una successione di funzioni continue su R che converge
uniformemente alla funzione continua g. Allora

*

Pgn 7 Pg -

Dimostrazione. Devo far vedere che

@gn(f)_)ﬁog(f) Vfer,

vale a dire che

n—oo

(6.33) lim [ go(2)f(z) do / o) f@)de  VfeK.
R R

Sia f € K e sia a > 0 tale che supp f C [—a,a]. Allora

[a@1@ s = [ a@r@ ] < [ lo@) - g.@) 1@ ds
(6.34) o
— [ lo@) ~ gn@1£@)] d < 2allg = gull |71

da cui la (6.33) segue. O
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6.40 Proposizione. Siano (F,)52, e F distribuzioni. Se F, K. F allora F! SNy
Dimostrazione. Se f € K allora f' € K. Quindi, se F), li) F, si ha

lim F}(f) = lim ~F,(f) = ~F(f') = F'(f).

n—oo
Quindi F/, 5 F. 0

6.41 Esempio. Consideriamo la distribuzione ¢|,|, definita, come al solito, da

Pz (f) = /\zlf( ydr  feK.

La funzione |z| non é derivabile nell’origine in senso ordinario. Tuttavia la distribuzione
associata ¢|,| ¢ perfettamente derivabile e vale, cosi come uno si aspetta

(635) D@\x| = Psgn(z) »
o, usando la notazione pili comune,
|z|" = sgn(x) (nel senso delle distribuzioni).

La dimostrazione della (6.35) & una semplice verifica:

Dy (f) == =) (f / || f'(x

/Oooxf’(x)d:r/() a f'(x) dx

Integrando per parti e tenendo conto del fatto che f é a supporto compatto ottengo

/_OOO 7y de = [2f(a / e —/_Ooof(x)dx

Analogamente

/jxf( Yo = [af(@ / i —/Oooﬂx)dx

Mettendo insieme i due pezzi ottengo

0 [e%)
Doy (f) = — / f(x)d + / f(x)de = / sgn(z) f(z) dr = pugnio(f)

Quindi si ha che D, (f) = @sgn(a) (f) per ogni f € K, vale a dire Dy|,| = Psgn(a)-

L’identita (6.35) puo essere generalizzata, come traspare dal problema seguente.

6.42 Problema. Sia ¢ € C'(R). Dimostrare che la derivata nel senso delle distri-
buzioni di g(|z|) ¢ data da ¢'(|z|) sgn(x).

6.43 Esempio. (¢ = dp). Vogliamo far vedere che vale (ricorda la definizione della
distribuzione 9, (6.9))

(6.36) W = 5.

Infatti, per ogni f € K, dal teorema fondamentale del calcolo, segue che

I(f) = —0(f') = - / T P @) de = —(f(0) — F(0) = £(0) = 6olf)
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La 9 rappresenta il caso pit semplice di una di una distribuzione associata ad una
funzione con dei punti di discontinuita. Mostriamo ora una formula che generalizza la
(6.36) al caso di una funzione con molti punti di salto.

6.44 Notazione. Sia g : R — C. Definisco

0 altrimenti.

g'(z) se g é derivabile in x
(Dog)(x) = {

6.45 Proposizione. Sia g una funzione differenziabile a tratti con discontinuita nei
punti u;, i = 1,2,3,.... Ponendo Ag(w;) := g(u;) — g(u;) uguale al valore della
discontinuita di g in u;, si ha la sequente identita, nel senso delle distribuzioni

Dg := D.g + Z Ag(u;) by,
i=1

Dimostrazione. Considero il caso in cui ci sia un solo punto di discontinuita u. Abbiamo
dunque

lim g(z) = g(u™) lim g(z) =g(u™)  Ag(u):=gu®) —g(u).

T—u~ z—ut

Posso scrivere, per ogni f € IC,

— 00 u

() = —paf) = / o) (@) e =~ [ " (@) f (@) de — / " 4(@)f (@) da

=)@ [+ [ d@iw g

— 00

= —f)g(u™) + Flu)g(u®) + / Dog(x) f(x) d

= f(W)lg(u™) — g(u™)] + D, (f)
= Ag(u) 6u(f) + ¢pog(f) . D

6.46 Esempi. Vediamo alcune semplici applicazioni della Proposizione 6.45.

(1) Sia a € R. Allora sgn(z — a) ha derivata nulla ovunque tranne nel punto a in cui
la funzione ha un salto pari a 2. Quindi

Dsgn(x —a) =20, .
Analogamente

Dsgn(a —x) = —24,.

(2) Sia

g(x)::{l z <0

r—2 x>0
La derivata “ordinaria” di g é data da

0 <0
g'(x) := { non esiste = =0 nel senso ordinario,

1 x>0
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dunque, ricordando 1’Osservazione 6.19, possiamo scrivere
D,g=H.
Inoltre g ha un’unica discontinuita in z = 0 e vale
(Ag)(0) = g(0%) —g(07) = -2 1= -3,
quindi, usando la Proposizione 6.45, otteniamo

Dg=H — 34 . nel senso delle distribuzioni.

Sia |z]| la parte intera di x, vale a dire il pit grande intero minore o uguale
a x. Questa funzione ¢ derivabile, con derivata nulla, per ogni x € R\Z. In
corrispondenza di ogni intero k si ha una discontinuita Alz|(k) = 1. Quindi

Dlz] = b

keZ

Osserviamo (se qualcuno si fosse posto il problema) che la serie ), ., 05 & sempre
convergente come distribuzione. Infatti se f € I esiste L > 0 tale che supp f C
[-L, L], quindi

(Z@) ()= fk)= > fk),

keZ keZ k=—L
e dunque si tratta in realtd di una somma di un numero finito di termini.

La funzione g(z) := |x?], come la precedente & costante a tratti, vale a dire &
derivabile con derivata nulla ad eccezione dei punti +v/k con k € N* (vedi figura
6.2). Quindi Dog = 0. Inoltre la funzione nel punto ++/k ha un discontinuita pari
rispettivamente a +1. Quindi

La funzione
sgn(sinz)

ha derivata ordinaria ovunque nulla tranne che nei punti k7 con k € Z, in cui
essa non esiste, quindi D, sgn(sinz) = 0. Nei punti = kx la funzione g ha un
salto pari a £2 a seconda della parita di k. Otteniamo quindi, nel senso delle
distribuzioni,
Dsgn(sinz) =2 Z(—l)kékw
keZ

La formula zd), = —dp, ottenuta nell’esempio 6.30 & un caso particolare di un risultato
piu generale che afferma che il prodotto di una funzione C*° per la derivata di una
delta di Dirac ¢ una combinazione lineare (a coefficienti costanti) di derivate di delta
di Dirac.

6.47 Proposizione. Se h € C*(R) ea € R, si ha

n

(637) h($> 5((1”) — Z(_l)k (Z) h(k) (CL) 5gn—k) )

k=0
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2 -3 V2 1 V2 V3 2

Figura 6.2: Grafico della funzione |22 ].

Dimostrazione. Sia f € K. Allora

() 857 () = 60 (k) = (~1)" D" (hf)(a) .

A questo punto posso usare la regola di Leibniz 1.12 per la derivata n-sima del prodotto
e ottengo

(6.38) L=
=S o-0 () H @
k=0
- [Z(—l)’f(’;)h“)(a) 55;—@] @
k=0
Poiché la (6.38) ¢ valida per ogni f € K, la proposizione ¢ dimostrata. O

6.48 Esempio. Per apprezzare I'utilita della Proposizione 6.47, supponiamo di dover
calcolare

D" (ze*dy) .

Si capisce che se uno inizia a calcolare subito la derivata settima rischia di passarci
mezzo pomeriggio. Infatti il conto inizierebbe cosi

D7 (ze®6)) = DO [D (ze”5))] = D [e” 6f + x e 5 + x e 5]

bene, la prima derivata I’abbiamo fatta. Ne mancano altre sei. Invece di proseguire
con questo metodo che richiede una certa dose di pazienza, vediamo qual é I’approccio
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corretto: la prima cosa da fare & semplificare ’espressione xe®d| usando la 6.47. Sia
h(z) = ze®. Dunque

W(x) =e"(1+2) R0)=1
(2 +x) h"(0) =2.

Grazie alla 6.47 trovo

2" 8 = h(z) ol = ((Z))h(o) 5 - (f) 1(0) 5h + (z) 1 (0) 66
— &7 — 28, + 26,
A questo punto, essendo “scomparsa la z”, fare la derivata settima & banale
D (ze® 8) = D7 (50 — 26} + 260) = 657 — 26§%) + 267 .

6.49 Esempio. Vogliamo calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando, se possi-
bile il risultato:

(a) cosxdy (b) D? [e** D*(|z])] .

Soluzione. (a) Usando la (6.37), si ottiene

cosx o = (5) cos(0) 6y — (i)D[eos T)p—0 6 + <§) D?[cos ]—o 6
= cos(0)dy — 2sin(0) &y — cos(0) &g = &y — o -

(b) Conviene innanzitutto semplificare 1’espressione all’interno della derivata terza.
Poiché D|x| = sgn(x), otteniamo
D?(ja]) = Dsgn() = 24,
quindi, usando ancora la (6.37),
6239 D4(|$|) — 262x 6(/)/
=2 [eo 5y — 2D(e*)(0) 6 + D?(e*7)(0) 50}
= 26, — 88, + 8o - <
Un caso importante da considerare ¢ il prodotto di un monomio =™ per la derivata di
una delta nell’origine.
6.50 Problema. Siano m,n due interi non negativi. Dimostrare che
m__n! (n—m)
Zm 5(()”) — (_1) (n—m)! 60 sen=>m
0 sen <m

Suggerimento: il risultato segue facilmente dal Lemma 6.51.

Puo essere utile tenere a mente alcuni casi particolari:
(6.39) x"é(()n) =(=1)"n!dy xméén) =0 sem>n.
6.51 Lemma. Siano k,m € N. Allora, se f € C*(R), si ha

0 sek<m

k¢, m _
D™ f)(0) = {(k_kin)!f(k—m)(o) sek>m.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che

L m m! sej=m
D= )(O)Zm!éjm:{o se j#m

Di conseguenza, usando la regola di Leibniz 1.12, posso scrivere

m (R pigm i) — ot S (F -
zﬁ@fxm=§jQ)Du>mw@>mwﬂmg%Q)%u“>m»

Jj=0

Se k < m tuttii termini dell’ultima somma sono nulli. Viceversa, se k > m, nell’ultima
somma c’é un unico termine diverso da zero, quello con j = m. O

Mentre in generale se voglio definire il prodotto di una funzione h per una distribuzione
arbitraria I’ devo assumere che h sia C'°°, nel caso in cui la distribuzione sia una delta
di Dirac o una derivata della delta di Dirac, la Proposizione 6.47 mi permette di definire
tale prodotto sotto ipotesi pitt deboli su h.

6.52 Definizione. Sia a € R e sia h una funzione di classe C™ in un intorno del
punto a. Definisco, per ogni n < m,

n

6.40 h(z) o™ =3 (-1 k(") h(®) (g) 5=

(6.40) @3 =304 ()0

6.53 Esempio. La definizione precedente ci dice che per definire h(m)één) ho bisogno
che h sia almeno di classe C™ in un intorno di a. Ad esempio se h ¢ continua in un
intorno di a posso scrivere h(z)d, = h(a)d,. Se h ¢ C' in un intorno di a posso definire
anche h(z)d!, = h(a)d!, — h'(a)d,. Esempi:

sgn(x)dy = sgn(1)d; = & sgn(z — 1)dg = sgn(—1)dg = —do
H(z)6y = H(2)d, — H'(2)d2 =04  H(z)d 3 =H(-3)0" 35— H'(-3)_3=0.
Attenzione a non scrivere espressioni senza senso
H(z)do = non ¢ definita perché H ¢ discontinua in 0
2|0}, = non & definita perché |z| non ¢ C' in un intorno di 0.

6.54 Proposizione. Siano g e h due funzioni differenziabili a tratti, tali che nessun
punto di discontinuita di g coincide con un punto di discontinuita di h. Allora vale la
sequente identita nel senso delle distribuzioni

D(gh) = (Dg) h + g (Dh).
Dimostrazione. Segue facilmente dalla 6.45. O

6.55 Osservazione. Nella Proposizione 6.54, 'ipotesi che g e h siano discontinue in
punti diversi é fondamentale per evitare di scrivere espressioni che non hanno senso.
Supponiamo infatti di volerlo applicare ad H (la funzione di Heaviside) e sgn. In
questo caso otterremmo

D(H (x) sgn()) = H'(x) sgn(z) + H(x)Dsgn(a)

(6.41) = sgn(x)do + 2H ()09 = (sgn(x) + 2H (x))dy .
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Ma V’espressione a destra non ha alcun significato perché H(x)dp e sgn(z)dp non sono
ben definite. D’altra parte la derivata di H(z)sgn(z) si puo facilmente calcolare senza
bisogno di usare la formula della derivata del prodotto. Infatti, poiché

H(x)sgn(z) = H(z),
ottengo banalmente
D(H(x)sgn(x)) = do .
6.56 Esempio. Per calcolare
D(sgn(z — 1) sgn(z + 1)6_”’2) ,
possiamo usare la Proposizione 6.54 ottenendo
D(sgn(x — 1) sgn(x + 1)67I2)
= 247 sgn(x + 1)6_:”2 +20_1sgn(z — 1)6_””2 — 2z sgn(x — 1) sgn(z + 1)6_”32
= (201 —25_1)e ' — 2z sgn(z — 1) sgn(x + l)e_m2 .

6.6 Alcune proprieta di P(1/x")

Quando abbiamo introdotto le distribuzione P(1/2™) avevamo preannunciato che &
naturale pensare che essa sia la corretta distribuzione da associare alla funzione 1/z",
perché soddisfa le stesse regole di calcolo. Le seguenti tre proposizioni precisano questo
concetto.

6.57 Proposizione. Si ha
Dlog |z| = P(1/x) nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Data la funzione localmente integrabile  — log |x|, consideriamo la
distribuzione associata ¢jog (.. Osserviamo che la derivata della funzione log| - | ¢ la
funzione 1/x che non ¢ localmente integrabile. Per capire chi ¢ o[ ¢ || partiamo percio
dalla definizione di derivata di una distribuzione

Cloglal (f) = —Plogla) () = / log |z| f'(z) de

= — lim {/_E log(—z) f'(z) dz + /:0 logz f'(z) dx} :

e—0t — o

Integrando per parti si trova

‘/Oologxf’@)dw: ~[logz f ()] j+/w@dﬂc - logsf<e>+/w@dx

Analogamente si ottiene

_/_Elog(_x) f'(@)de = —loge f(~¢) + /_E 1) g,
da cui,

(6.42) ‘P{oglw\(f) = lim loge[f(e) —f(_g)]"'/l > T

e—=0t
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Poiché f & derivabile

lim loge[f(e) — f(—¢)] = lim {(aloge) W} = lim (eloge)2f'(0) =0.

e—0t e—0t £ e—0t

Quindi, facendo tendere € a zero nella (6.42) e ricordando la (6.30),

Gogr (N =tim [ D pasmyp).

e—0t |z|>e x

Abbiamo quindi ottenuto
(piog\ﬂ = P(l/.’l?) )

che, tenendo presente quanto detto al punto 6.31, si pud anche scrivere come
(log |z|)" = P(1/x).

6.58 Proposizione. Siano n,m due interi positivi. Allora

m—n

T sem>n
P(1/z™™) sem <n.

z™ P(1/a") = {

Dimostrazione. Sia f € K. Allora

(6.43) " P(L/a")] () = P/a") ") = T TR ),
L n—1 k m

(6.44) If(x™f) = / :ci" <xmf(z) - Z D<k'f)(0)xk> dx .
-k k=0 '

Caso (a): m > n. La quantita D*(z™f)(0) é nulla se k& < m. Poiché il massimo
valore che pud assumere k ¢ n — 1 e poiché n — 1 < m, si ha che tutti i termini della
sommatoria sono nulli. Quindi

L

L
1
IF(z™f) := / —a™ f(x) dx :/ 2" f(x) dx.
_L " L
Facendo tendere L a +oo, dalla (6.43) otteniamo
" PA ()= [ 2 ) da Vi ek,
vale a dire
2™ P(l/z™) =™ " nel senso delle distribuzioni.

Caso (b): m < n. In questo caso, grazie al Lemma 6.51, otteniamo
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Sostituendo questa espressione nella (6.44) otteniamo

L n—m—1 (k)
(6.45) (amf) = / ) — (f(x)— y B0 x’“) i

oo n—m=1 (k)
e P = [ (f(x)— > P xk> do = PU/z" "))

n—m
oo T

6.59 Proposizione. Se n é un intero positivo si ha
DP(1/z™) = —nP(1/z™*1).

Dimostrazione. Sia b > 0 tale che supp f C [—b, b]. Poniamo

L =
B=[ & [f(x)];)f kfo)x’f] da.

Dalla definizione di derivata di una distribuzione si ottiene
DP(1/a")(f) i= —P(1/2")(f') = = lim IE(f").

D’altra parte, integrando per parti ed usando il fatto che f(z) — f(0) & una primitiva
di f'(x), si ha

L n=1l r(k+1)
n=[ & [f’w)—zf;!(%k] i

- 2" k=0
1 n—1 f(k+1)(0) gkt L
= [:r” <f($) — f(0) - 1;) T k‘+1> y

Lo, ol op(k41) () pR+L
n (k) L L n (k)
- [; (f(x)—zf L ﬁ) oo [0 (f(@—Zf O xk> dr
2o )| ) |

n (k) n (k
= % (f(L) - Z f k!(O) Lk) - (—2)” (f(_L) - f k!(o (_L)k>

k=0
+nIPt(f).
Se L > bsiha f(L) = f(—L) =0, quindi

k)
R =ntpt() -y k!(O) <(L1)"k - Ln1k>
k=0

—~  [M0) 2
2 K Lk

1
=nIp"(f) -
n — S:d(i]spari

A questo punto possiamo fare il limite per L — oo, ottenendo

DP(1/a")(f) = = lim I3(f) = =n P(/z")(f). O
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6.60 Esempio. Vogliamo calcolare
(a) D?[2°D*log|z|] (b) D?[2*D*log|z|] .
(a) Poiché (log |z|) = P(1/x), si ha
D*log|z| = D3P(1/z) = (—1) - (—=2) - (=3) P(1/2*) = —6P(1/2%).
Quindi

D?[2°D*log |z|] = —6 D*[z*P(1/2*)] = —6 D*[P(1/2%)]
= —6-(—24) P(1/2°) = 144 P(1/2°).

(b) Procedendo in modo analogo al caso precedente si ottiene

D? [J;4D2 log |ac|] =_-D3 [1;4 P(l/a:z)] = —DS(ch) =0.

6.7 Problemi svolti

6.61 Problema. Calcolare le distribuzioni

(a) D[sgn(z)e ] (b) D[sgn(z) sgn(z —1)]
(c) = (sgn(z+2)) (d) sin(z)|z|"

Soluzione. (a) Grazie alla Proposizione 6.54 e a quanto affermato nel Problema 6.42
ottengo
D[sgn(z) e 1] = D(sgn(z)) e~ 1*l + sgn(z) D(e1®)
=260 e 1*l — (sgn(z))? e~ 1!
=25 10 — e lel [uso: (sgn(z))? = 1]
=20y — eIl

(b) Analogamente al caso precedente si ottiene
D[sgn(x) sgn(z —1)] = D(sgn(z)) sgn(z — 1) + sgn(z) D(sgn(z — 1))
= 2§p sgn(z — 1) + 2sgn(zx) &,
= 2(dp sgn(—1) +sgn(1) ;)
=2(8; — do) -

()
z(sgn(z+2)) =220_5=(-2)20_2=—-45_5.

(d)

sinz |z|” = sinz sgn(z)’ = 2 sinz § = 2 sin(0) 5o = 0.

6.62 Problema. Calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando il piu possibile il
risultato

(a) D?[sinz D*(|z|)] (b) D3(e" "))
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Soluzione. (a) Poiché D?(|z|) = D(sgn(x)) = 24y, ottengo
sinz D*(|z|) = 2sinz 67 .
Usando l'identita h(z) df = h(0) o7 — 2h'(0) 6, + h”(0) b9, posso scrivere
2sinz &) = 2 [sin(0) 6 — 2cos(0) &, — sin(0) 6] = —44, .
Quindi
D?[sinz D*(|z])] = —45(()4) .
(b) Dall’identita

h(z) 8 = h(0) 6] — 21/ (0) 8, + B"(0) & ,

con
h(z) = e* h(0) =1
h'(z) = h(z)(1 — 2x) n'(0)=1
h"(z) = k' (z)(1 — 2x) — 2h(x) R"(0) = -1
si ottiene
e*=" 6y = & — 28) — by .
Dunque

D" 5y) = 85 — 255" — oY

6.63 Problema. Calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando il pit possibile il
risultato

(a) D*(sin(|x|)) (b) D*(|sinxl)

Soluzione. (a) Uso il fatto che se una funzione f ha una parita definita (cio¢ ¢ pari
oppure dispari), allora

) fl=) se f & pari
F(ll) = {f(x) sgnx se f ¢ dispari.

Poiché il seno é dispari
D(sin(|z])) = D(sinz sgnz ) = cosx sgnx + 2sinx dy = cosx sgnx.
Faccio la seconda derivata
D?*(sin(]z])) = D(cosx sgnx) = —sinz sgnx + 2cosx dy = —sina sgnx + 25 .
Faccio la terza derivata

D3(sin(|z|)) = D(—sinz sgnz + 24y)

= —cosz sgnx — 2sinzdy + 265 = —cosx sgnx + 26, .
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Ottengo infine

D*(sin(|z|)) = D(— cosz sgnx + 265))
=sinx sgnx — 2cosx &y + 20, = sin |z| — 260 + 26 .

(b) Data una qualsiasi quantita reale X posso scrivere |X| = X sgn X, quindi, ricor-
dando che

D(sgn(sinz)) = 2 Z )*6kr
kEZ

ottengo
D?(|sinz|) = D*(sgn(sin ) sin )
=D (2 sin x Z V8 pr + sgn(sin z) cos x)

kEZ
= D(2 Z *sin(km) Oy + sgn(sinz) cos x)
kEZ
= D(sgn(sinz) cos x)
= —sinxsgn(sinz) + 2cosx Z VE G
kEZ
= —sinzsgn(sinz) + 2 Z(—l)k cos (k) Opr
kEZ
= —|sinz| + 2 de,r [uso: cos(km) = (—1)¥].

kEZ

Per capire intuitivamente questo risultato si osservi il grafico della funzione f(z) =
|sinz| in Fig. 6.3. Localmente questa funzione & uguale a sin x oppure a — sin z;, quindi
in ogni caso deve valere f” = —f. Fanno eccezione i punti x; = k7 con k intero, in
corrispondenza dei quali il grafico mostra degli “spigoli” dove f non é derivabile. Se
comunque sviluppiamo f in serie di Taylor nell’intorno di ciascuno di questi punti
usando il valore della derivata destra e sinistra di f otteniamo

f(@) = flze) + () (@ — z1) + O((x — 1)
— [sin(km)| + | — k| + O((z — k1)?) = |2 — k| + O((z — km)?).

Ma la derivata seconda di |z — kx| é proprio 20k, il che spiega l'origine del termine
2> ez Ok nella derivata seconda di |sin z|.

Figura 6.3: Grafico della funzione |sinz|.

6.64 Problema. Siano n e k due interi positivi arbitrati e sia

gn(x) := H(x)% .
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Calcolare, nel senso delle distribuzioni, D*g, (Sugg: considerare separatamente i casi
() k<n, (2 k=ne(3)k>n).
Soluzione. Poiché n > 0, "0y = 0, quindi

n n—1 n—1

Dgy, = %50+H($)WZH($)

(n—1)! = g1

Iterando questa identita ottengo che se k < n si ha
D¥gn = g -
Nel caso k = n posso scrivere
D"g, = D(D""'g,) = Dg1 = D(zH(z)) = H(z) + 6y = H(z).
Grazie a questo risultato posso risolvere il caso k > n nel modo seguente:
Dkg, = D¥="D"g, = DF""H = gh—"1.

6.65 Problema. Sia k un intero positivo. Calcolare D*(H(x)e™®) nel senso delle
distribuzioni.

Soluzione. Sia F(x) = H(x)e™®. Parto col caso piu semplice, k = 1, e ottengo
DF(z) = D(H(x)e™™) =dpe " — H(x)e ™ =y — F(x).
Derivando ancora e riciclando il risultato sopra ottenuto si ha
D?F(z) = §) — F'(x) = 8, — 0o + F(x).
Ok, facciamone un’altra, ma ormai é chiaro qual é il risultato generale.
D3F(x) = D(8) — do + F(x)) = 6} — 6 + F'(z) = 6 — 6y + 60 — F(x).

E il momento di azzardare la congettura

k—1

DH(H(@)e ) = (1) [H(z)e™ = 3 (=175

J=0

che puo essere facilmente dimostrata per induzione.

6.8 La distribuzione §(b(z)) (da non confondere con
(1))

Abbiamo visto che la delta di Dirac non é una distribuzione regolare, vale a dire
non pud essere associata ad una funzione localmente integrabile §(z). Nonostante cio
viene comunemente usata la stessa notazione che si una per le distribuzioni regolari,
scrivendo

(6.46) /Rf(x) §(z—a)dx = f(a).

In questa sezione vogliamo dare un senso matematico preciso ad un’altra notazione
impropria che si incontra comunemente, in cui appare la funzione composta della “fun-
zione” delta di Dirac che gia di suo non esiste, per cui figuriamoci se esiste la funzione
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composta. Comunque alla fine, come si vedra, tutto ha un senso ben preciso. Voglio
quindi attribuire un significato, ad esempio, all’espressione

(6.47) /]R F(@)6(z% — 1) da,

in cui compare appunto la composizione fra §(z) e b(x) = 22 — 1.

6.66 Attenzione!. Non confondete 6(2%2—1) con 6, (z2—1): se scrivo d,(z?—1) intendo
la distribuzione 6, applicata alla funzione di prova f(z) = 22 — 1. Tralasciando il fatto
(qui irrilevante) che 2 — 1 non appartiene allo spazio K perché non & a supporto
compatto si ha quindi §, (2% — 1) = a® — 1. Con il simbolo §(z% — 1), senza pedice sulla
4, intendo invece la funzione composta della delta, che definiremo fra poco.

Per attribuire un significato alla (6.47) parto dalla Proposizione 6.22 che ci dice che la
distribuzione Jg, anche se non é una distribuzione regolare, puo tuttavia essere ottenuta
(in molti modi) come limite di una distribuzione regolare. Ad esempio possiamo usare

la gaussiana normalizzata
1 2

T)i=—F—=e
v(x) Jr
ed ottenere la delta come limite della funzione v opportunamente riscalata. Vale a
dire, se definisco

no 2,2
(o) = my () = e
allora si ha
(6.48) o(x) = ILm Yo () .
La (6.48) ¢ una notazione simbolica che significa
(6.49) lim [ y,(x)f(z)dx = f(0) Viek.

n— oo R

Usando la notazione impropria (6.46) possiamo riscrivere la (6.49) come
(6.50) / f(z)d(z)dx = lim [ ~,(z)f(x)dz viek.
R

Questa identita ci suggerisce un modo per definire una distribuzione §(b(z)) che, in
un qualche senso, pud essere pensata come la composizione della delta per un’altra
funzione b.

6.67 Definizione. Sia b € C'(R) una funzione con zeri semplici e isolati. Definisco

/]R F@) o)) dz = lim | (b)) f (@) do fek.

n—oo R

A questo punto faccio vedere che questa definizione rappresenta infatti una distribu-
zione, pitl precisamente una combinazione lineare di delta di Dirac centrate sugli zeri
di b con coefficienti opportuni.

6.68 Proposizione. Sia b € C'(R) e supponiamo che b abbia zeri semplici e isolati
nei punti x1, T2, x3, ..., allora si ha, per ogni f € IC,

S, (f)
b' ()]

)
n— oo R

(6.51) lim, | 3n(b@)f(@)dr =31
k
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di consequenza possiamo scrivere

N da ()
(6.52) /Rf(x) 6(b(z)) dx = Ek: ek

Dimostrazione. Dimostriamo la Proposizione in un caso particolare in cui b é una
funzione crescente ed ha uno zero che é quindi necessariamente unico. Sia x( il punto
in cui b si annulla. Per ipotesi zy & uno zero semplice, quindi ' (zg) # 0. Poiché b &
crescente esistono i limiti
c= lim b(z) <0 d= lim b(z) >0
T—r—00 T—r+00

a patto che ammettiamo —oco come possibile valore di ¢ e 400 come possibile valore
di d. Usando il cambio di variabile

y = b(x)
z=b"'(y)
—1 dy

e ricordando la (6.18), si ottiene

| i [ SO @)
Jim [ (0 s dr = T [ o) s d

JOTH0)  f(xo)  Guy(f) .
Ty

Y

T YO(0)  V(xo)  [V(zo)|

L’identita (6.52) spesso viene scritta in maniera simbolica come
1 Oy
(6.53) 5(b(x)) = ——0(x —ag) = b
e 2 o
6.69 Esempi. Vediamo con alcuni esempi come applicare la Proposizione precedente

(1) Sia a # 0. Allora d(ax) = §(b(x)) in cui b(x) = ax si annulla solo in z = 0 e vale
b'(0) = a. La (6.53) diventa quindi

1

lal

d(ax) = —d(x) a#0.

(2) b(x) = arctanz. Anche in questo caso b si annulla soltanto nell’origine. Inoltre

oy L 0 —

quindi
d(arctanx) = §(z) .
(3) b(z) = (2® — a?), con a # 0. La funzione b ha 2 zeri in +a. inoltre
V(z) = 2x b/ (£a)| = 2|al

quindi

! (6(x —a)+d(x+a)).

5((,32 — a2) = ﬁ
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(4) b(x) = €®. La funzione b non si annulla mai, quindi d(e”) = 0.
(5) b(x) = cosz. La funzione b si annulla in zy := 7/2 4+ k7 con k € Z. Inoltre
b (z) = —sinx |b'(zx)| = | sin(zg)| = 1,
quindi

5(c05m)=26(m—g—kﬂ'):ZJ(ac—g—&—k:ﬂ').

keZ kEZ

(6) b(x) =sinz. Analogamente al caso precedente si ottiene

(6.54) d(sinz) = Z d(x—km) = Z Ok -

kEZ kEZ

6.70 Osservazione. (Alla fine tutto ha un senso). Pensare all’espressione

/ £() 6(b(x)) de
R

come se coinvolgesse una “funzione composta” della delta di Dirac, pur essendo impro-
prio dal punto di vista notazionale, riflette tuttavia un aspetto concettuale corretto.
Supponiamo ad esempio di voler calcolare la derivata di g(x) := sgn(sinz). Abbiamo
gia fatto questo calcolo nel Problema 6.63 e il risultato é

D(sgn(sinz)) = 2 Z(—l)k Ok -
kEZ

Ora facciamo lo stesso conto in un altro modo: chiudiamo gli occhi, facciamo gli
scongiuri e applichiamo la regola di derivazione delle funzioni composte sperando che
vada tutto bene. Siccome D sgn(x) = 26(z), applicando la (6.54), otteniamo

D(sgn(sinz)) = sgn’(sinx) cosz = 2§(sinx) cosz

=2cosx Z(Skﬂ = 2Zcosx6k,r

kEZ keZ
=2 cos(km) Gr =2 (—1)* O -
keZ keZ

Sembra incredibile, ma tutto torna!

6.8.1 Problemi

6.71 Problema. Calcolare il seguente integrale scritto nella notazione “dei fisici”,
semplificando il pit possibile il risultato.

/OO e~ 17 §(sin(2z)) dz

Soluzione. La funzione b(x) := sin(2z) si annulla nei punti
. km
sin(2z) =0 < xkziconkEZ.

Poiché
1Y ()| = 12 cos(2as)| = [2cos(kr)| = |2 (~1)F] = 2,
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si ottiene

0 (sin(2x)) Zém/g
kEZ

Quindi

/0; ~121 §(sin(22)) Z/ “12l§(x — kr /2) da

kEZ
1 1
—lkw/2| _ I
Ze Ze T 1 —e7/2 2°
kEZ

6.72 Problema. Calcolare il seguente integrale scritto nella notazione “dei fisici”, in
cui compare la “funzione composta della delta di Dirac”, semplificando il pitt possibile

il risultato. © 5 )
[ destrai
T

Soluzione. La funzione b(x) := cos(mwx/2) si annulla nei punti
cos(mz/2) =0 <= axp:=2k+1 conkeZ.
Poiché

, T (TR | T
|6 (zx)| = ‘ 5 i ( 5 )‘ ‘ sin(km + 7T/2)‘ 5
si ottiene 9
d(cos(mz/2)) Z5xk = — Z(SQK_A'_l.
T kez T ez
Quindi
* d(cos(mz/2)) > o( :r—xk
/ T Z/
- kezZ
22 e 4i*1 -3
T s 2k+1 = (2k + 2 2

in cui, nell’'ultima uguaglianza, ho usato il fatto noto che la somma dei quadrati degli
interi positivi dispari ¢ uguale a 72/8.

6.73 Problema. Calcolare il seguente integrale scritto nella notazione “dei fisici”, in
cui compare la “funzione composta della delta di Dirac”, semplificando il pitt possibile
il risultato (fornire, se possibile, una risposta numerica)

/jo 27 ‘””'5((:08(7?) — %) dx .

Soluzione. La funzione b(z) := cos(mx/3) — 1/2 si annulla nei punti
rr = £1 + 6k con k€.

Poiché

1V (2)] = |m/3 sin(may/3)| = %/3 = 2—%

si ottiene

d(cos(mx/3) —1/2) = 27\/5 [014+6k + 0—1+6k] -

keZ
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Quindi
/ ~ 9mlel §(cos(na/3) — 1/2) da
_ 2;@2/0;2«% [6(z — 1+ 6k) + 6(x + 1+ 6k)] dx

keZ"”

_2v3 {2—|1+6k| + 2—\—1+6k|} _ 43 D o liHoH
™

™

kez keZ
_ avo 9 (1+6k)+22 (6k—1)
g k=0 k=1

T |[1—-2-6"1-2-6 T 261 637

43 [ 271 2126 ] _4V325+2  136V3

6.74 Problema. Sia a € R, a > 0 e sia
I(a) := / e tiz §((2* — a?) 67302) dx.

Calcolare il massimo della funzione f(a) := |al(a)| per a € (0,0).

Soluzione. La funzione b(z) := (z2 — a2) e™*" si annulla nei punti
T = *a.

Inoltre si ha

Viz)=e ™ (22 — 22(2* — a?)) b/ (£a)| = 2ae™,

da cui si ottiene
ea2

5(b(2)) = S (00 +-0).

Quindi

> 2, 2 2 2 6a2 2, 2.
/ e T +ix 5(($ —a )67$ )dl‘ - |:67a +ia +efa —ia
a
—oo

_ cos(a) '

2 a

Otteniamo cosi che la funzione f(a) = |al(a)| = | cos(a)| ha come valore massimo 1.

6.9 Alcune identita “notevoli” fra distribuzioni

6.75 Problema. Sia r_(% la distribuzione definita come
] 0£:0)
1 . f(z)
x — (xg £ 10) (/) e50 r T — (xg i) v

Dimostrare che

1 1
——— =P + 7,
x — (zg £ i0) (:U—x0> #00
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Soluzione. E sufficiente considerare il caso g = 0. Dato o > 0, posso scrivere

(z) dx = ¢ 1@ dx—|—/ @) dx
|

R T — 1€ —a T —1E z|>a T — €
_[" f0) ¢ flx) — £(0)
(655) = . de—F/;a ﬁdﬁ
f(=z) f@) _ @)
(6.56) —|—/|x|>a . da:+/|m>a [x—ifs . } dx

= A(a) + B(a) + C(a) + D(a),

In cui A(a), B(a), C(«) e D(«) rappresentano i quattro integrali che compaiono nelle
(6.55), (6.56). Iniziamo dall’ultimo.”

|D(a)|§/||> S f@)

T — 1€ x
B L ey
|z|>« |I| |£ZZ 715| |z| >« |x|

dove, nell’ultima disuguaglianza, abbiamo usato il fatto che |z —ie| = Va2 + &2 > |z|.
Di conseguenza, ponendo

’daz

= gl/3 I:= d
ai=el3, /R\fw v

otteniamo
|D(€1/3)| </ E|f(1‘)‘ dx </ E|f(fE)| dr
(6.57) T Jzas 2P T Jjgzan €3
Sal/?’/ |f(x)|de =31,
R
per cui

lim D(e'/3) =0.

e—0t

Passiamo ad occuparci del termine B. Sviluppando f al prim’ordine,
flx) = f(0)+af'(9z)  9€(0,1)
e ricordando che |z — ie| > |z], si ottiene

s < [ MOS0, 7 w0,

_e1/3 |$—Z'€| _g1/3 |£C|

c1/3

< ”f/H“ / 1/3 ldr =2 HfI”uEl/g'
_el/s

c1/3 cl/3

Di conseguenza

(6.58) lim B(eY/?) =0.

e—0t

9uno di quei casi in cui “gli ultimi saranno i primi”
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Per quanto riguarda il termine C(c'/?), si ottiene, ricordando che a(e) = £'/3,
lim C(/?) = lim Mdm: lim Mdac:P(l/gc)(f).
e—0+ e—=0t lz|>e1/8 T a—0t lz|>a ¥

Infine

A(&?l/S) _ / f(O) dx
|

I|§51/3 Tr — 1€

(6.59) = £(0) /| o da + i f(0) / de

z|<el/3 2 + g2 |z|<el/3 2+ g2

= 1e f(0) /:c|<61/3 xzdi_fgz = 2if(0) arctan(e'/?/¢) .
Quindi
(6.60) lim A(e'/3) = in f(0).

e—0t

Mettendo tutti i pezzi insieme ottengo

lim S dx = lim [A(51/3) + B(EY3) +C(V?) + D(El/?’)]

e—0t Jp T — 1€ e—0t
= P(1/x)(f) +im f(0) = [P(1/x) + imdo](f),
che ¢é esattamente quello che dovevo dimostrare. O

6.76 Proposizione. Sia

h(z) := sin.z e gn() := nh(nzx) = sin(na)

T T

Allora
K
Py — 50 .

Prima di dimostrare questo risultato, osserviamo che non puo essere considerato un
caso particolare della Proposizione 6.22. Infatti si puo far vedere che la funzione h
non appartiene a C;(R) vale a dire Uintegrale [, |h(x)|dz ¢ divergente. Nonostante
cid con metodi di analisi complessa si dimostra che 'integrale improprio esiste. Piu

precisamente si ha che
+K

lim hiz)dx =1.
K—o0 _K

Dimostrazione. Devo mostrare che

@y, (f) = d(f) VfeK

ovvero che

(6.61) lim [ gn(x)f(x)dz = f(0).

n—00 R

Possiamo scrivere

I(n) ::/Rgn(x)f(x) dx

- / () f () da: + / gn(@)f(2) dz = [,(n) + Io(n)
lz|<v/m
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Voglio far vedere che
I(n) — f(0) e Ir(n) =0

da cui segue la (6.61). Il secondo limite & banale. Infatti, dato che f € IC, esiste a > 0
tale che supp f C [—a,a]. Quindi abbiamo

se v/n > a allora Iz(n) =0

per cui I3(n) — 0.

Rimane dunque da dimostrare che I (n) converge a f(0). Osserviamo innanzitutto che

sin(nz) siny

lim gn(x)dr = lim dr = lim dy
0 J|p|<vn 0 Jjgl<yn T 0 J|p|<ns/2 TY
D’altra parte é noto che
+K
lim Sy dy=1

K—oo J_ Y

quindi possiamo scrivere

f(0) = lim gn(2)f(0) dx

o0 Jizl<vn

Per dimostrare la Proposizione, é quindi sufficiente far vedere che

(6.62) lim gn(@)[f(x) = f(0)]dz = 0.
n— o0 2| <7
perché questo é equivalente a dire che I;(n) — f(0). Se poniamo

f(z) = £(0)

T

h(z) :=

la (6.62) (moltiplicata per ) si pud riscrivere come

(6.63) lim sin(nz)h(z)dz =0.

e Jla<yn
Per dimostrare questo limite integriamo per parti

+vn
+ / cos(na) h'(z)dx,
—Vn lz|l<vm T

/ sin(nz)h(z) dx = _cos(n) h(zx)
lz|<vn n

da cui si ottiene

’/lxgﬁsm(nx)h(fc) dx

2
<2 [ LD 0
" lzl<ym T

2 1
< il + 21 27
n n

(6.64)

Dobbiamo ora preoccuparci del fatto che ||h|, e ||#']|. siano quantita finite. Dallo
sviluppo di Taylor di f e di f otteniamo che esistono 91 (z), ¥2(x) e ¥3(x) tali che
fx) = £(0) + zf'(¥1())
F(@) = F/0) + 2" (9 ()

£(2) = £(0) + 27'(0) + 527" (35()).
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Di conseguenza
hz) = f'(V1(x))
d f(z) - f(0) _ fl(@)z+ f(0) — f(=)

- 2

b (z) = . - -
= SO TOVZI@ 4 (@) = L) + £ (02(2)

x2

Valgono quindi le seguenti stime

3
e < WM e IRl < 5 17

Le grandezze ||f'||, e || f”||. sono finite in virtu del fatto che f € K. Dalla (6.64) si ha

quindi
‘/ sin(nx)h(x) dx
lz]<v/n

lim sin(nz)h(z)dx =0,

o0 Jlz|<vn

<

Sl

3
£l + n [Fad

che implica

vale a dire )
lim SI(T) 1) = F(0)] do = 0.
n—00 |z|</n €T
Abbiamo quindi dimostrato la (6.62) e, di conseguenza, la Proposizione O

Dalla Proposizione 6.76, mediante una traslazione, si ottiene che se

sin(n(z —y))  sin(n(y — x))

gn\T) 1= =
="y -
allora
o
©g, — Oy .

Ne segue che (simbolicamente)

n—00 n—o00 27 T

Mmoo 1o
§(xr —y) = lim g,(z) = lim —— / dk eFv=2) = o / dk et*y—=)

— 00

E bene ricordare che il significato dell’identita simbolica

1 [ ,
6(x—y) = %/ dk e'Fv=2)

¢ il seguente:

lim i/R [/n dkeik<w>] fl@)de =6,(f)=fly) VfeK.

n—o00 270 “n
Si puo far vedere che in realta 'ordine di integrazione pud essere invertito, per cui si
ha anche

1
21 R

e'hy [/R ek £ () dm] dk=6,(f)=fly) VfeK.

Passiamo ora a mostrare una rappresentazione integrale della funzione .
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6.77 Proposizione. Per ogni x € R, x # 0 si ha

1 +n ikx
lim lim —/ C dk=9(z).

e—0+ n—oo 271 )

. k—ie

n

Dimostrazione.

Caso 1. x > 0. Se x > 0 allora I'integrale puo essere “chiuso nel semipiano complesso
superiore”. In altre parole, sia 4, la curva nel piano complesso formata dal segmento
[—n,n] e dalla semicirconferenza {ne’ : t € [0, 7]}. Allora, grazie al Lemma di Jordan,
il contributo all'integrale dovuto alla semicirconferenza tende a zero quando n — oo,

per cui
1 +n ikx 1 izT
1im—,/ 6,dkzlim—,/e,dz
n—o0 274 k —ie n—oo 2mi o+ 2 — i€

—n

D’altra parte!? se € > 0 allora la funzione integranda ha un polo semplice all’interno
della curva, quindi

1 eizw 1 . eizz
- —dz = — 271 Res{
21 N 2 — e 211

Otteniamo in questo modo

1 +n ikx 1 12T
lim lim — / ¢ _dk= lim lim — / S
ot

e—0+ n—oo 271 k —ie e—0+ n—o0 27i J + 2 — i€

—n

= lim e =1=19(x),
e—0t

in cui, nell’'ultima uguaglianza, abbiamo usato ancora il fatto che x > 0.

Caso 2. x < 0. Si procede analogamente al caso 1, con la differenza che, poiché
x < 0, 'integrale puo essere chiuso nel semipiano complesso inferiore. Di conseguenza,
siccome la singolarita dell’integrando si trova nel punto z = ie, succede che non ci
stanno singolarita all’interno della curva «,, . Conseguentemente si avra

/ € dz=20 sex <0,

per cui
1 +n e’Lk’E
lim — dk =0
Uo% 2mi /_n k—ic
in accordo col fatto che, se x < 0, ¥(x) =0 O

6.10 Distribuzioni su R"

La maggior parte dei risultati ottenuti riguardanti le distribuzioni sull’asse reale pos-
sono essere estesi, con opportune modifiche, alle distribuzioni in n dimensioni. Se
a = (a1,...,qp) & un multiindice in R”, cioé se a; € {1,...,n} perognii=1,...,p,

indico con |a| la somma di tutti gli indici Y 7, ; e definisco la derivata parziale

aal...aapf

ai Ap *
ox{" -+ O0xyp

o f =

10ricorda che vogliamo calcolare il limite ¢ — 0%
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Indichiamo quindi con IC(R™) lo spazio delle funzioni f € C*°(R™) a supporto compatto
nel quale introduciamo una nozione di convergenza che é I'ovvia generalizzazione della
Definizione 6.11, vale a dire:

6.78 Definizione. La successione (f,)52; di elementi di K(R™) si dice convergente

ad f € K(R™) e si scrive f, w f se

(a) esiste un compatto A C R™ al di fuori del quale tutte le f,, sono nulle;
(b) per ogni multiindice « si ha che 9% f,, — 8% uniformemente su A.

A questo punto possiamo definire le distribuzioni multidimensionali.

6.79 Definizione. Una distribuzione su R™ & un funzionale lineare continuo F' :
K(R™) — C, vale a dire un funzionale lineare tale che

(6.65) se fo 20 ¢ allora F(f,) — F(f).

La somma fra distribuzioni e il prodotto fra una funzione C'°*° e una distribuzione si
definiscono in modo identico al caso unidimensionale. Le derivate parziali sono definite
in modo analogo, vale a dire, se a ¢ un multiindice e F' ¢ una distribuzione su R" si ha

(0°F)(f) = (-D)"/F(0°f).

Ad esempio se A ¢ l'operatore Laplaciano

A=Y o2
1=1

si ha

n n

(6.66) (AF)(f) =Y (07F)(f) = > (-1)*F(3}f) = F(Af).

i=1 i=1

Una differenza che vale la pena citare rispetto al caso unidimensionale riguarda la
condizione di integrabilita locale. Nel caso n = 1 abbiamo detto che una singolarita
del tipo 1/|z|* ¢ localmente integrabile se e solo se a < 1. Nel caso generale, I’elemento
di volume n-dimensionale puo essere espresso in coordinate sferiche come

d"z =" 1dS,_q dr

in cui dS,,—1 ¢ l'elemento di volume di una sfera (n — 1)-dimensionale, per cui

fl@) ., > rnt
d"x = dsS,,— dr.
SPT T /0 [/Snl f(x)dS 1] a r

Di conseguenza 1/|z|* & localmente integrabile se e solo se a < n. In particolare 1/z
e 1/|z| sono localmente integrabili e quindi rappresentano distribuzioni regolari su R™
per ogni n > 2.
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6.11 Applicazioni

6.11.1 1l potenziale elettrostatico

Consideriamo una carica puntiforme g posta nell’origine che genera quindi un poten-
ziale!!
q
Viz) = ] r = (z1,72,23) € R®\{0}.

Possiamo parlare, in questa situazione, di densitd di carica? Proviamo: se p ¢é la
densita di carica devono valere le seguenti relazioni

400 sex =0 3
— d’r =q.
p(x) {0 sz #0. /RS p(z)d®z =¢q

Viene quindi naturale congetturare p(z) = ¢d(z) in cui § é la delta di Dirac in R3.
D’altra parte sappiamo che il potenziale deve soddisfare I’equazione di Poisson

AV = V2V = —4np.
Sostituendo V' = ¢/|x| e p = ¢ ¢ nell’equazione di Poisson, si ottiene

(6.67) Aﬁ — —dré(a).

Voglio dare una dimostrazione diretta che la (6.67) & corretta, purché sia intesa nel
senso delle distribuzioni. In altre parole, grazie alla (6.66), bisogna far vedere che

(6.68) /R L Af(2) dw = —4r £ (0) Vf € K(R%).

s ||

Per produrre la (6.68) abbiamo bisogno dei seguenti ingredienti che potete facilmente
reperire in un qualsiasi negozio di Analisi Matematica elementare:

(1) I'elemento di volume in coordinate sferiche: d*>z = dV = r? sin 9 dr dd dy;

(2) il Laplaciano in coordinate sferiche:

_ i 2 1 4 1 2
A= 3 o (r*0,) + oy Oy (sind dy) + oy d-

(3) la seconda identita di Green, che afferma, sotto opportune condizioni di regolarita
che nel nostro caso sono ampiamente soddisfatte

/ FAg — (Af)g] dx = / FVg — (V)g) - duS
\% ov

in cui OV denota la superficie che delimita il volume V e d,S ¢ l’elemento di
superficie, normale alla superficie e diretto verso ’esterno di V.

Ok, a questo punto la versione breve ¢ semplicemente buttare tutti gli ingredienti nel
frullatore, frullare per 10 minuti circa, e pitt 0 meno viene fuori la (6.68). La versione
lunga, se qualcuno fosse insoddisfatto di quella breve, la trovate di seguito.

11Usiamo ovviamente il sistema CGS
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La prima cosa da fare & eliminare 1’origine che crea problemi a causa di 1/|z|. Siccome
[ & a supporto compatto, esiste R > 0 tale che f ¢ nulla al di fuori della palla Bg/2(0).
Allora si ha

(6.69) /]R ! Af(z)dx :/ ! Af(z)d®z = lim ! Af(x)dx

s |z] <R |Z] e=0% Je<|a|<r |7]
Sia V(g,R) = {z € R® : ¢ < || < R} il guscio sferico sul quale devo integrare. Il

bordo di V' (e, R) & costituito da due superfici sferiche di raggi rispettivamente ¢ e R.
Dall’identita di Green ottengo

1 1
/ —Af(x)d*x = / A— f(z)d*x
V(e,R) |z] V(e,R) ||

e | - V@] s
oV (e,R)

|| ||

(6.70)

Dall’espressione le Laplaciano in coordinate sferiche ottengo che, se x # 0 allora

Al Al ia,. <r28,.1) = iar (-1) =0,
r r

|| roor2

quindi il primo addendo nel membro a destra della (6.70) & nullo. Il secondo addendo
a sua volta e la somma dei due contributi costituiti dagli integrali sulle due superfici
sferiche che compongono 0V (g, R)

(6.71) /BV(E’R) [ dnS/lw_E [ (~£)dS + /z|-R [-]-#dS,

in cui ¥ ¢ il versore z/|x| e il segno meno deriva dal fatto che d,S ¢ diretto verso
Pesterno del volume V' per cui, quando integriamo sulla superficie sferica interna di
raggio ¢, d,S & diretto verso l'origine. Il secondo addendo della (6.71) é anch’esso
nullo perché f & nulla al di fuori della palla di raggio R/2 e dunque sia f che V f sono
nulli quando |z| = R. La (6.70) diventa quindi

(6.72) /V ! Af(z)dPz = — ~/|a:—£ [1Vf(x) — Vif(m) -TdS.

R |7l || ]
Inoltre, poiché vale

1 1 r r

- Vrs BT

posso ulteriormente semplificare le (6.72). Denotando con dQ2 = sin 9 dd dp 1’elemento
di angolo solido, posso scrivere

(6.73) /V<s,R) ﬁAﬂx) dr == /|x_€ |:in($) + :gf(x)} B2 dQ

:_/lw_EVf(x) -frdQ—/ () dQ.

|z|=¢e
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Il primo addendo nel membro a destra della (6.73) tende a 0 quando € — 0. Infatti

| Vf(z) -trdQ| = Vf(z) -rdQ
|z|=¢e |z|=¢
§s/ |V f(z) -t|dQ
|z|=¢
(6.74) < a/ IV f ()| d
|z|=¢
< e sup |[Vf(z)l ds
z€ER3 |z|=¢e
— ¢ sup |V ()| 4r =25 0.
z€R3

Per quanto riguarda il secondo addendo nel membro a destra della (6.73) osservo che

dQ 47 ds
[ serseso|=| [ s s
T ds)
- < /ﬂ (@)~ £0)
< swp |7~ f0) [ a0
=4 sup |/(2) = SO0

Siccome f & continua si ha

lim sup [f(z) — f(0)] =0,

e—0t |z|=¢

per cui la (6.75) implica
li dQY =4n f(0).
(6.76) dm ) f(2) 7f(0)

Finalmente, dalle relazioni (6.69), (6.73), (6.74), (6.76) si ottiene 'identita (6.68). O

6.80 Problema. Sia p € C2°(R?) e sia V il potenziale generato dalla densita di carica
p
Vi) = / ry)
e |7 —

AV (z) = —4mp(x).

Dimostrare che

Soluzione. Grazie a (6.67) si ha

AV(z) = /RS Aw#p(y) dy

|z -y

- / (—Am)oy — ) ply) dy = —dp(a)

6.81 Problema. Verificare che in R? vale la seguente identita nel senso delle distri-
buzioni

Alog|z| = 2md(x).
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6.11.2 Potenziali ritardati
6.82 Problema. (Potenziali ritardati). Sia p € C°(R?) e sia

t — —
f(z,t) ::/ wdu reR3 teR
R3 |z —ul

in cui |z — u| & la usuale distanza in R® data da |z —u| = (X0_, |2; — u,;|2)1/2.
Dimostrare che f soddisfa I’equazione

@ [07 — A] f(z,t) = dmp(x, t)

in cul

3 ) 3 82
=1 i= g

Schema di soluzione. Si puo scrivere

Af(x,t):/RSA{p(“’tM] du

|z = ul

1
= A u,t — |r —ul) du
RS =L
1
+2/ V| |——| Vplu,t — |z —u|)du
RS |z — ul

1
—|—/ Ap(u,t — |x — ul) du
s |2 — ul

L’identita @ si ottiene (con uno zinzino di pazienza) ricordando che

(a) La funzione ﬁ soddisfa (in 3 dimensioni!) la seguente identita in senso debole

A [1] — 4z — )

|z —
(b) Dalle regole di derivazione delle funzioni composte segue che
9ip(u,t — |z —ul) = =0p(u,t — |z — ul) |z — ul

(c¢) Dalla definizione di |z — u| e dalle usuali regole del calcolo si ottiene

. Alx —u| =

Oilx —u| =

|z = ul |z = u|



7. Operatori lineari

J: Now Yolanda, we’re not gonna do anything stupid,
are we?

Y: You don’t hurt him.

J: Nobody’s gonna hurt anybody. We’re gonna be li-
ke three little Fonzies here. And what’s Fonzie like?
Come on Yolanda what’s Fonzie like?

Y: Cool?

J: What?

Y: He’s cool.

Jules: Correctamundo. And that’s what we’re gonna
be. We’re gonna be cool. Now Ringo, I’'m gonna count
to three, and when I count three, you let go of your
gun, and sit your ass down. But when you do it, you
do it cool. Ready? Ome... two... three.

7.1 Definizione ed esempi

7.1 Definizione. Dati due spazi lineari normati (V, || - ||v) e (Z,| - ||z), si definisce
operatore lineare da V in Z un’applicazione T : V — Z tale che!

T(Cﬂ]l + CQUQ) = ClT(Ul) + CQT(’UQ) Vei,co € R Yy, v €V

Nel caso in cui i due spazi V e Z coincidano T' é detto un operatore lineare su V.

7.2 Definizione. L’operatore lineare T' da V in Z é detto continuo nel punto x € V
se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che se ||z — y||y < § allora [|Tz — Ty||z < e.

7.3 Definizione. L’operatore lineare T' da V in Z é detto limitato se

sup

ITz||z < o0

z€V:||z|v <1

La norma di T ¢ definita come?

(7.1) IT]|:== sup

2eVi|z]lv <1

[Tz
ll]lv

|Tz||z = sup
z#0

7.4 Proposizione. (Condizioni equivalenti). Sia T un operatore lineare da 'V in Z.

Le seguenti condizioni sono equivalenti

(1) T ¢ continuo
(2) T é continuo nell’origine
(3) T ¢ limitato

Ispesso ¢ utile considerare operatori definiti non in tutto lo spazio V, ma in un sottospazio Dr

detto dominio di T'

2dimostreremo fra poco che & una vera norma

213
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Dimostrazione. Dimostrazione identica al caso dei funzionali lineari (rimpiazzare |F'(z)]
con |Tz|| 7). O

7.5 Definizione. L’insieme di tutti gli operatori limitati da V' in Z si denota con
L(V,Z). L’insieme di tutti gli operatori limitati su V' si denota con L(V).

7.6 Definizione. Sia T € £(V, Z). L’insieme di tutti i vettori v € V tali che Tv =0
si chiama nucleo di T e si denota con KerT'. L’insieme di tutti i vettori z € Z che si
possono esprimere come z = Tv per un qualche v € V si chiama immagine di T e si
denota con RanT'.

7.7 Proposizione. Sia T € L(V,Z). Allora

(1) Il nucleo di T & un sottospazio chiuso di V.
(2) L’immagine di T ¢ un sottospazio di Z.

Dimostrazione. (Molto facile) O

7.8 Problema. Consideriamo l'operatore lineare continuo 7' sullo spazio (¢a, || - [|2),
definito come

T2 I3
T(x1,x0,23,... ::( ,—,—,...).
(x1,22,23,...) T 53

Dimostrare che RanT non é chiuso in /5.

Soluzione. Per dimostrare che RanT non ¢é chiuso in £5 troverd una successione (y(”))
di elementi di ¢ tale che

(a) y™ € RanT, vale a dire per ogni n esiste (™ € ¢y tale che Tz(") = y()

(b) (y™) converge, nella norma | - ||2, ad un elemento y di 5 che non appartiene a
RanT.

Definisco dunque

Si ha
Y™ = T

in cui

$(n):(1313"'3130707"')’

di conseguenza y™ € RanT. D’altra parte (y(™)) & una successione convergente in fo,
infatti é facile verificare che

11 11
lim y™ =y:=(1,-,5,...,— )
7L1—>Ir;(ly y (72737 7n7n+17 )

Tuttavia il limite y della successione (y(”)) non appartiene a Ran T, perché se si potesse
scrivere y = T'x, allora dovrebbe essere

v=(1,1,1,1,...)

che non appartiene a /5. O
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7.1.1 Esempi

(1) L’operatore identita Iz = z. ||I|| = 1. KerT = {0}, RanT = V.

(2) Se Ve W sono spazi vettoriali finito dimensionali tutti gli operatori lineari sono
limitati. Inoltre se T ¢ un operatore lineare da V' in W, T' é rappresentato da una
matrice. Pit precisamente se (v;)7_; € una base di V' e (w;)]2; ¢ una base di W,
allora esiste un’unica matrice m x n A tale che

m
Tu, = E w; Aik
im1

Ricordo che vale I'uguaglianza

dimV =dimKerT + dimRanT

3) Proiezioni ortogonali. Se W ¢ un sottospazio chiuso di V possiamo definire ’o-
g p p
peratore lineare T' = my che rappresenta la proiezione ortogonale su W. T &
univocamente definito dalle due condizioni

TveW v—TveW=.
E facile far vedere che ||mw || =1, Ker T = W+, RanT = W.

(4) Dato uno spazio vettoriale normato di successioni (es: ¢, 4y, ...) possiamo definire
gli operatori di traslazione verso destra 9 e verso sinistra ¥_ come

19+(.’E1,.’E2,£L’3, .. ) = (0, T1,L2,XL3,T4,.. )
I_(x1,xa,3,...) := (T2, T3, 24,...)
e, pitl in generale, se n & un intero positivo
ﬁn(xl,xg,l’g, .. ) = (O, ey O, T1,T2,X3,.. )
19—n(-771a X2, L3y - - ) = ($n+1, Tn+25 Ln43; - - )

Notare che valgono le identita

i1 set>1
(942); = {0 sei=1 (0-2)i = Tia

E immediato mostrare che sono operatori limitati con norma uguale ad 1

(5) Operatori integrali. Se K € C([a,b] x [a,b]), possiamo considerare Poperatore T,
che agisce su (Cla,b], | - ||.), definito come

b
(Tf)(x) = / K (. 9)f(y) dy.

Bisogna far vedere che T'f appartiene a C[a,b] e che T & limitato. Dato che K ¢é
continua su un compatto, é anche uniformemente continua, quindi

Ve > 036 >0 tale che se |z — 2’| + |y — ¢/| < ¢ allora |K (x,y) — K(2',y)| < e.

Quindi se |z — z| <4,
b
ITf(z) =Tf(2)] < / (K (z,y) = K(z,9)[ | f(y)| dy

b
< swp |K(ny) - Kyl [ 1f@)]de < b= a) |,
yE[a,b] a
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che implica la continuita di T'f. Per far vedere che T' ¢ limitato dobbiamo dimo-
strare che | T f]l, < C| f|l. per una qualche costante C. E infatti si ha per ogni
x € [a,b]

@l [ K o] < [ K@@ [ e a] i,

Di conseguenza
b
17flu= sup [17)| < [ swp [ 1K Co)ld] 171,
z€[a,b] z€[a,b] Ja

Abbiamo quindi dimostrato che T é limitato e abbiamo trovato anche un limite
superiore esplicito per la sua norma

b
IT] < sup / K (2, y)| dy
z€la,b] Ja

Operatori differenziali. Sia D loperatore derivata che agisce su (Cla,bl, | - ||.)-
Osserviamo che:

(a) D non ¢é definito su tutto C[a,b]. Il suo dominio & costituito dalle funzioni
f € Cla,b] che sono differenziabili

(b) D non é continuo nell’origine. Consideriamo infatti la successione (f,), in cui
fn(z) := sin(nz)/n. Allora si ha Df,(z) = cos(nx), per cui ||fn|l. tende a
zero, ma || Df,|l, =14 0.

Operatori moltiplicativi. Nello spazio S(R) possiamo definire 'operatore “molti-
plicativo” X come

X(f) = f(x) feSR).

Dimostrare che, scegliendo ad esempio la norma uniforme || - ||,,, 'operatore X non
é limitato. Pitl in generale se P ¢ un polinomio possiamo considerare ’operatore

P(X)(f) = P(x) f(x) feSR).

L’operatore P(X) viene generalmente denotato con P(z) confondendolo con la
funzione ad esso associata.

Operatori di Schrodinger. In meccanica quantistica si studiano operatori del tipo
h2
H = fEA + V()
che agiscono nello spazio (C$°(R™), || - [|2)® come

(H)(w) =~ Af@) + V@) f@) ] e 0 R

Problema. Sia K una funzione continua su [a,b] X [a,b]. Sia T loperatore su

Csla, b] definito come

b
Tf(z) = / K(z,y) f(y) dy.

3pitl precisamente nel suo completamento Lo (R™)
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Dimostrare che T' é limitato e trovare un limite superiore alla norma di 7.

Soluzione. Devo dimostrare che esiste una costante C' > 0 tale che

ITfll2 < Clfl2-

Questo mi dice che T & limitato e che ||T|| < C. Per stimare la quantita |7 f]|2 procedo
nel modo seguente

b b
® 17613 = [ i@l =
Per un dato valore di x definisco la funzione

9:(y) == K(z,y).

Grazie alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz posso scrivere

b 2
[ K@ iwa]

b 2 b 2
/aK(fc,y)f(y)dy‘ = /a gx(y)f(y)dy‘ = (g, )I?

b
ﬂmmﬁﬂ%/Kmﬁw

Dalla @ e dalla @ ottengo

b b b b
HM%/“M/MWWJMWﬁ//MWWWL

Abbiamo cosi ricavato la disuguaglianza

ITfll2 < Clfll2,

C = {/ﬂb/:K(x,y)dedyr/Q.

Di conseguenza T ¢é limitato e vale

b b 1/2
i< ([ [ Kaopaea)] . ©

7.10 Problema. Nello spazio (C.(R), ||-||..) consideriamo I’operatore lineare T definito

come (Tf)(z) := zf(x).

(a) Dimostrare che T non é limitato.

in cui

(b) Determinare il nucleo e 'immagine di 7T

Soluzione. (a). Definisco una successione di funzioni f,, € C,(R) scelte in modo tale
che

T
o A

n=o0 || fallu ’

il che implica che T ¢ illimitato. Definisco dunque f,, nel modo seguente

z—n+1 sex €n—1,n]
falz) =< —z+n+1 sex€nn+l]
0 altrimenti
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Si vede allora che || fnll, =1, € che
1T frllu = sup |z fn(z)] = [nfu(n)] = n- 1] =n,
z€R
da cui segue la @ e il fatto che T é illimitato.
(b). Supponiamo che sia T'f = 0. Allora, per definizione, si ha
zf(x) =0 Ve e R,

il che implica che f(x) & uguale a zero per tutti gli z # 0. Ma f ¢ una funzione
continua, quindi se é nulla per tutti gli z # 0 é necessariamente nulla anche per z = 0,
vale a dire f ¢ la funzione identicamente nulla. Per cui KerT' = {0}.

Per determinare Ran T bisogna capire come deve essere fatta una funzione g € C.(R)
affinché possa essere ottenuta come g = T'f per una qualche f. Scriviamo quindi
I’equazione T'f = g in modo esplicito come

@ zf(z) = g(x) Ve eR

e cerchiamo di risolverla per f. E chiaro che, affinché valga la @, deve essere
f(z) = @ Vo £ 0.

Ma f deve essere continua su tutto ’asse reale, in particolare in x = 0, quindi g deve
essere tale che

® il limite alclir%) (z) = ;13% g(z)/x esiste ed & finito.

Poiché g é continua la @ implica che g(0) = 0. Di conseguenza

lim 9(x) = lim 9(x) = 9(0) =4'(0).

z—0 X z—0 xT

La condizione ® equivale quindi ad affermare che
g(0) =0 e g & derivabile nell’origine.

Se questa condizione ¢ soddisfatta possiamo definire f € C.(R) come

o) g(x)/z sex#0
f(@): {g’(O) sex=0.

La f cosi definita risolve I’equazione T f = g. Abbiamo quindi dimostrato che

RanT := {g € C.(R) : g(0) = 0 e g ¢ derivabile nell’origine}. O

7.2 Somme e prodotti di operatori lineari

7.11 Definizione. Dati S,T € L(V,Z) e dato « € R definisco gli operatori S+ T e
aT da V in Z come

(S+T)(u):=Su+Tu ueV
(aT)(u) == a(Tu) ueV.
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7.12 Proposizione. L’insieme L(V,Z) ¢ uno spazio vettoriale. Inoltre la funzione
|-l : £(V,Z) = R introdotta nella (7.1) é una norma su L(V,Z).

Dimostrazione. La prima affermazione & ovvia. Passiamo alla seconda. E banale
mostrare che ||T'|| > 0, che ||T'|] = 0 se e solo se T' =0 e che ||aT|| = |a|||T|| per ogni
a € R. Infine mostriamo che vale la disuguaglianza triangolare:

T T T
IS+ D)@z _ 152+ T2llz o 1S2llz + [T2] 2

IS +T| :=sup ———————— =su <
ar0 lzllv w20 zllv 20 ll]lv
15|z [Tz
< + sup = IS+ 17

a0 llzllv w0 [zllv
quindi |5+ T < [S] + [|T.
7.13 Definizione. (Prodotto fra operatori). Se S € L(V,W) e T € L(W,Z) si
definisce il prodotto o composizione T'S come

TS : V> Z
TS(x) :=T(Sx)

7.14 Proposizione. Se S € L(V,W) eT € L(W, Z) allora TS ¢ un operatore lineare
continuo da 'V in Z. Inoltre

(7.2) TS| < T[]
Dimostrazione. B sufficiente far vedere che vale la (7.2).

ITSz]|z _ sup | TSz z

TS
|TS|| := sup + sup w
a0 lzllv a7 zllv =20 lzllv
240 Sz=0

Il secondo termine nella precedente somma € nullo, perché se Sz = 0 allora T'Sz = 0.
Possiamo quindi scrivere

T'Sx|z TSz||z || Sz||w
TS| = sup MESTlZ TSz 7 ||Sz||
z€V: Sz#0 ||l‘||v zeV: Sz#0 ||S«T||W HI’HV
TSz 2 ([ Sz[|w
< sup

zeV: Sx#0 HSCEHW x€V: Sx#0 ||.’E||V
1Tyl [ Sz[|w

sup
yERan S: y#0 Hy”W z€V:x#£0 ||$HV
1Tyl z [Sz[|w
T yEW:y#£0 HyHW z€V:x#0 HxHV

=TS B

7.15 Proposizione. Se Z ¢ completo allora (L(V,Z),] - ||) & completo.
Dimostrazione. Sia (T)52 , una successione di Cauchy in £(V, Z) allora, per definizione
per ogni € > 0 esiste N > 0 tale che se n,m > N si ha ||T,, — T,,|| < e.

Dato x € V, otteniamo
(7.3) 1Thz = Tnellz < Tw = Tl zllv <ellzlv Vn,m >N

quindi, per ogni z € V, la successione (T, x) ¢ una successione di Cauchy di elementi
di Z. Poiché Z ¢& completo T,,x é convergente. Poniamo

T(x):= lim T,(x)

n—oQ
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T é lineare, infatti

T(azx + fy) = lim To(ow+ fy) = a lim T,(z) + B lim T.(y) = aTz + BTy.
Per dimostrare che T ¢ limitato, passiamo al limite m — oo nella (7.3) ottenendo
(7.4) (Tn = T)zlz = |Tox = Tzl z <elzv V>N

Quindi T — T}, é un operatore limitato. Ma allora T' = T, + (T — T,) é anch’esso
limitato. O

7.16 Proposizione. Sia V uno spazio di Banach, T € L(V) e sia (cx)5>, una
successione di numeri reali (o complessi) tale che

o0

(75) S feul I < oc.
k=0
Allora esiste S € L(V) tale che
o0
(7.6) Y aTh=S
k=0

Dimostrazione. Consideriamo le somme parziali

Sn = zn: Cka
k=0

La successione S, ¢ di Cauchy, infatti, se n < m, si ha

150 =Sl = | 32 et < 3 lel ITI < Y fenl Tl

k=n+1 k=n-+1 k=n-+1

Grazie alla (7.5) sappiamo che

0
lim Y |el IT)* =0,
n—00

k=n-+1

quindi (Sy,) ¢ di Cauchy. Poiché £(V') ¢ completo esiste un operatore S € L(V) tale
che S,, — S. O]

7.3 Operatore inverso

7.17 Definizione. Un operatore lineare T da V in Z é detto invertibile se T &
un’applicazione biunivoca da V su Z, vale a dire se

(7.7) per ogni y € Z esiste un unico elemento x € V tale che y = T'x.

Equivalentemente T ¢ invertibile se RanT = Z ¢ KerT = {0}. Se T ¢ invertibile
possiamo definire quindi I’operatore inverso T~' : Z — V. Se y € Z, T~y & definito
univocamente dalla proprieta

(7.8) T7ly=2 & Tzr=y.
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7.18 Proposizione. Se T ¢ un operatore lineare invertibile da 'V in Z allora T—' &
un operatore lineare tnvertibile da Z in V.

Dimostrazione. Facciamo vedere che 771 ¢ lineare, vale a dire che
(7.9) T ou+ Bv) = T tu+ T v Va,B € R, Yu,ve Z

Poniamo
Per definizione di 7! si ha

Siccome T ¢ lineare
T(au' + pv') = aTu' + BTV

che implica
au' + pv' =T Y aTu' + BTV)

che ¢ proprio la (7.9) O
Dalla definizione (7.8) segue immediatamente che

TT Yy=y VyeZz T 'Te =2 VzeV,

ovvero che
TT ' =1, T'T=1,.

7.19 Problema. Trovare due operatori lineari limitati in uno spazio di Banach V" tali
che AB =1, ma BA # I (quindi B non é I'inverso di A).

7.20 Problema. Sia T ¢ un operatore lineare invertibile da V in Z. E vero che se T
¢ limitato allora 7! & limitato?

Soluzione. La risposta € no. Infatti consideriamo il caso V = Z = ¢; con la norma

I loo- Se & = (x;)$2, definiamo

T2 T3 T4
T ::( 77,777’_._)
rE\Trg gy

T ¢ chiaramente lineare. Inoltre T ¢ limitato, perché ||Tz|/c < ||| oo, quindi ||T]] < 1.
Infine T' é biunivoco, quindi invertibile e si ha

T 2z = (21,219, 323,424, .. .)
& ovvio che T~! non ¢ limitato infatti ponendo

e :=(0,0,...,0,1,0,0,...)
[n]

si ha L)
T e\
7” loo =n—>oc0 [
lle® o
Quindi I'inverso di un operatore limitato non ¢é in generale limitato ... pero, aggiun-

gendo alle ipotesi I'ingrediente della completezza le cose cambiano

7.21 Teorema. (Teorema sull’operatore inverso). Siano (V|| - |lv) e (Z,] - ||z) due
spazi di Banach e sia T € L(V,Z) invertibile. Allora T~! ¢ limitato, cio¢ T~! €
L(Z,V).



222 CAPITOLO 7. OPERATORI LINEARI

(senza dimostrazione ... richiede Baire cat thm).

7.22 Proposizione. Sia (V|- ||) uno spazio di Banach e sia A € L(V) con || Al < 1.
Allora (I — A)~1 esiste, ¢ limitato e si puo scrivere come

(I-A)t =) Ak
k=0
Dimostrazione. Poiché ||A|| =: p < 1 si ha
(7.10) S IAF = —— < 0.
k=0 1=p

Dalla (7.10) e dalla Proposizione 7.16 segue che posso definire un operatore B € L(V)
come
o
B:= Z AF
k=0

Per dimostrare che B & 'inverso di I — A devo far vedere che

BI-A)=(I-A)B=1I.
A questo scopo osservo che

n
_ 1 k
B= nh_)rr()l(j ZA ,
k=0

quindi

n
(711)  B(I—A)= lim Y (A*— A" = lim (I — A™") =T~ lim A™™

n— o0 n—o0 n— o0
k=0

L’ultimo limite nella precedente equazione ¢ nullo, infatti

[A™[] < [[A[I" = p",

per cui
(7.12) lim [[A"]] < lim p" =0.
n—roo n—oo
Dalle (7.11), (7.12) ottengo
B(I-A)=1I.

In modo analogo si dimostra che (I — A) B = I, da cui segue che (I — A) & invertibile
eche B=(I—A)~L. O

7.4 Operatore aggiunto (di Hilbert)

In questa sottosezione V' ¢ uno spazio euclideo con prodotto scalare (-, -).

7.23 Definizione. Dato un operatore lineare T € L£(V), Poperatore aggiunto* T* &
definito dalle identita
(T*u,v) = (u, Tv) Yu,v € V.

4detto a volte hermitiano coniugato. Questo & l'aggiunto di Hilbert. C’¢ anche l’aggiunto di
Banach che € una cosa leggermente diversa
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7.24 Definizione. Un operatore lineare limitato 7" su V & detto autoaggiunto® se
T* =T, vale a dire se

(Tu,v) = (u, Tv) Yu,v e V.

7.25 Esempio. Sia M la matrice (finita o infinita) associata all’operatore T rispetto
ad una base ortonormale (e;)?2; di uno spazio euclideo complesso V', e sia M* la
matrice associata all’operatore aggiunto T*. Allora si ha

oo oo
Tel = E €L Mki T*ei = E €L Ml;kz .
k=1 k=1

per cui

(Tei,e;) ZM;“ er,ej) = Mj;

(T"e;, ej) ZM,“ (ex,€j) =M.
Di conseguenza
(M*)i; = (T"ej,ei) = (e, Tei) = (Tei,e5) = My
quindi la matrice associata a T™* & la complessa coniugata della trasposta di M.

7.26 Problema. Dimostrare che in /3 vale 97 = 9_.

Soluzione. Per definizione abbiamo, per ogni x,y € /o,
(Viz,y) = (z,91y) = Zmz (P4y)i = sz Yi-1 = Zxk—&-l Yk
=1 =2

Z (I-2)pyr = (V_m,y)
k=1
Quindi
<'l9:_l'7y> = <7~9—$,y> v‘r’yGEQa
che implica ¥} =4_ O

7.27 Problema. Nello spazio Cs([a, b]; C) sia T' 'operatore lineare integrale con nucleo
K (z,y). Determinare il nucleo integrale di T™*.

7.28 Proposizione. Sia (V,(-,-)) uno spazio euclideo e siano S,T € L(V)

(1) (S4+T)y*=85*+1*

(2) (aT)*=aT*

(3) (ST)* =T1*S*

4) T =T

(5) I7*) = |7}

(6) Se T ha un inverso limitato allora anche T* ha un inverso limitato e (T*)™! =

(7).

5 N . .
°c’é qualcuno che dice hermitiano
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Dimostrazione.
Punto (3).
((ST)* v, w) = (v, STw) = (S*v,Tw) = (T*S* v, w)

Punto (5).
IT*0]|* = (T*v, T*v)| = [(v, TT*0)| < [ [TT*v]| < [l |7 |T*v]

quindi
17| < |7 ||v]]

da cui
1T < [IT]-

D’altra parte
1T = [T < [|T]]

Punto (6). Siccome
T =T"'T=1

possiamo prendere 1'aggiunto
(TT Y = (T 'y =1"=1

e grazie al punto (3) otteniamo

che implica che (T~1)* ¢ I'inverso di T* O
7.29 Proposizione. Sia T € L(V). Allora
Ker T* = (RanT)* e RanT* = (Ker T)*
Dimostrazione. Sia v € Ker T*. Allora T*v = 0, per cui
(T*v,u) =0 YueV,

per cui
(v, Tuy=0 YueV,

che ¢ equivalente a dire
(v,2) =0 Vz € RanT.

Ma questo significa appunto che v L RanT. Abbiamo quindi mostrato che se v €
Ker T* allora v € (RanT)L, vale a dire che Ker T* C (RanT)*. L’inclusione inversa
si dimostra facendo la stessa strada al contrario.

La seconda identita segue dalla prima. Infatti

RanT* = ((RanT*))* = (Ker T**)* = (Ker T')*

7.30 Problema. Sia T l'operatore lineare su ¢y definito come

o X4 Te
Taim (o1 2, g+ S a5 4 20,1,
x 1+ 5 xr3 + 1 x5 + 6

Determinare: (a) 7%, (b) Ker T, (c) RanT.
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Soluzione. (a). Per determinare I'aggiunto T* partiamo dalla definizione
<T*$,y> = <x,Ty> V‘rvyegQ'
Quindi abbiamo

<T*x’ y) = <l‘, Ty>

:<(x1,x2,x3,...), (y1+%,y3+%,y5+%,...>>
T

W+ 2) +aa(s+ 4 )+ +2) +

T T9 T3
=T1 +?y2+$2y3+zy4+$3y5+6y6

1 2 5 L2, 4 ) 43, 6 ) s \Y1,Y2,Y3,Y4,Ys5, Y6,

Poiché il prodotto scalare nell’ultima riga deve essere uguale a (T*x,y), otteniamo

T1 xT9 T3
O] T*xz(m,—,x,—,x,—,...)
BEC R A
Un modo alternativo di calcolare T & quello di scrivere la matrice infinita A associata
all’'operatore T'. La matrice associata a T™* sard A*, I’hermitiana coniugata (vale a dire
la trasposta della complessa coniugata) di A. Dalla definizione di T si legge che la
matrice A é data da

Quindi

SO OO OO
OO OO OO
OO OO oo

In questo modo otteniamo nuovamente T*x come nella @.

(b). Per determinare il nucleo di T' dobbiamo trovare la soluzione generale dell’equa-
zione Tz = 0, che scritta esplicitamente diventa un sistema di infinite equazioni:

SU1+(E2/2:0 (E3+(L'4/4:0 1’5+£L’6/6:0

Queste equazioni sono fortunatamente (o per esagerata magnanimita di chi ha pre-
parato l'esercizio) tutte indipendenti e si possono risolvere, ad esempio, ricavando le
variabili pari in funzioni delle dispari:

T2k = —2]€:E2k_1 k= 1,2,3,...
Otteniamo quindi

KerT :={x € ly : xo), = —2kxor—1 k=1,2,3,...}
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(¢). L’immagine di T ¢ costituita da tutti quelle successioni y € 5 tali che si possono
ottenere come y = Tx per un qualche z € ¢5. Affermo che RanT = /5. Infatti data
una y € {5 arbitraria, posso sempre scrivere y = Tz, ponendo, ad esempio

Zok =0 T2k—1 = Yk k:1a2737"'
L’ultima cosa da verificare € che la x appartiene ad /5. A questo proposito osservo che
oo o0 oo
2 2 2
DTk =D =) i
k=1 k=1 k=1

quindi, poiché y € f, si ha che anche x € f¢;. Abbiamo dimostrato dunque che
RanT = /5.

7.31 Problema. Sia T l'operatore lineare su £; definito come
Tz := (0,21,0,22,0,23,0,...).

(a) Determinare T*, vale a dire scrivere esplicitamente T*z = (?,7,...)
(b) Determinare ||T'||, KerT e RanT.

Soluzione. (a)

(T2, y) = (2, Ty) = > an(Ty)e = »_ Tk Ui
k=1 k=1
=22y +XaY2 +xXeYs+--- .

Quindi
T'x = (xQ, T4, Lo,y - - ) .

(b) Poiché ||Tz||2 = ||z||2 per ogni & € 3, T' & un isometria, quindi ||T|| = 1. Inoltre
se Ta = 0 allora deve essere x = 0 quindi Ker T' = {0}. Infine

RanT := {x € {5 : 941 = 0 Vk € N}.

7.4.1 Proiettori ortogonali

7.32 Definizione. P € L(V) ¢ detto una proiezione ortogonale se P & autoaggiunto
ese P2 =P.

7.33 Problema. Sia (V,(-,-)) uno spazio di Hilbert. Dimostrare che se P ¢ una
proiezione ortogonale in V allora,

(a) (I — P)v é ortogonale a Pv
(b) [|Pof] < ]|
(¢) Ran P = Ker(I — P)

7.5 Spettro

7.5.1 1l caso finito dimensionale (C").

Sia A una matrice complessa n X n e sia z € C. Allora ci sono solo due possibilita
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(1) se det(zI — A) =0, allora zI — A non ¢ iniettiva, vale a dire ’equazione
Az = zx x=(z1,...,2,) €C"

ammette una soluzione z non banale (z # 0). In questo caso z & detto autovalore
di A e z ¢ il corrispondente autovettore

(2) se det(zI — A) # 0 allora zI — A ¢ invertibile, quindi ¢ iniettiva e suriettiva. In
questo caso, se b € C", 'equazione

(zI —A)zx =0
ammette sempre un’unica soluzione data da

r= (2 —A)"1b.

Nel caso infinito dimensionale, la situazione ¢ piu complicata, perché é possibile che
(21 — A) sia iniettiva ma non suriettiva.

7.5.2 1l caso generale

7.34 Definizione. (Spettro, insieme risolvente, risolvente). Sia (V|| - ||) uno spazio
di Banach complesso, sia T' € L(V) e sia z € C. Allora

(1) se (zI —T) non ¢ iniettivo, ossia se ’equazione
Ter=zx zeV

ammette una soluzione x # 0, allora z é un autovalore di T. L’insieme degli
autovalori di T ¢ detto spettro puntuale e si indica con o,(T)

(2) se (21 —T) ¢ iniettivo ma non suriettivo, allora si dice che z appartiene allo spettro
continuo di T e si indica con o.(T)

(3) se (#I —T) ¢ un operatore biunivoco su V' (quindi con inverso limitato) allora z si
dice appartenere all’insieme risolvente di T', che si denota con p(T"). L’operatore
R.(T) := (2I — T)~! & detto il risolvente di T in 2.

Lo spettro di T' & definito come

specT = o(T) = C\p(T) := 0,(T) U o(T)
7.35 Proposizione. p(T) ¢ aperto in C, quindi o(T) & chiuso.
(senza dimostrazione?)

7.36 Proposizione. Sia (V)| - ||) uno spazio di Banach. Se T € L(V), allora lo
spettro di T ¢ contenuto nel disco chiuso di centro 0 e raggio ||T.

Dimostrazione. Sia z € C tale che |z| > ||T||. Allora
2l =T =2(I —271T).

Ma dato che ||27!T|| = |27} ||T|| < 1, grazie alla Proposizione 7.22, I'operatore I —
2~1T & invertibile con inverso limitato, quindi anche zI — T ¢é invertibile con inverso
limitato e si ha

R(T)=(I-T) =211 -2'T)"!

Abbiamo quindi fatto vedere che se |z| > ||T|| allora z € p(T') che ¢& equivalente
all’affermazione della Proposizione da dimostrare O
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7.37 Problema. In (C([a,b];C),| - ||.) consideriamo l'operatore
(Tf)(x) == f(x)

Dimostrare che T non ha autovalori e che o(T) = [a, b].

7.38 Problema. Sia T l'operatore lineare sullo spazio C3([—1,1];C) definito come
Tf(x) =22 f(z). Calcolare ||T||, gli autovalori e lo spettro continuo di 7.

7.39 Problema. Nello spazio (C([0,2];C),|| - ||.) consideriamo I'operatore

(TF)(@) = g(a) f(z)  in cui g@%{fzgzig%

Determinare gli autovalori e lo spettro continuo di 7.

7.40 Problema. Sia ¥, loperatore di traslazione a destra che agisce in ¢5(C). Di-
mostrare che

(1) ¥4+ non ha autovalori

(2) 0(¥4) =By :={2€C:|z|] <1}

7.41 Problema. Sia U_ l'operatore di traslazione a sinistra che agisce in f5(C).
Determinare gli autovalori e lo spettro continuo di 9J_.

Risp: op(0-) ={A € C:|A| <1}, 0.(9-) :={A e C: |\ =1}

7.6 Operatori autoaggiunti

7.42 Teorema. Se (V,(-,-)) & uno spazio di Hilbert complesso e T € L(V) & autoag-
giunto allora

(a) gli autovalori di T' sono reali

(b) autovettori corrispondenti ad autovalori distinti sono ortogonali

(¢) o(T) C R (generalizza (a)).

Dimostrazione. I punti (a) e (b) si dimostrano come nel caso finito dimensionale. Se
A é un autovalore di T allora esiste v € V', v # 0 tale che Tv = Av. Quindi

Mo, v) = (A, vy = (Tw,v) = (v, Tv) = (v, \v) = A{v,v),
per cui si ha A = \.
Se A e p sono due autovalori distinti con autovettori rispettivamente w e v, allora
Au,v) = (Au,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = (u, pv) = pfu, v),
per cui
(A= ), 0) = 0.
Poiché X\ # p deve essere necessariamente (u,v) = 0.

Punto (c¢). Sia z = a +ib con a,b € R e supponiamo b # 0. Voglio far vedere che
z ¢ o(T). Infatti, siccome T* =T, e quindi (A —T)* = (AI — T), abbiamo, per ogni
veV,

|(zI — T)|* = ((aI — T)v + ibv, (aI — T)v + ibv)
= ||(aI = T)v||® + ||bv||* — ib{(al — T)v,v) + ib{v, (al — T)v)
= ||(aI = T)v||® + ||bv||* — ib{(al — T)v,v) + ib{(al — T)v,v)
= ||(al = T)v|* + [|bo]®
= [[(al = T[> + [b*[|v]|*.
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Di conseguenza

(7.13) [z = T)vl| = [b] ||v]] -

Con lo stesso procedimento si ottiene che

(7.14) [(zI =T)" || = [|(ZI = T)o| > [b] |Jv]|-

Questo implica che zI — T e (21 — T)* sono iniettivi.% Infatti se (21 — T)v = 0 allora
|(zI — T)v|| = 0 e, grazie alla (7.13), ||v|| = 0, per cui v = 0. L’iniettivita di zI — T &
dimostrata, mentre quella di (21 — T)* segue dalla (7.14).
Ora faccio vedere che zI — T & suriettivo, cioé che Ran(zl —T') = V. Poiché (21 —T)*
¢ iniettivo si ha

Ker(zI —T)* = {0},

quindi, grazie alla Proposizione 7.29 abbiamo
(7.15) Ran(zI — T) = (Ker(zI — T)*)* = {0} =V

Questa identita é quasi quello che dobbiamo dimostrare, a parte per 'operazione di
chiusura. Per completare ’argomento faremo vedere che Ran(zI — T') ¢ chiuso. Sia
(vp,) una successione di elementi di Ran(zl — T') tale che v, — v € V. Devo far vedere
che anche v ¢ un elemento di Ran(zI — T'). Infatti, dato che v, € Ran(zl — T, esiste
u, € V tale che v, = (2I — T)u,. La successione (v,) ¢ convergente quindi ¢ di
Cauchy. In virtu della (7.13)

H“n - um” < |b|_1 ||Un - UMH
per cui la successione (u,,) ¢ anch’essa di Cauchy. Ma V' & completo per ipotesi, quindi
esiste u € V tale che u,, — u
Infine, poiché (2I — T') & continuo
(zI = Thup =v, = (2I = T)u.

Abbiamo quindi
vp — (2l = T)u e Up — V.

Per I'unicita del limite deve essere v = (2I — T)u, che implica v € Ran(zI — T).
Abbiamo dunque dimostrato che

v, € Ran(zl —T) ev, v eV =v e Ran(zl - T)

che significa proprio che Ran(zI — T) ¢ chiuso.

Da questo fatto e dalla (7.15) segue che
Ran(zI - T)=V.

L’operatore zI — T & quindi biunivoco. Per il teorema sull’operatore inverso, dato
che V' ¢& completo, il suo inverso & limitato. Questo implica z € p(T'), per cui z non
appartiene allo spettro di 7.

Osservo che la limitatezza di (2 —T)~! & una diretta conseguenza della (7.13), senza
quindi bisogno di invocare il teorema sull’operatore inverso. O

6questo, ovviamente, segue anche dal punto (a), ma a noi in ogni caso servira la disuguaglianza
(7.13)
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7.43 Attenzione!. A differenza del caso finito dimensionale, se T' & un operatore limi-
tato autoaggiunto su V', non é detto che esista una base ortonormale di V' costituita da
autovettori di T'. Considerate ad esempio 'operatore di moltiplicazione per x definito
nel Problema 7.37, il quale non ha autovalori pur essendo autoaggiunto (verificare).
Una classe importante di operatori, per i quali esiste sempre una base ortonormale di
autovettori é costituita dagli operatori autoaggiunti e compatti.

7.7 Operatori compatti

7.44 Definizione. Un operatore lineare limitato T su uno spazio di Banach (L, || - |)
si dice compatto se vale 'implicazione

se A C L ¢ limitato, allora TA é compatto

o, equivalentemente, se per ogni successione limitata (z,,)22;, la successione (T'z,,)32
ammette una sottosuccessione convergente.

7.45 Esempio. L’operatore identico / in uno spazio infinito dimensionale non é com-
patto. Infatti se By ¢ la palla unitaria, si ha T'B; = By. Ma la palla unitaria chiusa
in infinite dimensioni non é compatta, come spiegato al punto 3.22.

7.46 Esempio. (Operatori integrali). Consideriamo due operatori integrali S, T in
Csla, b] associati al nucleo K € C([a,b] X [a,b])

b
(116)  Sf(e)i= [ Klaw) f0)dy / € Cola
(717 Tf(x):= / K(x,y) fly)dy  (operatore di Volterra)  f € Cs[a, ]
E possibile far vedere che S e T sono compatti.

Un criterio utile a volte a determinare la compattezza di un operatore ¢ il seguente

7.47 Proposizione. Sia V uno spazio di Hilbert separabile e sia T € L(V). Allora T
¢ compatto se e solo se esiste una successione di operatori T, € L(V') tali che

(a) Lo spazio RanT, ha dimensione finita
(b) limy, 00 |7 — Tl = 0.

7.48 Osservazione. Nelle ipotesi del risultato precedente, se RanT ha dimensione
finita, T' é compatto

7.49 Esempio. Ad esempio siano (ug)j_; e (wx)f_, 2 ennuple ortonormali in V e
siano cy,...,c, > 0 Allora 'operatore

n
Tv = ch (v, ug) wg
k=1

¢ compatto. Infatti RanT = span{ws,...,w,}. Chi & il nucleo di T'?

7.50 Teorema. (Fredholm). Se T ¢ un operatore compatto nello spazio di Hilbert V
allora

(a) Se z € o(T) e z # 0 allora z & un autovalore di molteplicita finita, cioé lo spazio
degli autovettori corrispondenti € finito dimensionale
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(b) L’insieme degli autovalori puo essere finito o infinito (o vuoto). Nel secondo caso
Uorigine é lunico punto di accumulazione degli autovalori.

L’importanza di questo risultato si puod vedere nel seguente esempio. Supponiamo di
voler risolvere ’equazione integrale

b
(7.18) / K(z,y) fy)dy — cf(@) = glz)  c#0

in cui g & data e f ¢ la funzione 'incognita. Allora ci sono due problemi da risolvere:
il problema dell’esistenza di una soluzione e il problema dell’unicita della soluzione.
Accade spesso che il problema di esistenza sia (molto) piu difficile del problema di
unicita. Ma in questo caso unicita implica esistenza, quindi basta dimostrare 1'unicita.
Infatti la (7.18) puo essere scritta, usando la (7.16) come

(7.19) (S—c)f=g.

Ma se sappiamo per qualche motivo che la soluzione é unica, allora sappiamo che S —cl
¢ iniettivo, quindi ¢ non é un autovalore. Siccome ¢ # 0, grazie al Teorema di Fredholm
possiamo affermare che (S — ¢I) ha inverso limitato, quindi la (7.19) puo essere risolta
esplicitamente come

f=(5—el) g

7.51 Teorema. (Teorema di Hilbert-Schmidt). Se T é un operatore compatto e au-

toaggiunto nello spazio di Hilbert V', allora esiste una base ortonormale di V' (e,)5%

costituita da autovettori di T. Quindi si ha
Te, = \nen Vn.

Inoltre lim,,_yoo Ay, = 0.

Nel caso di un operatore compatto e autoaggiunto su uno spazio di Hilbert si possono
quindi verificare le seguenti possibilita

op(T) o.(T) Esempio banale in ¢y
1 {O,/\l,)\g,...,)\n} Tx:(xl,%,... L 0,0,)

2 {0,)\1,)\2,)\37...} Tm:(O L2 I3 14 )
con A\, #0e X\, =0

3 {A17>‘27)\37"'} {O} TI:(Il,%,%,%,...)
con \, #0e X\, — 0

0
0

7.52 Problema. Sia (a,)5; una successione di numeri reali convergente a 0. Dimo-
strare che 'operatore T su /5 definito come

Tr = (a1x1, as2, a3xs, . . .)
€ compatto.

7.53 Problema. Sia T l'operatore che agisce in {5 come

roo (0.2,2,2, )

a?v???a"'
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(a) Determinare ||T|
(b) Dimostrare che T & compatto
(

¢) Trovare gli autovalori e lo spettro continuo di T
7.54 Problema. Sia T l'operatore su {5 definito come

Tm—(x r To T I3 I3 T4 T4 )
=T o 5oy e T
(a) Determinare ||T|
(b) Determinare T*. T*z = (7,7, 7,7, ...)
(©)

)

(d) Trovare gli autovalori e lo spettro continuo di T (sugg: ricorda il teorema di
Fredholm)

Dimostrare che T' é compatto

7.55 Problema. Sia T l'operatore su {5 definito come

_ (%2 4 T4 5 T6 o T8
Tx—(Q,O, 10,20, 8,0,...)

(a) Determinare ||T|
(b) Determinare T*. T*z = (7,7, 7,7, ...)

(c) Trovare gli autovalori e lo spettro continuo di T' (sugg: dato che T' & compatto si
puo utilizzare il teorema di Fredholm)

Soluzione. (a) E facile mostrare che ||T|| = 1/2.

(b) Per determinare T* procediamo come segue

<T*$, y> = <1‘, Ty>

:<(.'I}]_,.TL'2,$3,..-), (%a07%707%a05%707'“)>

Z1Y2 T3 Ya Ts Yo T7Ys

“T2 Ty e TTm T
= (I"z,y),
per cui si ha
xr xr xr
T*xz(o,?l,o,z?’,o,g,..).

(c) Per trovare gli autovalori di T scrivo 'equazione Ta = Az che diventa

% = /\1‘1 0= /\1‘2
% = /\l‘3 0= /\l‘4
Lon _ Negn s 0 = A2,
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Nel caso in cui A sia diverso da zero, la colonna di destra ci dice che tutte le componenti
pari di z sono nulle. Sostituendo nella colonna di sinistra ottengo che anche le compo-
nenti dispari sono nulle, cioé x = 0. Quindi se A # 0 'unica soluzione dell’equazione
agli autovalori Tx = Ax ¢ la soluzione nulla, vale a dire A non é un autovalore di T.

Rimane da esaminare il caso A = 0. Si verifica immediatamente che & = (1,0,0,0,...)
verifica Tz = 0, quindi A = 0 ¢ un autovalore di T. Dunque si ha

0,(T) = {0}.

Spettro continuo. Poiché T & compatto (verificare) sappiamo che lo spettro continuo
& vuoto o al massimo consiste solo del punto A = 0. Ma sappiamo gia che 0 & un
autovalore, dunque o.(T) = 0. O

7.56 Problema. Sia T l'operatore su {5 definito come

r3 T3 Ts Ts
Tx = (21,21,

33 55’

(a) Determinare |||

(b) Determinare T*. T*x = (7,7, 7,7, ...)

(¢) Trovare gli autovalori e lo spettro continuo di T' (sugg: dato che T' & compatto si
puo utilizzare il teorema di Fredholm)

Soluzione.

(a)

oo

$2k+1|

Tz = Z%H <23 Jeae | < 2fal?,
k= k=0

da cui si ha ||T|| < v/2. D’altra parte se y = (1,0,0,...) si ottiene Ty = (1,1,0,0,...),
quindi

T
Tyl _ 5
[yl

Quindi ||T|| = v/2.

(b) Per determinare T™* procediamo come segue

<T*$ay>=<$7Ty>=<($1,$27$37--~) (yl,yl,% % % %5 )>

L3Ys | LaY3  TsYs | LeYs

=T1Y1+ 229 + 3 + 3 + 5 + 5 +e
T3+ Ts + "
= (71 +x2) Y1 + 33 S s+ 55 Sys+ = (T"z,y),

per cui si ha

Tz = <x1+x270, s+ T4 w”“,o,...) .

0,
3 5

(¢) Scrivo 'equazione agli autovalori Tz = Az

Ir1 = )\1’1 T = )\II?Q
L3 L3
-— = /\1‘3 -— = /\324
3 3
L5 L5

= /\375 —_— = /\326

5 5
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Se A = 0 allora x = (0,1,0,0,0,...) & chiaramente un autovettore, quindi 0 ¢ un
autovalore di 7.

Se A # 0 non ¢ della forma 1/(2k — 1) con k intero positivo, allora, dalla colonna di
sinistra si ottiene che tutte le componenti dispari di z sono nulle. Sostituendo nella
colonna di destra si vede che anche le componenti pari sono nulle, cioé x = 0. In questo
caso dunque non ci sono autovettori e A non ¢ un autovalore.

Se invece A = 1/(2k — 1) con k intero positivo allora ¢’ una soluzione non nulla data
(ad esempio) da
z=(0,0,0,...,0,0,1,1,0,0,...)

in cui gli elementi diversi da zero sono il 2k — 1-simo e il 2k—simo. Abbiamo quindi
ottenuto che gli autovalori sono

op(T)={0}U{1/2k—1): k€ Z, k> 0}.

Poiché lo zero é una autovalore di T per il teorema di Fredholm 7 non ha spettro
continuo.



8. Serie di Fourier

Lui balla e non la guarda,
lei balla e non lo vede,

ma quando i due si sfiorano
il pavimento cede (E.)

8.1 Ls[—m, 7| e i polinomi trigonometrici

Data una qualsiasi base ortogonale (uy)?2; nello spazio (La[—m, 7], ]| - ||2) possiamo
rappresentare una funzione arbitraria f € Lo[—m, 7] come

(8.1) fZZCkuk.
k=1

in cui 1 coefficienti ¢; sono dati da

(f, ur)
(8.2) Cp = .
13
Ricordo che la convergenza della sommatoria va intesa rispetto alla norma || - ||2, vale

a dire la (8.1) ¢ una scrittura simbolica che sta a significare

n
(8.3) nl;ngo"fchkuk“Q:O.

k=1
Nel seguito, per brevita, indicheremo la convergenza rispetto alla norma || - ||2 con la
notazione

(84) fl@) ~ Y cnun(x)
k=1
per distinguerla dalla scrittura

(8.5) flx) = ch ug(z)

k=1

che denota la usuale convergenza puntuale. E importante ricordare che mentre la
convergenza in norma || - |2 é sempre verificata grazie al fatto che che (ux) ¢ una base
ortogonale e grazie alla Proposizione 4.47, per quanto riguarda la convergenza puntuale
(8.5) a priori non si pud dire nulla ed ¢ un problema che va affrontato separatamente.

Per quanto riguarda la scelta della base ortogonale (uy) ¢’¢ ovviamente una arbitrarieta
enorme. La base dei polinomi trigonometrici, associata alla serie di Fourier “classica”,
che appare nella proposizione seguente si dimostra perod particolarmente conveniente
nell’analisi di molti problemi.

235
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8.1 Teorema. Nello spazio La[—m,m| consideriamo la sequente collezione di funzioni

(8.6) up(z) =1, wup(z) :=cos(kx), wvi(x):=sin(kz) k=1,2,...
Allora:
(1) Il sistema {(un)22 g, (vn)22 1} & ortogonale e completo (quindi una base ortogonale)
e vale:
(8.7) luoll = 11l = V27 [lun|l = llvnll = V7 ¥n >1.

(2) per ogni f € Lo[—m, 7] si ha

0 o0
(8.8) ~ g + ; ay, cos(kx) + by sin(kz)]
m cul
1 [ 1 [ .
(8.9) ar = — f(z) cos(kz) dx by = — f(z) sin(kz) dz
™ ) _x L

(3) per ogni f € La[—m, 7] si ha

(8.10) L s - 0 S e+ )
k=1

T™J—x

Dimostrazione.

(1). L’ortogonalita del sistema (8.6) e le uguaglianze (8.7) riguardanti la loro norma
sono semplici verifiche che si ottengono usando le formule:
1
cos(nzx) cos(kx) = 5 [cos[(n + k)x] + cos[(n — k)z]]

sin(nz) sin(kz) = % [cos[(n — k)z] — cos[(n + k)z]]

cos(nx) sin(kz) = % [sin[(n + k)z] — sin[(n — k)z]]

Ad esempio per dimostrare che (u,,vx) = 0 basta osservare che
s
(Up, V) = / cos(nx) sin(kz) dx =0
—Tr

perché la funzione integranda ¢ dispari (prodotto di una funzione pari per una funzione
dispari) e l'intervallo di integrazione ¢ simmetrico rispetto all’origine.

Facciamo vedere che (ug,u,) = 0 se n # k.

(up,ug) = /7T cos(nzx) cos(kx) dx

—T

=3 [ [eosl(n— kel + coslin + Kyl
Sia n + k che n — k sono interi, quindi

sin[(n — k)m] = sin[(n + k)7] = sin[—(n — k)7] = sin[—(n + k)7] = 0.
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Inoltre n # k, per cui n — k # 0, e dunque otteniamo

. T 1 .
[sin[(n — k)a]] Lt k) [sin[(n + k)a]]

T

<un7uk> = —r =0.

1
2(n— k)

La dimostrazione della completezza é (parecchio) piu complicata e rimandata alla
sezione 8.1.5.

(2). Una volta dimostrato che Iinsieme delle funzioni (8.6) & ortogonale e completo, il
punto (2) non ¢ altro che un caso particolare delle uguaglianze (8.1) e (8.2).

(3). L’uguaglianza (8.10), infine, & un caso particolare dell’uguaglianza di Parseval

13 =D lel® luxll?. O
k

8.1.1 Serie di Fourier sull’intervallo [a, b]

Sappiamo gia che le funzioni
(8.11) ug(x) :=1, wug(x) = cos(kx), wvg(z):=sin(kz) k=1,2,...

sono una base ortogonale in Ly[—, 7], con la normalizzazione data dalla (8.7). Con il
cambio di variabile
7 (2x —a —b)

yla) = ———

I'intervallo [a, b] si trasforma nell’intervallo [—7, 7]. Consideriamo allora le funzioni

an(z) = ur(y(z)) = cos (W) k=0,1,2,...
Ok (x) := v (y(x)) = sin (W) k=1,2,...

E facile verificare che queste funzioni sono una base ortogonale in Ls[a, b]. Tutto quello
che bisogna fare & cambiare variabile nell’integrale che definisce il prodotto scalare.
Infatti

b

b
(i, i) = / 1) i () d = / () un (y(2)) da

b—a

b—a [T
=5 /_ﬂu;c(y)un(y) dy = —— (uk, un) -
Analogamente si trova
o b—a
(Ok, Upn) = - (Vk, Un)
. b—a
<uk:7vn> = m <Uk;,11n>.

Dall’ortogonalita del sistema {(un)5 g, (vn)52; } deriva quindi 'ortogonalita in Ls|a, b]
del sistema { ()22, (0,)52; }. L’unica cosa che cambia & la normalizzazione, per cui
al posto della (8.7) abbiamo

(8.12) laoll = vo—a  |an| = [lon]l = V(b—a)/2 Yn=>1.
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Di conseguenza possiamo scrivere lo sviluppo di Fourier

(8.13)  fo)~ D+ Z {ak cos <’”<b_a—b>> by sin (’m(%;:;z—b))]

in cui i coefficienti sono dati da

S [ e (00

. (kr(2x —a—0)
—a/f sm( — )da:.

8.1.2 Serie di Fourier sull’intervallo [, ]

(8.14)

Questo ¢ una caso particolare di quello trattato in precedenza, quindi basta porre
a = —l e b =1 nelle formule (8.13) e (8.14).

> k
N;—t-;[akcos( >+bks1n< 77)],

/ fla (lm> dx by = ;/llf(x) sin (]‘”;‘T) da .

L’identita di Parseval diventa

in cui

1 [t 2 =
L )P e = 1990 S (a2 1 )
Y4

8.1.3 Serie di Fourier con solo coseni o seni

8.2 Proposizione. Ciascuno dei sequenti due insiems di vettor:
(a) cos(nx) n=0,1,2,... (b) sin(nz) n=1,2,...

¢ una base ortogonale in Lo[0,]. Inoltre, se f € Lo[0, 7], si ha:

(8.15) flx) ~

(8.16) f(z) ~ ZB sin(kzx)
A*gﬂxcosa:x A:gﬂxsinx:c
1) =2 [ f@eosode b= 2 [ fa)singia) d

Dimostrazione. L’ortogonalita dei due sistemi di vettori si verifica facilmente. Per
dimostrarne la completezza faccio vedere che, per ogni f € Ly[0, 7], valgono gli sviluppi
(8.15) e (8.16).
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Se f € Ly[0, 7] posso definire f,, fg € Lo[—m, 7] come i prolungamenti pari e dispari
di f, vale a dire come

) e f(2) se x € [0, 7] 5 e f(x) se x € [0, 7]
fr(@): {f(—ac) se x € [—m,0) Ja(@) : {—f(—x) se x € [—m,0)

Applicando la (8.8) alle funzioni f, e f4 ottengo

p oo

(8.18) ~ (12—0 + Z af cos(kx) + bY sin(kzx)]
k=1
d oo

(8.19) C;—O + Z af cos(kx) + b sin(kz))

k=1
Utilizzando le (8.9) ed il fatto che le funzioni f,(z) cos(kz) e fq(x)sin(kz) sono pari,
mentre le funzioni f,(z)sin(kz) e fq(x) cos(kx) sono dispari ottengo

1 ™
ab = p fp(z) cos(kx) d / f(z) cos(kx) de = ag
b = % fp(z)sin(kx)dz =0

—T

1 us
al = = fa(x) cos(kx)dx =0
T

—Tr

b = 1 fa(z) sin(kx) de = g/ f(x) sin(kz) dx = by, ,
™ J)_x ™ Jo
e quindi, le (8.18), (8.19) diventano
do o0 . o] R )
(8.20) fplx) ~ 5 + kz::l ay, cos(kx) fa(z) ~ kz::l by, sin(kx)

La prima uguaglianza significa
(8.21) T (£, — Sull2 = 0,
in cui abbiamo posto

Gy | N~
Sp(x) := 5 + kz_l ay, cos(kx) .
Poiché la differenza f, —S,, &€ una funzione pari, abbiamo

o= Sulz = [ 1£o(@) - Su(e)? do
(8.22) /

- / o) = Su(@))? dz = 2| f = SullT 0.4 -

Dalla (8.21) e (8.22) segue la (8.15). La (8.16) si dimostra in modo analogo. O

8.1.4 Problemi

8.3 Problema. Verificare i seguenti sviluppi in serie di Fourier

4 & 1 . 1 sin
(a) sgn(x)~ — kzo D sin[(2k + 1)x] X~ 22 1)k+ 7)

cos|( 2k+1
0 ki~ G- 25 el
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Usando l'uguaglianza di Parseval, calcolare >~ m, >l € Y ono m

8.4 Problema. Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier nell’intervallo [—7, 7] la
funzione

fz) =

x sex € [0,7]

{0 se x € [—m,0)

Scrivere, oltre alla formula completa, lo sviluppo esplicito di f fino a k = 4, vale a dire

f(z) ~ % + ay cosx + ag cos(2x) + a3 cos(3x) + a4 cos(4x)

+ by sinx + by sin(2x) + by sin(3z) + by sin(4x) + - - -

Soluzione. Iniziamo a calcolare i coeflicienti ag e ay.

1 /™ 1 /™
ay = — f(x)dx:f/ rdr = <.
T ) T Jo 2
1 /" 1 [
ap = — f(x) cos(kx) dx = 7/ x cos(kx) dx
™ J_x ™ Jo
1 in(kz)]™ 1 (7
_ {zsm(m)} _ 7/ sin(kz) dz
™ k o kmJo
1 x 1 1 &
= m [COS(II‘CI)]O = m [Cos(kﬂ') — 1} = m [(—1) — 1} .
Conviene distinguere i k pari dai dispari. Si ottiene
2

= O = —-——
azk a2k+1 T2k 1)

Per quanto riguarda i by

1 [ 1 ("
b, = — f(z) sin(kx) dz = 7/ x sin(kz) dx
™) _ . ™ Jo
1 Jzcos(kx)]”™ 1 [T
= [k}o + k?/o cos(kz) dx

T

(71)k+1
0 —_—.

1 .. 1
= —cos(km) + e [sin(kz)]|, = % cos(km) =

Posso quindi scrivere

T 2 =cos[(2k + 1] o= (—1)F
f@%“Z_%Z; (2k + 1)2 +Z; o stk

Lo sviluppo esplicito fino a k =4 ¢

2 2 1 1 1

F@) ~ 2 — Zcosa — — cos(3z) +sin(z) — = sin(2z) + > sin(3z) — — sin(4z) + - - .
4 7 97 2 3 4

8.5 Problema. Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier nell’intervallo [—¢, /] la
funzione f(z) = 22, ed utilizzare il risultato per calcolare > - 1/n*.

Soluzione. Poiché la funzione 2 ¢ pari e l'intervallo [—¢,¢] ¢ simmetrico rispetto al-
Porigine, i coefficienti by sono nulli. Dalle formule della serie di Fourier in [—¢, ¢] si
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ottiene
ao—z/if(x)darzi Zxdezi/OZa:de:%fiZ.
ak—z/_if(x) Ccos (IW;C) dx:E/OExQ cos (T) dx
:% |:LL‘QSiIl (IWZU) ki]i—j/og%csin (IW;C) %dw

4 a2 W R S L .7 WA
= e kr|, km OCOS ¢ )k ™

=0

Otteniamo quindi lo sviluppo

, 2 AN (—1)k krx
vt m i e\ )
k=1

L’identita di Parseval afferma che
1, 204 X 1604
R

da cui otteniamo

8.1.5 Completezza dei polinomi trigonometrici (schema di di-
mostrazione)

Voglio far vedere che la collezione di funzioni
(8.23) 1, cos(x), cos(2z), ..., sin(x), sin(2z), ...

costituisce un sistema completo di vettori nello spazio di Hilbert Ly[—m, 7). Chiamo po-
linomio trigonometrico una funzione che puo essere rappresentata come combinazione
lineare finita delle funzioni (8.23). In altre parole

{polinomi trigonometrici} = span{l, cos(x), cos(2z), ..., sin(z), sin(2x), ...},
0, equivalentemente, un polinomio trigonometrico € una funzione della forma

N
p(z) = % + Z [y cos(kx) + B sin(kx)]
k=1

in cui la sommatoria contiene un numero finito di termini. Ricordando la definizione
di completezza per un sistema di vettori (sezione 3.8) devo far vedere che

Vf € Ly|—7, 7|, Y& > 0 esiste un polinomio trigonometrico p tale che ||f — p|l2 < .

Per dimostrare questa affermazione servono due risultati che non dimostriamo:
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(1) C|—m,n] & denso in Lao[—m,7];!
(2) un noto teorema di Weierstrass afferma: se g & una funzione continua di periodo

2w, allora puo essere scritta come il limite uniforme di una successione di polinomi
trigonometrici.

A questo punto procediamo. Sia f una funzione arbitraria in Ls[—7, 7] e sia & > 0.
Grazie al punto (1) esiste una funzione g € C[—m, 7| tale che

(8.24) If —gll2 <e/3.

A questo punto c¢’¢ un piccolo problemino perché il teorema di Weierstrass si applica
giustamente a funzioni continue e periodiche, mentre la nostra g potrebbe risultare
discontinua quando la prolunghiamo periodicamente nel caso in cui sia g(—7) # g().
Ma, come gia detto, si tratta solo di una fastidiosa distrazione. Infatti non é difficile
far vedere che posso trovare un’altra funzione continua ¢ che € identica a g tranne
nelle immediate vicinanze degli estremi dell’intervallo [—m,7]. In queste due regioni
la g viene modificata in modo tale da avere, ad esempio, §(—n) = () = 0, ma senza
rovinare la continuita. Si vede che se quest’operazione di modifica viene fatta con
opportuna delicatezza si ottiene

(8.25) g —all2 <e/3.

A questo punto possiamo applicare il teorema di Weierstrass alla funzione § (o meglio
al suo prolungamento periodico) e troviamo un polinomio trigonometrico p tale che

(8.26) Ip = gllu < €/(3V2m).

Il fattore 3v/27 al denominatore ¢ stato introdotto, col senno di poi, per motivi estetici,
ma se ne puo fare a meno. Notare che qui compare la norma uniforme perché questo é
esattamente quanto afferma W. Fortunatamente passare dalla norma uniforme a quella
Lo (su un intervallo finito!) & uno scherzo:

s Ip-gl=[[ o) -gwPa] < Pri] " =

—T

Dalle (8.24), (8.25), (8.27) e dalla disuguaglianza triangolare della norma segue ||f —
pll2 < € che & quello che volevamo dimostrare. O

8.1.6 Relazione fra la serie di Fourier di f e quella di [’

8.6 Domanda. Supponiamo di conoscere la serie di Fourier di f. E lecito calcolare la
serie di Fourier della derivata f’ semplicemente derivando termine a termine? E lecito
calcolare la serie di Fourier di una primitiva F' semplicemente integrando termine a
termine?

La risposta é: in generale no. Vediamo subito un esempio in cui la cosa non funziona.

La serie di Fourier della funzione f(x) =z su [—m, 7| & data da

> 1 sin(kx)
(8.28) T~ 2’;(—1)’f+ —

Ise Lo[—m, ] viene definito come il completamento di Cz[—, 7] questa affermazione & nient’altro
che la definizione
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Se derivo termine a termine ottengo che la serie di Fourier per la funzione f(x) =1 ¢
data da

1~2 2:(—1)’“'1 cos(kz) ,
k=1

risultato palesemente falso perché la serie di Fourier di 1 é la funzione stessa

1~1.
Se invece integro la (6.4) ottengo
2 2 (_qyk+1
% ~ 2];(]{:2COS(]€I) +C.

La costante additiva C' non ¢ altri che il termine costante ag/2 che compare nello
sviluppo di Fourier e va calcolato a parte.

C’:@:i wa‘jdxzflg:ﬁ,
2 2 J_. 2 2 3 6
Ottengo quindi
2 0 -1 k+1
(8.29) 22 ~ % 4y % cos(kz).
k=1

Questo sviluppo € giusto? Per verificare basta calcolare direttamente i coeflicienti di
Fourier della funzione x? tramite la (8.9). Si ottiene che lo sviluppo (8.29) ¢ corretto!
Osservo anche che se parto dalla (8.29) e derivo termine a termine ottengo la (6.4)
che ¢ giusta. Quindi 'operazione di derivazione termine a termine appare corretta se
applicata alla (8.29), sbagliata se applicata alla (6.4).

Provo a vedere cosa succede se integro nuovamente la (8.29). Ottengo

P (LR
(8.30) T e 4 ; —E sin(kz) + C'.

Disastro! Che ci fa la funzione x nello sviluppo di Fourier? Chi I’ha invitata? La
funzione z non fa parte della nostra base, quindi non pud comparire in uno sviluppo
di Fourier. Solo seni, coseni e costante. Pero. .. forse si puo sostituire la « che appare
nella (8.30) con il suo sviluppo dato dalla (6.4). Provo.

5 2 o~ (DM
x° ~mtr — 12 Z 13 sin(kx) 4+ 3C
k=1
o0 2 _
=2) (-~ (]”2736 sin(kz) + 3C.

La costante additiva come al solito va calcolata a parte.

_a _ L [T g
30_2_27r/ z>dr =0,

—T

da cui concludo che lo sviluppo di 23 ottenuto in questo modo poco ortodosso (integro
termine a termine e sostituisco z con il suo sviluppo) verrebbe

(8.31) 3~ 2 i(—l)k“ (]”L# sin(kx) .
k=1
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Di nuovo, vado a verificare questa formula calcolandomi direttamente gli ar e i by
della funzione 3 e trovo che la (8.31) & corretta. Attenzione pero: se provo a tornare
indietro derivando la (8.31) termine a termine trovo

(k
(8.32) 32% ~ 2 Z 1)k +t 7T726 cos(kx) .

che NON ¢ lo sviluppo corretto di 322, come si vede confrontando con la (8.29).

Ok, é venuto il momento di dimostrare qualcosa, per avere, in questo mare di dubbi e
incertezze, un appiglio solido e sicuro (ehm...).

8.7 Proposizione. Sia f € Cl—m, 7] con f' continua a tratti. Siano ay,by i coeffi-
cienti di Fourter di f e aj,,b), i coefficienti di Fourier di f'. Allora

(8.33) ar = =}, /k b = (af, + (=1)*"af) /k kE=1,2,3,...
Se inoltre vale f(m) = f(—m) si ha
(8.34) ap = —b,/k b = a)./k k=1,2,3,...

Dimostrazione. La (8.33) si ottiene facilmente integrando per parti. Se f(7) = f(—m)
allora

dh=— [ f@de= (@) - f-m) =0,
e quindi la (8.34) segue dalla (8.33). O

8.8 Osservazione. Le relazioni (8.33) ci dicono che se f ¢ continua a tratti e F' & una
primitiva di f allora la serie di Fourier di F' puo essere ottenuta integrando formalmente
la serie di Fourier di f, a patto di espandere, nella serie integrata, I’eventuale fattore
lineare nuovamente in serie di Fourier. Piil esplicitamente, sia

fl@)~ &

30 + [ak cos(kx) + b sin(kx)]

A
F(a)~ 7 +

Me L[]8

[Ay cos(kx) + Ag sin(kx)] .

>
Il
—

Integrando formalmente otterremmo
ao — [ar . bi
(8.35) F(z) ~ 5 + ; [k: sin(kz) — = cos(kz)| +C,
in cul C' = Ap/2 ¢ una costante da determinare tramite la relazione
1 s
Ag = — F(z)dz.
™ —T

Il termine lineare nella (8.35) va espanso in serie di Fourier. Sapendo che
sin(k )
T~ 2 Z k—‘rl ,

otteniamo

Ay — —1)k+1
F(z) ~ 70 + [W sin(kz) — %cos(kac)

k=1
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Possiamo a questo punto scrivere la relazione fra i coefficienti di Fourier di F' e quelli
di f
A = —bk/k’ B, = (ak + (—1)k+1a0)/k‘.

Ritroviamo in questo modo la (8.33) applicata alla coppia di funzioni f e F.

Se invece vogliamo derivare uno sviluppo di Fourier termine a termine, la condizione
per poterlo fare é che la funzione f da derivare sia continua su [—m, 7], con derivata f’
CAT e inoltre deve valere f(—m) = f(m). In questo caso, infatti, valgono le relazioni
(8.34) che dicono proprio che lo sviluppo di Fourier puod essere derivato termine a
termine. Negli esempi fatti in precedenza ’operazione di derivazione porta ad un
risultato corretto nel caso di f(z) = 22 che verifica la condizione f(—n) = f(7), ma
non nel caso di x o di z>.

8.9 Morale. Riassumo:
e per poter integrare lo sviluppo di Fourier di f termine a termine:

(1) f deve essere continua a tratti

(2) se il termine costante della f & non nullo, integrando compare la funzione
x, che va sostituita con il suo sviluppo di Fourier

(3) la costante additiva di integrazione va calcolata esplicitamente

e per poter derivare lo sviluppo di Fourier di f termine a termine:

(1) f deve essere continua con derivata CAT
(2) deve valere f(—m) = f(m).

Nel dubbio calcolare i coefficienti di Fourier usando le formule (8.9).

8.1.7 Serie di Fourier complessa

A volte puo essere conveniente usare come base ortogonale nello spazio Lo[—m, 7], al
posto di quella costituita da seni e coseni

(8.36) 1, cos(x), cos(2zx), ..., sin(x), sin(2z), ...
quella costituita dagli esponenziali con esponente immaginario di periodo sottomultiplo
) .’6712w7 6711” 1’ eza:, ezZ:r’ elSZE, L
legata alla base precedente dalla relazione
e™ = cos(kx) 4 isin(kz) .
8.10 Proposizione. L’insieme di vettori
(8.37) ex(z)=¢*® kel
¢ una base ortogonale in Lo[—m,w|. Inoltre ||ex||2 = v/ 2.

Dimostrazione. L’ortogonalita é immediata. Infatti, se n # k, si ha

(en,er) = / =Rz gy — 0.

s . T
lexll? = / =ik 2 g — / L dz — 27,

Inoltre
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Rimane da dimostrare la completezza della base (8.37). Questa discende immediata-
mente dalla completezza della base (8.36). Infatti, poiché le funzioni cos(kx) e sin(kz)

sono una combinazione lineare delle funzioni e*** e e~** e viceversa, questo vuol dire
che

span{e™*® e~} — span{cos(kz), sin(kz)}.
visto che il sistema (8.36) ¢ completo, anche il sistema (8.37) ¢ completo. O

La Proposizione 8.10 ci dice che vale lo sviluppo di Fourier

,T) ~ ch eik;L

k€EZ

f’ ek _ / f 72k$ drx .
lexll3 S or

Nel caso in cui f sia una funzione reale si ha

in cui

Ck =

1
21

f( ) e dg = i/” @) e de = 77,

C_f| =
2 J_,

quindi possiamo scrivere

oo
f(ﬂl‘) ~ co + Z [Ck eikm + ey e—ikm}

(8.38) P .
=co+ Z {Ck e 4y e“m} =co+2 Z Re (cy eikx) (f reale).
k=1 k=1

8.11 Problema. Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier nell'intervallo [—, 7]
la funzione f(x) = e*. Dimostrare che

=1 1
—_— = *(ﬂ'COthﬂ'— 1)
nz:;l—kn2 2

Soluzione. Usiamo la base degli esponenziali.

cp = / f —zkt dx / (1—1’k)r dr

_ [ (1— zk)x} 11 [e(lfik)w _ o—(—ik)m
27T1—zk: 2wl —ik

Osservo che

per cui

(—=1)* sinh 7

_ (_1)k T -] __
® s H R = ey

o (1 — ik

Poiché f é reale il suo sviluppo di Fourier puo essere scritto nella forma

flz) ~co+2 ZRe (cp ™) .

k=1
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Quindi otteniamo

Fa) ~ sinh 7 _1 +2§:(_1)k Re(le““':kﬂ

s

i k=1
_ Sin:w - 2i(_1)k Re( (cos(kz) + i’sin}(cl;:x))(l + ik))
L k=1
sinh | = (—1)k
= : 1+2 Z i +1])€2 (cos(kx) - ksin(kx))]

Per dimostrare 1’identita richiesta dal problema uso I’identita di Parseval

@ F15 =D lewl® llurll3 = 27 ) lexf*

kEZ keZ

Per quanto riguarda la norma di f ottengo

i 1
1513 = [ e de = 5 (¢ —727) = sinb2m).

Per il modulo quadro di ¢ uso ’espressione @

| |2_sinh7r2 1 (sinhm)?
R TR A PR

Dalla @ ottengo quindi

. ~,_(sinhm)? 1
sinh(27) = 27 T[1+2Z 1+k2} )

da cui, siccome sinh(27) = 2sinh() cosh(r),

S| 1 [ sinh(27) 1
=2 |22 1| = Z [reothw — 1] .
’;Hk? 2[2(Sinhﬂ')2 ] g reothm —1]

8.2 Convergenza puntuale della serie di Fourier

Abbiamo visto che se f é una qualsiasi funzione appartenente ad Lo[—m,n] allora
possiamo scrivere

a o0
(8.39) ~ 5 + Z a, cos(kx) + by, sin(kx))
k=1
in cui
1 (7 1 (7 .
(8.40) ap = — f(z) cos(kz) dx b = — f(z)sin(kz) dz .
TJ TJ

Ricordo che la (8.39) & una scrittura simbolica che denota la convergenza della serie
nel senso della norma || - ||2. In sostanza la (8.39) significa che

s

flz) — ((%0 + i [ak cos(kx) + by Sin(k‘w)]) ‘2 dx=0.
g k=1

lim
n—oo | _
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Vogliamo affrontare ora il problema della convergenza puntuale della serie di Fourier
alla funzione f, capire cioé sotto quali condizioni & possibile scrivere

(8.41) = ?0 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)] .
k=1

Non ¢ difficile vedere con un controesempio che, in generale, la convergenza rispetto
alla norma || - || non implica la convergenza puntuale, per cui ¢ ragionevole aspettarsi
che la validita della (8.41) ¢ subordinata ad ipotesi supplementari sulla funzione f.

8.2.1 Derivata destra e sinistra di una funzione DAT
8.12 Definizione. Sia f : [a,b] — C una funzione continua a tratti e sia x € [a,b). f

é detta derivabile da destra nel punto x se il limite

(8.42) fi(z) = lim flz+e)— flah)

e—0+ €

esiste ed ¢ finito. La quantita f! (x) ¢ detta derivata destra della funzione f nel punto
x. Se x € (a,b| si definisce, analogamente, la derivata sinistra di f in x come

(8.43) () = tim LEZ = SE@)

e—0+ —€

Si noti che la derivata destra (sinistra) ¢ stata definita usando il valore f(z™) (f(z7))
nel rapporto incrementale e non il valore f(x). Il motivo é che in questo modo &
possibile definire f/ () anche in casi in cui f non é continua in z.

8.13 Esempio. Consideriamo la funzione

0 sex <0
flx)=<1/2 sex=0
l—2z sex>0

In questo caso, usando le definizioni (8.42) ¢ (8.43), otteniamo

f(0+¢e)— f(OT) I 1—e—1

O = =y =
f(0) = lim f0=2) = (07) = lim 0_0:0.
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Pero, se noi avessimo definito la derivata destra (ad esempio) nell’origine usando il
valore f(0) invece che il valore f(0") nel rapporto incrementale avremmo ottenuto

Vi o F(0+e) = f(0)
F1(0):= el—l>%l+ € e—0+ €

Quindi la funzione f non ¢é continua nel punto £ = 0 ma, in accordo con la nostra
definizione, esistono sia la derivata destra che quella sinistra. Osserviamo che la deri-
vata destra nell’origine coincide con il limite destro della derivata e, analogamente, la
derivata sinistra coincide con il limite sinistro. Infatti, si ha

f,(x)_{o se x <0

-1 sex>0

per cui si ottiene (banalmente)

F(07)= lim f'(z)=0 f(07) = lim f'(z)=-1.

z—0~" z—0*t

8.14 Domanda. E sempre vero che che la derivata destra coincide con il limite destro
della derivata e stessa cosa a sinistra? La risposta é: quasi sempre. Nel senso che,
come spiegato nella Proposizione 8.15 e nell’osservazione 8.16, se la funzione f ¢ dif-
ferenziabile a tratti allora la risposta & affermativa, perd pud accadere che la derivata
destra (ad esempio) f} () esista ma il limite destro della derivata f’(z*) non esista.

8.15 Proposizione. Se f : [a,b] — C e differenziabile a tratti e x € (a,b) allora esiste
sia la derivata destra che quella sinistra di f in x. Inoltre si ha

fila) = Jim f'(@) = /(")
fL@) =l /(@) = /@),

Dimostrazione. Dimostriamo solo 'affermazione riguardante la derivata destra, in
quanto quella sulla derivata sinistra di dimostra in modo identico.

Se f ¢é differenziabile a tratti in [a, b] esiste v > 0 tale che f & differenziabile nell’inter-
vallo (x,z + ). Inoltre sappiamo che esiste il limite

(8.44) fzt) = lim f'(y).

y——azt
Per definizione di limite destro la (8.44) ci dice che
(8.45) Ya >0 Je; > 0 tale che se y € (z,z +¢1) si ha |[f'(y) — f'(z7)] < .
Per il Teorema di Lagrange (giusto?) sappiamo che, se 0 < § < ¢,

flz+e) = flz+9)
)

Dalla (8.45) e (8.46) segue che, se 0 < § < e < ¢e; si ha

‘f(ers)ff(eré)
e—90

(8.46) = () incuid € (x4 6,z +¢).

— f'(er)‘ <a.
Di conseguenza

flea+e)— f(z+9)
e—90

lim lim
e—0t §—0+

—f'($+)‘ <a,
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ovvero N
e—0t £
Poiché a é arbitrario
_ +
e—0t IS

ovvero la derivata destra f/ (x) esiste e vale

Fo@) = tim JEFDZIE@D oy

e—0t £

O

8.16 Osservazione. Puo accadere che esista la derivata destra f’, (), ma non il limite
lim, o+ f'(x). Consideriamo infatti la funzione

f(z) == x?sin(1/z)

Abbiamo che
f(0%) = lim f(z)=0,

e—0t
quindi
_ f(0+
lim fe) = J07) = lim /) = lim esin(1l/e) =0.
e—0+t € e—0t € e—0+

Questo ci dice che la derivata destra f/ (0) esiste e vale 0. D’altra parte
f(x) = 2xsin(1/x) — cos(1/x),
per cui il limite

F1(07) = lim f'(e)

e—0t

non esiste a causa del termine cos(1/x).

8.2.2 Il teorema sulla convergenza puntuale

Per enunciare il teorema sulla convergenza puntuale della serie di Fourier conviene
pensare ad un funzione definita sull’intervallo [—m, 7], come se fosse una funzione
periodica definita su tutto ’asse reale.

8.17 Definizione. Data una funzione f : [-m, 7] — C, definiamo il prolungamento
periodico di f la funzione f : R — C definita come

f(x) = f(x + 2kn)
in cui k € Z & univocamente determinato dalla condizione = + 2k7w € (—7, 7).

8.18 Osservazione. Sia f : [-7, 7] — C. Per come I"abbiamo definita, la funzione f
coincide con f nell’intervallo (—m, 7], quindi se f(—7) # f(7), allora f ha discontinuita
di prima specie nei punti (2k 4+ 1)7 con k € Z.

8.19 Esempio. Consideriamo la funzione f(x) = x definita sull’intervallo [—m,x]. 1l
suo prolungamento periodico appare come in figura
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8.20 Lemma. (Riemann—Lebesgue). Se f € Lq[a,b] allora per ogni a,b € R con a < b
st ha

b
(8.47) lim f(z) sin(sz)dz =0.

S§— 00 a

Dimostrazione. Dimostriamo questo Lemma nel caso particolare in cui f é continua
con derivata continua a tratti. Per estendere il risultato a tutte le funzioni f € L4]a, ]
si usa il fatto che che le funzioni continue con derivata CAT sono dense in L1]a, b] (in
realta anche le funzioni C'[a, b] sono dense in L][a, b]).

Sia quindi f continua con derivata CAT. Il Corollario 6.9 ci dice che possiamo integrare
per parti, per cui

/ab f(x) sin(sz) dx = 1 [f(x) cos(sx)y; + i/ab 1/ (x) cos(sz)dx

s
Poiché f é continua e f' & CAT, sia f che f’ sono limitate in [a, b]. Possiamo porre

M= swp [f@)] M= swp |f'(@).
z€Ja,b] z€Ja,b]

Abbiamo quindi

b !
- 1 2M + |b—a| M
/ (o) sin(sa) de| < 2 [17@)]+ 17O + b o M| < A
Facendo tendere s a co otteniamo la (8.47). O

8.21 Lemma. Sia f : R — C una funzione continua a tratti e sia x € R tale che la
derivata destra di f nel punto x, f! (x) esiste. Definiamo la funzione

1 sin [Z"Jrlz} 1 1 —
(8.48) Dy (z) := %W =5+ ;Cos(kz)
Allora:
(8.49) lim i flx+2)Dy(2)dz = f(f) .
n—oo 0

Analogamente se esiste ' (x) si ha

0 _
(8.50) Jim [ f(x—l—z)Dn(z)dz:f(z ).
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Prima di dimostrare il Lemma 8.21 facciamo vedere come da questo segua facilmente
il risultato che stiamo cercando sulla convergenza puntuale della serie di Fourier.

8.22 Teorema. Sia f : R — C una funzione 2mw-periodica continua a tratti e sia Sy,
la somma parziale n-sima di Fourier di f. Se x € R é un punto in cui esistono sia la
deriwvata destra f! (x) che quella sinistra f' (x) di f, si ha:

f(z) se f & continua in x
(8.51) lim S,(z) =
S 1[f(@t)+ f(z7)] nel caso generale.

Dimostrazione. Iniziamo a scrivere esplicitamente la somma parziale n-sima di Fourier
associata ad f

Sn(z) = % + i lag cos(kx) + by, sin(kx)]
k=1
1 T n 1 s
T on . () dt + ; [77 - f(t) cos(kt) dt cos(kx)

N % ﬁ F() sin(kt) dt sin(kzx)}

—T

n

1 . .
5 + kZ((Cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sm(kt))] dt

=1

1 ™
== t
- [ 1o
=L g | A 3 conti(t - )|
=/ 5 cos x .
k=1
Scrivendo cos(ku) = Re e?* non ¢ difficile far vedere che vale I'identita

1 o - sin[2”2+1u]
5 + ;COSUCU] = W’

per cui, ricordando la definizione (8.48), otteniamo che la somma parziale n-sima puod
essere scritta come

Sp(z) = j F(t) Dy(t — ) dt.

A questo punto possiamo cambiare variabile di integrazione, ponendo z =t — x,

Sp(x) = /W—f flz+2)Dy(2)dz.

—T—X
Sfruttando il fatto che f e D,, sono entrambi funzioni 27-periodiche l'intervallo di

integrazione, che equivale ad un periodo completo, puo essere traslato di una quantita
arbitraria, per cui

™

Sp(x) = flz+2)Dy(z)dz.

—T

Per concludere la dimostrazione ed ottenere la (8.51) & sufficiente spezzare in due parti
I'intervallo di integrazione [—m, 7] e ricordare quanto afferma il Lemma 8.21

0 ™
lim S,(z) = lim [ f(x—i—z)Dn(z)dz—i—/O flx+2)Dy(z)dz

—T

=S [f@)+ )] . O
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Dimostrazione del Lemma 8.21. Sia f : R — C una funzione continua a tratti e
supponiamo che nel punto x esista la derivata destra f’ (z) della funzione f. Devo far
vedere che si ha

™ +
(8.52) im [ f(o+2) Do(z)de = LD

n—oo J 2

La dimostrazione della seconda affermazione (8.50) ¢ identica. Inizio con l'osservare
che, lintegrale di D,, esteso all’intervallo [0, 7] & uguale ad 1/2. Infatti

(8.53) /D —/ [ +Zcos (k2))d=

Poiché si ha

k 0

/OWDH(Z) dz = -

Questo mi istiga a pensare che se potessi sostituire la quantita f(z + z) nell’integrale
con f(zT) allora il valore dell’integrale sarebbe esattamente uguale a f(x%)/2 sen-
za neanche bisogno di dover fare il limite. Dunque, 'idea potrebbe essere quella di
aggiungere e togliere f(x%) nell’integrando nel modo seguente:

/ﬂf(ac—l—z) Dy (2) dz

(8.54) / f@ dz+/0ﬂ[f(x+z)—f(x+)] Dy (2) d=

o _ [sin(kz)1T
/0 cos(kz)dz-[ ] =0,

otteniamo appunto

= 2)+/0 [f(z+2) = f(z")] Dn(z)dz.

A questo punto se riesco a dimostrare che

T

(8.55) lim [f(z+2)— f(z")] Du(2)dz=0

n—oo 0

avrei ottenuto proprio la (8.52) che @& il risultato cercato. Per dimostrare la (8.55) mi
viene in mente che forse potrei utilizzare il Lemma di Riemann—Lebesgue 8.20. Scrivo
quindi

i sin [2%H 2]
— o | Tt +2) - 1) = @z
(8.56) sin(z/2)
/fa:—i—z) f(x ) [2n—|—1]d
T or sin(z/2) 2
v +2) - fah)
=5 Sn(2/2) sin(sz) dz,

in cui ho posto s = (2n+1)/2. Ora potrei applicare il Lemma di Riemann-Lebesgue e
affermare che quando n — oo (o, equivalentemente, s — oo) 'integrale tende a zero, a
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patto di poter dire che la funzione che moltiplica il seno appartiene a L1[0, 7]. Rimane
dunque da dimostrare che
flz+2) - fah)

(8.57) la funzione g(z) := Sn(/2) appartiene ad L]0, 7].

In realta dimostrero che g & limitata in [0, 7] che implica g € L1[0, 7]. Per dimostrare
che g ¢é limitata osservo che g & continua a tratti in (0, 7] poiché il numeratore & CAT
e il denominatore & continuo e non nullo. Se riesco a far vedere inoltre che il limite

(8.58) lim g¢(z)

z—0t

esiste ed ¢é finito, allora avro dimostrato che g ¢ CAT, e quindi limitata, su [0, 7]. Ma
il limite (8.58) si pud calcolare esplicitamente. Infatti

flx+2) - f(=)

lim g(z) = lim

z—0+ 20+ sin(z/2)
o fet)—f@h) 2
- le,%l+ z sin(z/2) 214 (@)

Ricapitolando: ¢ & una funzione CAT in (0, ], inoltre ho fatto vedere che il limite
quando z tende a 0 da destra esiste ed ¢ finito, quindi g ¢ CAT su [0, 7]. Di conseguenza
g ¢ limitata e, a maggior ragione, appartiene a Li[—m,7]. Questo mi permette di
usare il Lemma di Riemann—Lebesgue nella (8.56) e posso cosl dimostrare la (8.55).
Finalmente dalla (8.54) e (8.55) segue la (8.52). O

8.23 Corollario. Se f: R — C ¢& una funzione 2m-periodica e differenziabile a tratti
allora

f(z) se f & continua in x
(8.59) lim Sy (z) =
e L[f(@)+ f(@7)] nel caso generale.

Dimostrazione. E una conseguenza diretta del Teorema 8.22 e della Proposizione 8.15.
O

8.24 Osservazione. Esistenza di funzioni continue con serie di Fourier non conver-
gente.

8.25 Problema. Per ciascuna delle seguenti funzioni f : [—7w,n] — R sia S, la
somma parziale n—esima della serie di Fourier associata. Calcolare il limite S(z) =
lim,, 00 Sp(x) per ogni x € [—m, 7.

(a) f(z) =2 (b) fz) =

1—2% sexel0,n]

{0 se x € [—m,0)

Soluzione. (a). Si tratta di una funzione differenziabile a tratti, quindi vale il teorema
che assicura la convergenza di S, (z) al valore f(z) nei punti in cui f é continua, al
valore (f(z~) + f(x1))/2 nei punti in cui f ha un salto.

Attenzione: per studiare la convergenza agli estremi dell’intervallo [—m, 7] bisogna
sempre pensare al prolungamento periodico di f.

Mentre la funzione 23 ¢ continua in [—, 7], il suo prolungamento periodico ¢ continuo

nei punti interni all’intervallo, cioé é continuo in (—m,7) ma ha un salto nei punti
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z = —m ez = . In entrambi questi punti il limite da sinistra vale 73, mentre il limite
da destra vale —m3. Quindi ottengo, per x = =+,

1 1
S(+m) = 3 (f(ﬂ'_) + f(7r+)) =3 (7r3 — 7r3) =0.
Riassumendo
S(z) = {x3 se x € (—m,m)
0 sex=-mox=m
(b). I punti di discontinuita del prolungamento periodico di f sono x = —m, z =0 e

r = 7. Quindi

1, 1 s o 172
S(m) = 5 (F) + fh) = 5 (1 -7 +0) =
5(0) = % (f(07) + f(0T)) = %(0+ 1) = %
Riassumendo
0 se z € (—,0)
J1)2 sex =0

Ste) = 1—2? se z € (0,7)

(1-7%)/2 sex=-Tox=m

8.3 Quale sviluppo scegliere?

In generale é possibile sviluppare una funzione f in serie di Fourier in pit di un modo.
La scelta dello sviluppo da adottare va fatta in base alle esigenze o alla richiesta espli-
cita del problema che si sta risolvendo. Consideriamo il problema seguente: sviluppare
in serie di Fourier nell’intervallo [0, 7] la funzione

Sviluppo n.1. Possiamo usare le formule (8.13), (8.14) per lo sviluppo in serie di
Fourier in un intervallo arbitrario [a,b]. Questo equivale considerare la funzione f
definita in [0, 7] & prolungarla periodicamente a tutto 1’asse reale, come si vede nella
figura 8.1.

f(x)

L)
ATSAVeTATe

Figura 8.1: Sviluppo n.1

Sviluppo n.2. Un secondo sviluppo possibile ¢ quello che usa solo i coseni, dato
dalle formule (8.15), (8.17). Questo equivale a prendere la funzione f definita in [0, 7],
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: : : : : : X
-3 -2 -7 \\/ T \\27 3

Figura 8.2: Sviluppo n.2

prolungarla prima in modo pari sull’intervallo [—, 7] e poi prolungarla periodicamente
a tutto I’asse reale come mostrato nella figura 8.2.

Sviluppo n.3. Possiamo infine usare lo sviluppo dei seni dato dalle formule (8.16),
(8.17), che equivale a prendere la funzione f definita in [0, 7], prolungarla prima in
modo dispari sull’intervallo [—7, 7| e poi prolungarla periodicamente a tutto lasse
reale come mostrato nella figura 8.3.

f(x)

Y Yas
e VA Vel

Figura 8.3: Sviluppo n.3

Dove convergono questi sviluppi? Chiamo S (")(m) la somma della serie di Fourier
associato allo sviluppo r-simo, in cui 7 puo valere 1,2, 3. In tutti e tre i casi ho a che
fare con funzioni differenziabili a tratti, per cui vale il Corollario 8.23. Ottengo quindi,

SO (z) = {{i(a’z , z i i% 7;)} S®(z) = f(z) x € [0, 7]
4 b

SO)(z) {éf(x) o g 7;)}

8.4 Equazione del calore su un intervallo finito

8.4.1 Condizioni al bordo di Neumann

Voglio risolvere la seguente equazione differenziale a derivate parziali (equazione del
calore) utilizzando il metodo dello sviluppo in serie di Fourier:

(8.60) up(x,t) = A gy (2, 1) x €0, t>0

(8.61) u(z,0) = f(x) z €10,

(8.62) Uz (0,t) = u (£,t) =0 t>0,
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in cui A &€ un numero reale positivo e le lettere x e t usate come pedici denotano, al
solito, ’operazione di derivata rispetto a quel simbolo, cioé

_ Ou __Ou

ot Yo = B

La funzione u(z, t) ¢ definita sulla semistriscia infinita [0, £] x [0, 00). Per chi si trova piu
a suo agio pensando ad una situazione fisica concreta piuttosto che ad un’astrazione
matematica, si pensi ad una barra unidimensionale? di lunghezza ¢ fatta di un qualche
materiale che conduce calore. La funzione u(x,t) rappresenta la temperatura della
barra nel punto x al tempo ¢. Il parametro A > 0 é una cosa tipo la conducibilita
termica della barra. E infatti se ponessimo A = 0 otterremmo dalla (8.60) che la
derivata rispetto al tempo di u é nulla, vale a dire la temperatura é costante nel
tempo perché la barra non conduce calore. La funzione f che appare nella (8.61) & la
temperatura iniziale, o meglio la distribuzione iniziale della temperatura della barra.
Le equazioni (8.62) infine sono le condizioni al bordo di questo problema. In questo
caso si chiamano condizioni Neumann perché riguardano la derivata della funzione
u nei due punti di bordo (x = 0 e x = ¢) del problema. Imporre che la derivata
spaziale della temperatura sia nulla corrisponde all’assunzione fisica che la barra sia
termicamente isolata dall’esterno, senza cioé scambio di calore ai due estremi.

Bene, dobbiamo quindi trovare u(z,t) che soddisfi le (8.60), (8.61), (8.62). L’idea &
quella di supporre che per ogni valore fissato di ¢ > 0, la funzione wu(x,t) si possa
scrivere come serie di Fourier nel dominio delle x, con coefficienti di Fourier che ovvia-
mente dipenderanno dal tempo. Ora possono nascere i primi dubbi e tentennamenti,
perché abbiamo visto che ¢’¢ pit di una modalita di sviluppare una funzione in serie
di Fourier. Potremmo, per dirne una, usare gli esponenziali complessi e, considerando
che siamo sull’'intervallo [0, ¢], scriviamo

u(w,t) =Y cx(t) e/t

kEZ

Ut @

oppure potremmo usare la serie di Fourier dei seni

o0
u(a,t) =Y be(t)sin(kmz/C)

k=1
o magari quella dei coseni. L’elemento del problema che ci indica la via giusta da
seguire ¢ la condizione al bordo (8.62). Poiché le quantita u,(0,t) e u,(¢,t) devono
essere entrambi nulle per ogni t > 0 sarebbe carino che la funzione wu,(x,t) si potesse
esprimere come una somma di sin(knz/¢), in modo tale che la condizione al bordo
sia automaticamente soddisfatta. Di conseguenza la scelta che sembra appropriata &
quella si espandere u(x,t) come serie dei coseni, in modo tale che, derivando rispetto
ad x otteniamo una serie di seni. Poniamo quindi

(8.63) u(z,t) = aOZ(t) + Zak(t) cos{kﬂTx} .
k=1

Assumendo di poter derivare la serie termine a termine otteniamo

ug(z,t) = dOT(t) + éézk(t) cos [k%x]
Uge (2, 1) = — i(kjﬂ)Qak(t) cos [WTx] .
k=1

2yhm. . . non che una barra unidimensionale sia esattamente una cosa “concreta”
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Sostituendo queste espressioni nell’equazione u; = A uz, si ottiene un numero infinito
di equazioni differenziali ordinarie per i coefficienti di Fourier

km

2
g) ant) k=1,2,...

(8.64) ao(t) =0 an(t) = -\ (
che si risolvono facilmente
ao(t) = ag ax(t) = ay esp[-A("7) 1]
in cui, per semplicita, abbiamo posto
ap, = an(0) n=0,1,2,....

Sostituendo nella (8.63) otteniamo infine la funzione incognita u(x,t)
_ap > k2 kmx
(8.65) u(x,t) = 5 + ;ak exp[—)\( 7 ) t} cos[ 7 } .

Rimangono da determinare i coefficienti ax. A questo scopo usiamo la condizione
iniziale del problema (8.61)

u(z,0) = % +iak cos{k%x} = f(z).
k=1

Questa uguaglianza ci dice che i coefficienti a; sono nient’altro che i coefficienti asso-
ciati alla funzione data f, quando questa viene sviluppata in serie di Fourier dei coseni
nell’intervallo [0, £]. Di conseguenza abbiamo

2 [* kmy
(8.66) a = /0 f(y) cos [7} dy.
La (8.65) insieme alla (8.66) risolve il problema posto

Comportamento della soluzione quando ¢t — co

Qual ¢ il comportamento della soluzione trovata quando il tempo tende all’infinito?
Senza bisogno di essere dei grandi geni di equazioni differenziali a derivate parziali si
intuisce che, se é vero che questa equazione rappresenta 1’evoluzione della distribuzione
della temperatura in una barra isolata termicamente, allora, per t — oo, la temperatura
dovra essere uniforme (indipendente da ) e (probabilmente) assumera il valore medio
della distribuzione iniziale della temperatura.

Verifico. Facendo tendere ¢ all’infinito nella (8.65) tutti i termini tranne il primo
tendono a zero. Inoltre la (8.66) ci dice che

2 Z
w=7 [ fwa.
0
Quindi abbiamo

t—o0

. a 1 [t
tim ua,t) = F =5 [ Fwdy,

che ¢é proprio il valor medio della temperatura iniziale.
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8.4.2 Condizioni al bordo di Dirichlet

Consideriamo ora lo stesso problema con diverse condizioni al bordo:

(8.67) u(2,t) = Mgy (2, t) x€l0,4 t>0
(8.68) u(z,0) = f(x) z €10,/
(8.69) w(0,8) = u(t,t) = 0 t>0.

La condizione (8.69) ci dice che la barra non ¢ piu isolata termicamente, come nel caso
precedente, ma i suoi estremi vengono costantemente mantenuti a temperatura zero.

8.5 Convergenza uniforme della serie di Fourier

Il Corollario 8.23 ci dice che se f é periodica, differenziabile a tratti, allora la serie di
Fourier di f converge puntualmente ad f in tutti i punti in cui f é continua. Sorge
dunque spontanea la

8.26 Domanda. Non sara che, niente niente, la convergenza della serie di Fourier ¢&
uniforme?

Senza qualche ipotesi addizionale la risposta € necessariamente negativa. Infatti la
successione di funzioni S, (), in cui, come al solito, abbiamo posto

Sp(z) = ?0 + kZ::l ay, cos(kx) + by sin(kzx)] ,

& una successione di funzioni continue. Ora sappiamo che se una successione di funzioni
continue converge uniformemente, il suo limite ¢ una funzione continua, quindi affinché
Sy abbia una qualche speranza di convergere uniformemente ad f bisogna assumere
che f sia continua. Abbiamo infatti il seguente risultato:

8.27 Teorema. Sia f : R — C una funzione 2mw-periodica, continua, con derivata
continua a tratti. Allora la somma parziale n-sima di Fourier S, di f converge ad f
uniformemente, quando n — oco.

Dimostrazione. Le ipotesi del teorema insieme al Corollario 8.22 ci dicono che la serie
di Fourier converge puntualmente ad f su tutto ’asse reale, per cui possiamo scrivere

(8.70) -

50 - kz—l ay, cos(kx) + by, sin(kx)] z€R.

Rimane da dimostrare che la serie di funzioni che appare al secondo membro converge
uniformemente. L’idea é quella di usare il criterio di Weierstrass per la convergenza
uniforme di una serie di funzioni. Devo cioé riuscire a maggiorare il modulo del termine
k-simo della serie con una costante

|ax cos(kx) + by sin(kz)| < My,

e sperare che sia

o0
ZMk < 00.
k=1
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Una possibilita che non richiede particolari doti di immaginazione® & quella di scrivere
(8.71) |ax cos(kz) + by sin(kx)| < |ay cos(kz)| + |by sin(kz)| < |ag| + |bk] -

Il problema ¢ che i coefficienti di Fourier ay, e by, sono, a priori, in 5 e non in £, per cui
possiamo affermare che la sommatoria dei quadrati é convergente, ma non sappiamo
dire nulla sulla convergenza di

Z lak| + |br]] -
k=1

Fra le ipotesi del Teorema c’¢ pero anche il fatto che f’ & continua a tratti. Di con-
seguenza f’ & limitata, quindi f’ € Lo[—m, w]. Questo implica che f’ ha una serie di
Fourier convergente in Lo.

, 9
% + Z ay, cos(kx) + b, sin(kz)] .
k=1

Non possiamo far affermazioni sulla convergenza puntuale di questo sviluppo, ma non

¢ importante. Quello che ci interessa ¢ il fatto che i coefficienti della serie di Fourier
di f’ sono in /3, cio¢

(8.72) DolaplP<oo Y IBP
k=1 k=1

Poiché f & continua e f’ & continua a tratti e poiché f ¢ periodica possiamo usare le
relazioni (8.34) che legano i coefficienti di Fourier di f a quelli di f’. Abbiamo dunque

(8.73) ay = —bl,/k b = [k k=1,23,...

Possiamo quindi scrivere
(8.74) > ekl +[bs] ] = D [ lail/k + [h1/k] -
k=1 k=1

Dalla disuguaglianza ab < (|a|? + [b?|)/2 otteniamo

l\D\»—~

(8.75) > llagl/k + Vel /k] < = [lagl® + 1/k% + [b,|* + 1/k]
k=1 k=1

Dalle relazioni (8.74), (8.75) e (8.72) si ottiene infine che la sommatoria

o0
> [laxl + bx|]
k=1

¢ convergente. Questo fatto, insieme alla disuguaglianza (8.71) ci permette di usare il
criterio di Weierstrass e di concludere che la serie (8.70) & uniformemente convergente.
O

3seguendo il vecchio adagio romano che consiglia in questi casi “Nun te ’nventa gnente”.



9. Trasformata di Fourier

V: Also, you know what they call a Quarter Pounder
with Cheese in Paris?

J: They don’t call it a Quarter Pounder with Cheese?
V: No, they got the metric system there, they wouldn’t
know what the fuck a Quarter Pounder is.

9.1 L’idea

9.1 Notazione. In questo capitolo la funzioni sono a priori a valori complessi, a meno
che non sia detto esplicitamente il contrario, quindi, ad esempio

L,(R) := Ly(R; C) S(R) :=S[R;C) C*(R) :==C*(R;C).

Il metodo dello sviluppo in serie di Fourier ci permette di scrivere una qualsiasi funzione
periodica come combinazione lineare (infinita) di seni e coseni, oppure di esponenziali
a esponente immaginario (funzioni periodiche elementari).

9.2 Domanda. E possibile estendere in qualche modo questo metodo allo scopo di
poter trattare funzioni non periodiche definite su tutto ’asse reale?

Sia ad esempio
1
@) =1

Si puo scrivere f come combinazione lineare di funzioni periodiche elementari? L’idea &
la seguente: invece di considerare f come una funzione definita su R, la pensiamo come
se fosse definita sull’intervallo [—L, L], e poi ne facciamo il prolungamento periodico.
A questo punto abbiamo una funzione periodica di periodo 2L che chiamiamo fr,.

r €R.

f(x)

Dunque possiamo usare lo sviluppo di Fourier, ad esempio quello in termini degli
esponenziali immaginari. Si ottiene cosi

; 1t ,
(9.1) fo(x) ~ Z Cr gikmz/L Cp = ﬁ/ fL(x) e—ikmz/L g
keZ —L

L’idea della trasformata di Fourier a questo punto & la seguente: faccio tendere nella
(9.1) L all’infinito. In questo modo la funzione f;, tende alla mia funzione originale f.

261
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Come vedremo nel Teorema 9.27, quando L — oo la somma su k diventa un integrale
di Riemann e si ottiene (se f & continua) il risultato seguente:

1 , ,
02 f@ =5 [ g0 ar o) = [ Fwye s,

2w R R

La formula a sinistra ci dice che, nel caso di una funzione non periodica, ¢ ancora

possibile scrivere f come “combinazione lineare infinita” di esponenziali immaginari, a

patto di considerare come combinazione lineare infinita non una serie ma un integrale.

Non avremo piu, quindi, una successione di coefficienti di Fourier ¢, ma una funzione
) ) b

di coefficienti g(\). La funzione g é detta trasformata di Fourier di f.

9.2 Parita, traslazioni, dilatazioni

Sia f : R — C. Denotiamo con Pf la funzione ottenuta applicando l'operatore parita
P a f, definito come

Pf(z) = f(-x).

Dato a € R, denotiamo con T, l'operatore di traslazione definito come

(Tof)(z) = f(z —a).

Osservate che se a ¢ positivo, il grafico di T, f si ottiene a partire da quello di f
mediante una traslazione nel verso positivo dell’asse z. Infine, se a € R e a # 0,
indichiamo con @, 'operatore di dilatazione/contrazione dell’asse x, definito come

(9-3) (Paf)(x) = flaz).

Se a > 1, 'operatore ®, induce una contrazione (nella direzione x) del grafico della
funzione a cui viene applicato, mentre se a € (0,1) si tratta di una dilatazione. Se
a < 0 la dilatazione/contrazione é composta con un’operazione di parita. In particolare

se a = —1 si ha ovviamente ®, = P. Traslazioni e dilatazioni non commutano. Si ha
infatti

(9.4) (2T f)(x) = (To.f)(ax) = flaz —b)

(9.5) (To®af)(x) = (Paf)(x = b) = fla(z — b)) = flax —ab),

quindi

(9.6) T, &, =0, T, .

E importante dunque fare attenzione all’ordine con il quale vengono fatti agire gli ope-
ratori T, e ®,. Supponiamo ad esempio di voler ottenere la funzione g della figura 9.1,
applicando opportunamente gli operatori di traslazione e di dilatazione alla funzione
f della figura stessa. Si vede il grafico di g si ottiene a partire da quello di f mediante:
(a) una contrazione nella direzione x di un fattore 2; (b) una dilatazione nella direzione
y di un fattore 3; (c) una traslazione verso destra di 2 unita. L’ordine corretto per
ottenere g a partire da f &

(9.7) g=3T o5 f

vale a dire bisogna prima operare la contrazione lungo ’asse  di un fattore 2 e poi la
traslazione verso destra di 2 unita (la moltiplicazione per 3 puo essere fatta in qualsiasi
momento perché T e ® sono lineari). Se, al contrario, applicassimo prima la traslazione
T5 e poi la contrazione ®,, siccome la contrazione modifica tutte le distanze sull’asse
z, la funzione risultante g’ = 3 ®5 T5 f avrebbe un grafico centrato non in x = 2 ma in
=1
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Figura 9.1: ¢ = 3715 ®, f.

9.3 Definizione e proprieta elementari

9.3 Definizione. Se f € Li(R) si definisce trasformata di Fourier di f e si indica con
F(f) oppure con f, la funzione

FOW =) = [ 1@edr Aekr.
Osservo che, poiché |f(z)e~*| = |f(z)|, se f € L1(R), anche la funzione f(z)e~*
appartiene a L1(R), quindi 'integrale ¢ ben definito.
9.4 Proposizione. Siano f,h € L1(R). Allora:
(1) Flaf + Bh] = oF[f] + BF[h] per ogni o, € C;
(2) FIAN) = FIFU=N);
(3) Se f e reale F[f](A) = FIf](=A);
(4) Se f & reale pari F[f] ¢ reale e pari;
(5) Se f & reale dispari F[f] ¢ immaginaria pura dispari.
Dimostrazione. Puramente meccanica, lasciata come esercizio.

9.5 Proposizione. Sia f € Li(R) e f := F[f]. Allora, per ogni a,b € R valgono le
sequenti identita:

(1) FIF(=0)](N) = f(=N);

(2) Flf( - a)](h) = e~ f0);

(3) Flf(@) () = f(A — a);

(4) FIf (@) cosa)](V) = 3 [FA = a) + fA+a)

(5) Flf(@) sin(a)V) = & [F - a) - fr+a)];
(6) FIf@a)N) = 4 fMa), se a £ 0;

(1) Flf(a(z—)(N) = & e ™ f(Aa), se a#0;
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(8) Flf(az—=b)(\) = re”t/%) f(Na), sea #0.

al

Dimostrazione. Anche queste identita derivano direttamente dalla definizione. Come
esempio dimostriamo la (2). Le altre sono lasciate per esercizio.

Flf(x —a)(N) = /Rf(x —a)e N gy
= / f(t) e iA(t+a) gy —ooal
R
= e~ gt — g—iMa F())
= /Rf(t) dt o)

9.6 Osservazione. Le proprieta enunciate nella Proposizione 9.5 possono essere e-
spresse in termini degli operatori di parita, traslazione e dilatazione:

(1) FoP=PoF;

J__.(I)afziq)l/a‘/r,ﬁsea#oa

lal

() (FTy@uf)(N) = (b e (B1/, FF)N), se a # 0;

(8) (FuTuf)(N) = e 2/ (@), FF)(N), se a # 0.

9.3.1 Funzioni che si incontrano spesso

Sulle tavole delle trasformate di Fourier appaiono spesso alcune funzioni che hanno
un comportamento semplice sotto ’azione della trasformata di Fourier e che possono
essere usate come punto di partenza per calcolare la trasformata di Fourier di funzioni
piu complicate. Vediamo alcuni esempi (si veda anche la figura 9.2):

(1) la gaussiana normalizzata y(z) = e*x2/\/77r;

(2) la funzione indicatrice dell’intervallo [a, b], che denotiamo con T,

I (m) B 1 sexe€e [a,b]
[a,b] - 0 sexé€ R\[av b]’

(3) la funzione rettangolo & un caso speciale del precedente
rect(x) = ]I[_1/271/2]
e soddisfa [, rect(z) dz = 1;

(4) la funzione a gradino di Heaviside & anch’essa un caso particolare della funzione
indicatrice. Viene usualmente denotata con H o anche con u (“unit step” function)

H(r) = u(r) := Mg o) -
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(5) la funzione triangolo
tri(z) := max(1 — |z|,0) = rect(z/2)(1 — |z|)
che soddisfa [, tri(z) do = 1;
(6) la funzione sinc

sinc(z) = sin(rz) ,
e

anch’essa normalizzata con la condizione [, sinc(z) dx = 1, che si puo dimostrare
ad esempio usando il teorema dei residui per le funzioni analitiche nel campo
complesso.

.| rect(x)

0.5

sinc(x)

0.5+

/TN VRN

Figura 9.2: Grafici delle funzioni rect, tri e sinc.

Iniziamo a calcolare qualche trasformata di Fourier.

9.7 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di f(z) = Tj_g 4], con a > 0.
Soluzione. Si ha

a

~ . . —iAz ]
f) = / I q,q)(2) e dy = / e dy = {e } _2 sin(\a) .
R —a —a

—iA A
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Ponendo a = 1/2, otteniamo come caso particolare

sin(A/2)  sin(w\/(27))

(9.8) Flrect(z)](A) = A/2 B A/ (2m)

= sinc(A\/(27)) .

9.8 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di tri(z).
Soluzione. Si ha

1
tri(x) e " da = / (1 — |z|) e” ™ dx
—1

Fiui)) = [

R

0 1
:/ (1+x)e*i/\$dx+/ (1—x)e M dx,
0

-1

Con il cambio di variabile £ — —x nel primo integrale si ottiene
1 _ 1 _
Fleri(2)] () = / (1—2)e dy 4 / (1—2) e dg
0 0
1
= 2/ (1 —2z) cos(A\z) dx
0
. 1 1
ol sin(Az) +2/ sin(Ax) dr
A 0 A

0

=0

Il primo termine nel membro a destra ¢ nullo, quindi

. B L sin(Az) 2 1
Fltri(z)](A) = 2/0 5y dx = V] [cos(Ax)],
2(1 —cos(N)  4sin®(A/2)  [(sin(A/2)\* . ,
= 3z = 32 = ( 2 > = sinc”(\/(27)).

Vedremo in seguito che il fatto che la trasformata di Fourier della funzione triangolo
sia il quadrato della trasformata di Fourier della funzione rettangolo non é una caso,
ma é legato ad una proprieta che riguarda il cosiddetto prodotto di convoluzione.

9.9 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di f(x) := H(z) e %*, con a > 0.

Soluzione. Si ottiene

R N +o0 (atin) e—(atiNz +oo 1
)\ — H —axr _—1IAT d — —(a—+1 xr d — — .

) /R (z)e *e x /0 e x {—(a-l-i)\)]o Py

Nell’ultima uguaglianza abbiamo usato il fatto che
lim |€_(a+i)\)r| — lim e—am — 0,
T—+00 T—+400
e, di conseguenza
lim e @tz =0,
r—+00

9.10 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di f(z) := 1/(1 + z?).

Soluzione. Dobbiamo calcolare

R —iA\x
JA) = / g
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Per calcolare questo integrale usiamo il teorema dei residui. Se A > 0 il cammino
di integrazione puo essere chiuso nel semipiano inferiore del piano complesso. Se
indichiamo con

9(2) :== zeC

otteniamo

fO) = —2mi Z Res(g, 2) .

Im z2<0

Il segno meno deriva dal fatto che, chiudendo il cammino nel semipiano inferiore, si
produce un cammino chiuso che gira in senso orario. L’unica singolarita di g che si

trova nel semipiano inferiore ¢ z = —i e si ha
—iAz -
e e
R ; _— ] = N = —_— .
Concludendo
(9.9) f(A) =me A A>0.

Il caso A < 0 si risolve in modo analogo e si ottiene

(9.10) f) =met A<0.

Alternativamente si poteva osservare che f ¢ reale pari, quindi, per la Proposizione
9.4, f ¢ anche reale pari. Questo fatto, insieme alla (9.9), ci dice che P’espressione di f
valida su tutto I’asse reale si ottiene, sostituendo nella (9.9) A con |A|, ottenendo

fO\) = me A AER,
che infatti sintetizza le (9.9) e (9.10).

9.11 Problema. Verificare che, se a > 0, si ha

2a

Flem o) = 75

Suggerimento: si pud semplicemente usare la definizione di trasformata di Fourier,
oppure osservare che

el = H(z)e™ + H(—z)e®™ = H(z)e % + P(H(z)e %),
in cui P é l'operatore di parita. In questo modo ci si riconduce al Problema 9.9.
9.12 Problema. Verificare che

]:[67962] A\ = Vre N4,

Suggerimento: integrare la funzione analitica f(z) = e lungo il rettangolo [—a, a, a+
tb, —a — ib, a]. Scegliere opportunamente b e fare il limite a — oco.
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9.3.2 Il metodo grafico

Le regole di calcolo della trasformata di Fourier, elencate nella Proposizione 9.5. posso-
no essere rappresentate graficamente. Prendiamo ad esempio la (1) della Proposizione
9.5: F[f(—=)](A\) = f(=X). A questa identita associamo il diagramma

R [ IS (COV
L’identita (2) si rappresenta come
[ = z — a] flx—a) Z e~ f(N).
Come ultimo esempio, 'identita (6) si rappresenta come

[z — az] f(ax) N H1|f()\/a) .

L’insieme delle regole di calcolo sono raccolte nella tabella 9.3, mentre la tabella 9.4
contiene la trasformata di Fourier di alcune funzioni elementari.

Vediamo ora come usare questa rappresentazione per calcolare la trasformata di Fourier
di una funzione f sfruttando, quando € possibile, la conoscenza della trasformata di
Fourier di un’altra funzione legata a f da opportune trasformazioni.

9.13 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier delle seguenti funzioni, ricondu-
cendosi, se possibile, a casi noti

(a) f(z)=cosze = +iz b) f(z)=H(3—z)e*.

Soluzione. (a) Partiamo dalla gaussiana e operiamo opportune trasformazioni per
arrivare alla funzione f

e N \/Etf)‘Q/4
[z — 2x] ¢4 7, %ﬁe—kz/lﬁ
{x o — ﬂ e~ Ha=1/2)% _ —da®+da-1  F, %\/;e—A?/M—M/z
If = ef] em4o’ e AN g\/;efﬂ/wﬂ‘)\/z
[f — cosx f] cosz e~ Hie N # [e_()‘_l)z/16_i()‘_1)/2+

+ e~ (A+1)?/16—i(A+1)/2

L’espressione finale puo essere leggermente semplificata:

]5()\) _ 6\4/7?6—()\2—&-1)/16—0\/2 [e)\/8+i/2 n e—)\/8—i/2} _
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(b) Partendo dalla trasformata di Fourier di H(z)e™%*, calcolata nel Problema 9.9, si
ottiene

H(xz)e " 7 P _i B
[z — —x] H(—x)e* Z, aji)\
—13)\
[t —x—3] H(3—z)e 3 N ae—i)\
—13\
[a=2 HE3—z)e® s I, 26_ -
r 67i3A+2
[f—>€2f] H(3 as)e2z*4 SRR ST
o — —a] flaz) 5 Lfa)
[ = 2 — a) f(z—a) i) e‘i’\“f()\)
[f = e ] earfz) T fx—a)
[f = cos(az) f] cos(az) f(x) T L(f(A—a)+ f(A+a))
[f — sin(az) f] sin(az) fz) T L (FA—a) = f(A+a))
[z — az] flax) 5 Hia)
[f = f] flley 5 iNfOV
[f = f] af@) D iDf(\)
If = f] f(z) a 21 f(~A)

Figura 9.3: Regole di calcole delle trasformate di Fourier
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/ f Note
rect(x) sinc(A\/(27)) = %/\)‘/2)
tri(xz) sinc?(\/(27))
sinc(z) rect(x/2m)
cosz I[_q g Sin[(AAJ:rll)a] + sin[(AA:lna]
08T Ij_r/2,7/2) — 3 cos(%)
e—alzl /\227_&2
e H(@) o 0> 0
e~ H(az)
aar T g=alA
e Ba e P girb/2a B = T\/g’ dac —b> >0
D
e Fe M (A +1)
Tt re—\/V2 gin [% n ﬂ
e’ \/§6—>\2/(4a)
eir” JT % o—iN?/4
e—i7? Jr % pir?/4
cos(a?) +y/7 cos [(A? —7) /4]
sin(z?) —/7 sin [(A2 — 7)/4]
sech(x) msech(Ar/2)

e—w?/2 H, (z)

V2r (i) $n(N)

1, = Hermite func

Figura 9.4: Alcune trasformate di Fourier
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9.4 Regolaritd e andamento all’infinito

9.14 Proposizione. Se f € Li(R) allora F(f) € Co(R).

Dimostrazione.
® Dimostrazione della continuita. Poniamo g(A) := F(f)(\). Allora

g2 =g = | [ e (e 1)
< [ 1@l =~ 1lda
< T 67i5w71 dx 9 N de
<[ Vel —iaz [ )
Siccome
(9.11) e — 1 ) (1~ cos(ex))? J:Sin(.st)Q 2
=2(1 — cos(ex)) = 4 sin“(ex/2) < (ex)*,

nell’intervallo |z| < a vale la disuguaglianza
le™%% — 1| < |ex| < |e|a
Otteniamo dunque

9 +¢) — gV)] < |ela /

lz|<a

()| di +2 / ()| dx

lz[>a

< lela|flh +2/ |f ()] da .

|z|>a

Poiché a ¢ arbitrario possiamo porre a := 1/4/J¢|. In questo modo otteniamo

9.12) 9A+¢) — g < VIELIFll +2 / @l

Siccome
K
(913) Jm [ p@)de = 1l
si ha
lim |f(z)|dz=0.

K—o0 \m|>K

Di conseguenza 'integrale che appare al secondo membro della (9.12) tende a zero,
quando € — 0. Abbiamo quindi ottenuto che

lim [g(A +¢) = g(A\)| =0,

che equivale a dire che g ¢ continua nel punto (arbitrario) .

® Dimostrazione che limy_, ., g(\) = 0. Analogamente a quanto fatto in precedenza
scriviamo l'integrale come somma di 2 pezzi.

o <[ [ s@e sl [ e

< ‘/mga f(z)e e dx‘ +/|w>a |f(z)] dz
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Poiché il secondo integrale tende a zero quando a — oo, dato € > 0 arbitrario, possiamo
scegliere a in modo tale che questo integrale sia minore od uguale a ¢. Quindi

I <| [ el e

Grazie al lemma di Riemann—Lebesgue, l'integrale va a zero quando A — oo, quindi

lim |g(\)] <e.

A—00
Siccome ¢ ¢ arbitrario ottengo che limy_,o, g(A) = 0. O

9.15 Proposizione. Sia f € CP~'(R) con fP) continua a tratti e assumiamo che le
funzioni £, £, f", ..., f®) appartengano tutte a Li(R). Allora

(1) per ognik =1,...,p si ha F(fF)(N) = (GNF F(f).

(2) F(f)(A) tende a zero, quando A — oo piu velocemente di 1/NP, vale a dire

lim A? F(f)(A) = 0.

A—0o0

Dimostrazione. Integrando per parti si ottiene
AW = [ fla)e o
R
(9.14) = f(2) e—i,\x‘iooo —|—i)\/ F(z) e dx
R

= [f(z) =] T2 LN FIFIN).

Nel caso in cui lim4 o, f(x) = 0 otteniamo cF[f'](A) = A F[f](A) che, iterata, dimostra
il punto (1). Sappiamo perd (vedi 'esempio 3.46) dall’integrabilita assoluta di f non
discende necessariamente che f tende a zero all’infinito. In questo caso perd si pud
usare 'ipotesi che f’ € L;(R). Possiamo scrivere infatti

f(x) = F(0) + / o

Poiché f' € L;1(R) esistono i limiti

lim /I f(u) du,
0

rz—+o0

di conseguenza esistono i limiti lim,_, 1+, f(z). Ma se f ha un limite quando x tende a
—00 e a 400, il valore di entrambi i limiti deve essere necessariamente zero, altrimenti
f non sarebbe integrabile. Abbiamo quindi dimostrato che [f(z) e=**7] i_z = 0. Dalla
(9.14) segue che

FIN) = iAFIfI(N),
che, iterata, dimostra il punto (1) della proposizione. Per dimostrare il punto (2)
usiamo il punto (1) con k = p e la Proposizione 9.14, ottenendo

Jim W FS] = lim JFFPIN) =0, O

9.16 Proposizione. Sia f € Li(R) tale che le funzioni x f,x%f, ..., 2P f appartengano
tutte ad L1 (R). Allora F(f) € CP(R). Inoltre, ponendo g = F(f), si ha

g® = Fl(—izx)* f] k=1,...,p.
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Dimostrazione. Sia

g(N) = / f(z)e A da .
R
Voglio far vedere che ¢'(\) = F[(—iz)f](A), vale a dire che

(9.15) lim M _ /R(_ix) f(z) e~ Jop

e—0 £

Per far vedere che vale la (9.15) procedo nel modo seguente

2000 [ (i ey
R

_ ‘/Rf(x)e—i)\:c {e_w:_ 1 +ix] dm‘

(9.16) g/R|f(a:)|]6itl+m’dx

e—iaw -1
:/ iz f(2)] ‘7“"@
2| <a er

+ /| o 7 (a)|

—iET __

1
s +i‘dw
EX
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Il termine |(e~%% — 1) /ex + i| puo essere stimato in due modi diversi. Un primo modo

¢ il seguente: grazie alla (9.11) si ottiene
—iex __ 1 —iexT __ 1
(9.17) | +i| <|——]|+1I<2.
ex ex

Alternativamente, dallo sviluppo di Taylor del seno e del coseno, si ottiene

1 1
|cos® — 1| < = 02 |sind — 9| < — [9]3.
2 3!
Di conseguenza abbiamo

| N ‘ ‘cos(sx) -1 L5 sin(ex)
— ti| = i
ex ex ex

(9.18) 1 —cos(ex) = |ex — sin(ex)|

lex| lex]

IA

1 1
§|sm| + 6|5m|2 .
Usando sia la (9.17) che la (9.18) si ottiene dalla (9.16)
A —g(\ .
’g( +‘C:) g( ) o \/(77“1,) f(x) eszzzz dx’
R

£
ez )
< /m @ £ ()| dr +2 / & f ()] da

cal , Jeal
(5 50) [ i@ [ i)

2
(55D ez [ sl
|z|>a

ez

+
(9.19)
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Scegliendo ora a := 1//|¢| e facendo il limite € — 0 si ottiene

A —g(A ;
( ) gl_% g( +5i g( ) 7/]]{(72&) f(:L‘) efz)\mdz‘
9.20
_(VE |kl _
sm( i ||zf||1+z/|x>1/ﬁ|zf<x>dxo.

Abbiamo quindi fatto vedere che vale la (9.15) che, iterata, dimostra la proposizione.
O

9.4.1 Un importante sottospazio invariante

Le Proposizioni 9.15 e 9.16 ci dicono che, qualitativamente, tanto pit f tende velo-
cemente a zero all’infinito, tanto piu la sua trasformata di Fourier ¢ differenziabile
e viceversa. Questo ci consente di riconoscere un importante sottospazio di L;(R)
che & invariante sotto 'azione della trasformata di Fourier. Si tratta dello spazio di
Schwartz, introdotto nella sezione 3.6.4.

9.17 Proposizione. Lo spazio S(R) ¢é invariante sotto l'azione della trasformata di
Fourier F, vale a dire se f € S(R) allora F[f] € S(R).

Dimostrazione. Ricordiamo che, per definizione, f € S(R) se f € C*(R) e, per ogni

coppia di interi non negativi j e k, si ha

(9.21) 11155 = lla? D* fll = sup |/ D" f ()] < o0
xE

Per la Proposizione 3.50, questa condizione ¢ equivalente a richiedere che per ogni
k € N e per ogni a > 0 si ha

Ca7k

(9.22) |D*f(x)| < At a2

Ve eR.

Supponiamo dunque che f € S(R) e siano j,k € N. Devo far vedere che la (9.21) &
soddisfatta. Usando la (9.22) con a = j + 2 ottengo

P 27| G2k Cjtak
Jle D pwlar < [ TG < [ D o

Dunque 2/ D*f € L;(R) per ogni 7,k € N. Dalla regola di Leibniz della Proposizione
1.12 si ottiene

Di(a"f) = i (j@ ) D™ (z*) DI f

m=0

quindi D’(z*f) é una combinazione lineare di funzioni del tipo z"D*f. Visto che
queste ultime appartengono a L;(R), otteniamo

PDFf e Li(R) e DI(z*f) e Li(R) Vj,k € N.

Questo, unitamente al fatto che f & infinitamente derivabile, ci permette di usare le
Proposizioni 9.15 e 9.16 ottenendo

(A (D" f)(A)

(@) (=)  Fla™ F1()
= (=" (@AY Fl" FIN) = (=) FID? (" /)] (V).
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La Proposizione 9.14 ci dice che la funzione F[D7 (x* f)] appartiene a Co(R), quindi é
limitata. Possiamo dunque concludere che

11l = sup [N (D* (V)] = sup | F[D? (z* )|(A)] < o0
AER A€ER
Siccome j e k sono arbitrari, possiamo affermare che f € S(R). O

9.4.2 Problemi

Le Proposizioni 9.15 e 9.16 forniscono altre 2 regole di calcolo della trasformata di
Fourier che possono essere scritte come:

F(D*F)(N) = N* F(f)

F@k () = iF (D).
Nella notazione del “metodo grafico” della sezione 9.3.2 queste regole verranno indicate,
per k = 1, rispettivamente come

F

[f = ] f'(z) — A)
].'

iNf(
[f—==zf]  zf@ = iDf(N).
9.18 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di
f(z) = pe~T +5iT

Soluzione. Partendo da una coppia nota f, f ed usando le regole di calcolo delle
trasformate di Fourier, ottengo

7:1:2

F 2
e Ly Jme s/
F
LAY

[f — zf] re iD [\/56752/4} _ 7% go—s/4

|

[f N esz'xf] xe—ac2+5iﬂc _ Z\g%(s o 5) e—(s—5)2/4.

9.19 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di f, riconducendosi, se possibile,
a casi noti

$2

f($)=m~

Soluzione. Partendo da una coppia nota f, f ed usando le regole di calcolo delle
trasformate di Fourier, ottengo

1

1522 Ly ne M

x

e — 24 ﬁ Fo T2l T a2

[f = 1] _ufﬁ - @6_‘/\“2

-2 (1;‘”;2)2 2 - Lip(fmA )
T Do -5

Nell’ultimo passaggio ho usato I'identita: Asgn(A) = |A|.
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9.20 Problema. Sia F l'operatore lineare che opera la trasformata di Fourier
FOO = [ fa)e s
R

Considerando F come un operatore dallo spazio (L1 (R), || - [|1) nello spazio (Co(R), || -
|l), dimostrare che || F|| = 1.

Soluzione. Se f € L1(R) si ha

IF (N S/le(x)e’““”Idw:/le(x)\dx:||f||1.

Questa disuguaglianza ¢ valida per ogni valore di A reale, quindi abbiamo ||F(f)|ec <
[I£1l1, il che implica
[FII<1.

Per dimostrare che vale l'uguaglianza si scelga una funzione h € L;(R) che sia non
negativa e che abbia un massimo in z = 0, ad esempio h(z) = (1 + 22)~!. Allora

W) = sup FBN) = 1FOO)] =| [ he)de] = [ @)l da =l 0

9.21 Problema. Calcolare la trasformata di Fourier di

f(x)::M a>0.

Soluzione. Pongo
g(z) == eIl h(z) := e~ sin(az).
Allora, poiché g(A\) = 2/(1 + A?), si ha

A —a)—dr+a) = = | —— !

. 1
N =3 il —aZ+1 (A+aZ+1

D’altra parte h(xz) = zf(x), quindi

Ottengo dunque

. 1 1
DFy) = At+a2+1 (A—aZ+1’

e, integrando, ottengo
f(\) = arctan(\ + a) — arctan(\ — a) + ¢ ceR.

So che la trasformata di Fourier di una funzione f € L;(R) tende a zero all’infinito.
Questo mi permette di determinare la costante di integrazione come ¢ = 0, quindi

f(A) = arctan(A + a) — arctan(A — a) .
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9.22 Problema. Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Cosa si puo
affermare, nei casi seguenti, sul grado di derivabilita di f senza doverla calcolare?

sinx 1

(a) f(x)= 2Te Vel (0) f(z)= Tr a2 (©) flx) = 1+ |2®

Soluzione.
(a) Poiché 2™ f € L1(R) per ogni n € N, f ¢ infinitamente differenziabile.

(b) In questo caso f € L1(R) ma zf ¢ L;(R), quindi non possiamo affermare nulla

sulla derivabilita di f.

(¢) Si vede che le funzioni f e zf appartengono a Li(R) ma z2f ¢ L;(R), quindi f ¢
di classe C.

9.23 Problema. Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Senza dover calco-
lare f, & possibile affermare che f ¢ di classe CP e che limy_,oo A2f(A) =0, in cui p e
q valgono ...

sin?(x) se x € [0,27]

(a) f(z)= (0) f(fv)={

0 altrimenti

Soluzione.

(a) Poiché 2¥f € Ly, per k=0,1,2,3,4 f € C*.

Poiché f € C® e f*) € L, per tuttii k interi non negativi si ha che lim_, oo /\kf()\) =0
per ogni k € N; vale a dire f va a zero all’infinito pit velocemente di qualsiasi potenza.

(b) La funzione f & continua a supporto compatto, quindi z*f € Ly per ogni k € N.
Di conseguenza f € C*°.

Voglio trovare il massimo valore di p tale che f € CP~! con f(?) continua a tratti. Gli
unici punti in cui f o le sue derivate possono essere discontinue sono i due punti di
“raccordo”, z = 0 e x = 27. Poiché f & simmetrica rispetto al punto x = 7 ¢é sufficiente
limitarsi a studiare la continuita delle derivate di f in z = 0. Sia h(z) := sin?(z).
Allora

B (x) sin(zx) cos(x) = sin(2x)

=2
' (z) = 2 cos(2x)

Per cui otteniamo:

lirglﬁ flz)=0 lir(r)lJr f(z) =sin?(0) =0
lir(rjli f(x)=0 lir(r)l+ f(x) =sin(0) =0
h%l, f(x)=0 lirgJr " (x) =2cos(0) = 2.

Quindi la funzione f é di classe C! con f” continua a tratti. Di conseguenza f tende
a zero quando \ — oo pitl velocemente di 1/\2.
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9.24 Problema. Sia f la trasformata di Fourier della funzione f. Senza dover calco-
lare f, & possibile affermare che f ¢ di classe CP e che limy_,0o A9f(A) =0, in cuip e
q valgono ...

f(z) =z e lol con n intero non negativo.
Soluzione. Poiché z* f € L1(R) per ogni intero positivo k, fe C*(R).
Il valore di ¢ é determinato dalla condizione

I f, f",...,f(qfl) continue

f @ continua a tratti.
L’unico punto possibile di discontinuita per le derivate di f & 'origine. Si ha per z > 0
f(x) = fr(x) =a"e™®,

quindi usando la regola di Leibniz,

B)=y () Lﬂ(x”>z>k-f<e—x>::jfj<—4>k-j(?) Di(ar)e

i=o M j=0 J
Poiché
) nl sej=mn
D7 (2™ =
[ ( )]z:() {0 sej#n
ottengo

k 0 sek<n
i)(o):{ kYl — (— k

Il caso z < 0 in cui

si tratta in modo analogo al precedente. Si ottiene

fﬁk)(O): {0 ) se k<n

m Sean.

Possiamo cosi concludere che il pin piccolo valore di k tale che f_(f)(O) + f&k) (0) ¢
k=n+4+1. Quindi ¢ =n+ 1.

9.25 Problema. (Il principio di indeterminazione di Heisenberg). Si consideri lo
spazio delle funzioni di Schwartz S(R;C) con il prodotto scalare canonico (f,g) :=

Jg f(x) g(x) dz. Sia ¢ € S(R;C) di norma unitaria

WW=AWWFM=L

e sia p(N) := F(¥)(A)/v2n. Anche ¢ ha norma unitaria (giusto?). Si assuma inoltre
che valgano le condizioni

2 _ 2 _
@ /Rxw(xn dz =0 /RM@(AM d\=0.
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(Data una 1) arbitraria di norma 1 & sempre possibile definire ¢ (z) = % (2 — b) in
modo tale che le condizioni ® siano verificare per ). Interpretando |4 (z)[? e [p(N)]?
come densita di probabilita, le @ affermano che le variabili e A hanno media nulla.
Per questo motivo, le rispettive varianze sono date da

=[PP = el od= [ Rl = Dl

Dimostrare che! vale il principio di indeterminazione: o, oy > 1 /2.

(Sugg: usando le proprieta della trasformata di Fourier, dimostrare che || Ap||? = ||’
Questo fatto, insieme alla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,? implica che o203 >
|(z1),9')|2. Per stimare quest’ultima quantitd usare infine il fatto che |z| > |Rez| =
|z +Z|/2).

1%

9.5 Formula di inversione e Teorema di Plancherel

Dimostriamo ora la formula (9.2) annunciata all’inizio del capitolo, che afferma che se
f ¢é la trasformata di Fourier di f

(9.23) FO) = F(f) (@) = / f(z)e P dr,

allora é possibile invertire la trasformazione e ritrovare f a partire da f tramite la
formula

(9.24) flx) = %/Rf(x) e dX

9.26 Definizione. Se f € L1(R) si definisce antitrasformata di Fourier di f e si indica
con F*f = f, la funzione

Fi)@) = fa) = 5= [ SN ar ser.

Si vede che l'antitrasformata di Fourier assomiglia molto alla trasformata di Fourier,
le uniche differenze sono il fattore 1/(27) e il segno dell’esponente nell’esponenziale.
Usando il cambio di variabile ©w = —\, posso scrivere

F0@ = 5 [ 10 e i = o [ jew e an= S F P,

per cui, ricordando anche il punto (1) della Proposizione 9.6, otteniamo lidentita
operatoriale

“ 1

=5 (PoF).

(9.25) F (FoP)=

1
27
Vogliamo ora dimostrare che 'antitrasformata di Fourier & proprio l'inverso della
trasformata di Fourier, cioé che F¢ = F~! o, in altre parole, che

FloF=FoF*=1I.

Lin un ipotetico universo nel quale i =1 ...
2non & un errore di battitura, gli Schwar(t)z sono 2, uno con la “t” e uno senza.
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Inizialmente ci restringiamo alla classe delle funzioni di Schwartz. Che una qualche
forma di restrizione sia necessaria ¢ chiaro per il motivo seguente. Se f € Li(R)
possiamo calcolarne la sua trasformata di Fourier f tramite la (9.23). Fin qui nessun
intralcio. Il problema nasce nel caso in cui la funzione f non appartenga ad Li(R).

Prendiamo, per dire,
1 selz| <1
xr) =
J(@) {O se |x| > 1.

La trasformata di Fourier f in questo caso &

foo =22,

che non ¢ una funzione in L;(R). Di conseguenza la formula di inversione (9.24), cosi
com’é scritta non puo essere valida semplicemente perché 'integrale non € ben definito.
Queste complicazioni non esistono nel caso in cui f sia una funzione di Schwartz, perché
in quel caso anche f é rapidamente decrescente e dunque gli integrali che appaiono
nelle formule (9.23) e (9.24) sono entrambi ben definiti.

Una volta stabilita la formula di inversione nel caso di f rapidamente decrescente,
spiegheremo come si puo estendere ad una classe pit ampia di funzioni.
9.27 Teorema. (1) Se f € S(R), allora

(9.26) FCFf=FF*f (Formula di inversione),

quindi F® rappresenta l’operatore inverso F 1 della trasformata di Fourier definita
su S(R). Le mappe F e F* sono trasformazioni biunivoche da S(R) a S(R).

(2) Sia (f,g) := [ f(x)g(x)dx il prodotto scalare canonico e sia || - |2 la norma
corrispondente. Allora, per ogni f,g € S(R), si ha

(9.27) 1F (2 = V2r || fll2 (Teorema di Plancherel)
(9.28) (F(f), F(g)) =2n(f.q)

Dimostrazione. Assumiamo inizialmente che f € CX®(R) e scegliamo a > 0 tale
che f(z) = 0 se |x| > a. Sia poi € € (0,1/a) e sviluppiamo f in serie di Fourier
nell’intervallo [—1/e,1/e].

f(ﬂl‘) — ch eikﬂ-sz

keZ
con

1/e

(9.29) crp = E/ fx) e *mer gy = g/ f(z) e e g =
R

2 )., fkme).

| ™

Possiamo quindi scrivere

f@) =23 flkme) eher.

keZ

Ponendo
)\ff) = kme,



9.5. FORMULA DI INVERSIONE E TEOREMA DI PLANCHEREL 281

abbiamo

1) = § 0L = LS o) (10 (0,

ke k:EZ

(9.30)
Zf s) i)\}(f)wAAgf)

T e

Poiché questa identita vale per ogni e < 1/a posso fare il limite per ¢ — 0F. Osservo

che la somma su k é una somma di Riemann fatta sulla partizione /\,(:) di modulo 7e.
Quindi, quando € — 0T, la somma tende all'integrale di Riemann

e—0t 27’1’

_ (5 i)\(s)z (e) _ 1 n AT
©031)  f(x)= lm ZfA Cean? = - [ Foeran,

che & proprio la (9.26).
Per dimostrare la (9.27) partiamo dall’'uguaglianza di Parseval. Usando la (9.29)
otteniamo

Jlr@Rde =23 P = £ 3 lakme) P = 3= S a)E A
kEZ kEZ kGZ

Facendo tendere nuovamente € a zero da destra si ha

2 _i 2
[ r@rae = 5= [1ayR i,

che & appunto la (9.27). La (9.28) segue dalla (9.27) e dall’identita di polarizzazione
4.10.

Estensione per continuita. Senza fornire una vera dimostrazione voglio dare un’idea
di come si puo estendere, senza troppo sforzo, la formula di inversione (9.26) a tutte
le funzioni rapidamente decrescenti, avendolo dimostrato per le funzioni C'°*° a sup-
porto compatto. Si tratta di un trucco molto utile che si usa spesso in matematica
chiamato estensione per continuita. Faccio un’analogia: siano p e ¢ due funzioni reali
e supponiamo di sapere che

(1) p e g sono entrambi continue

(2) p(z) = q(z) per ogni z razionale.

Allora segue immediatamente che le due funzioni coincidono su tutto ’asse reale.

Infatti se  non & razionale trovo una successione () di razionali che converge ad z
e, usando la continuita di p e g, ottengo

p(x) = ( hm xn) = hm p(xn) = hm q(zy) = q(lim z,) = q(z).

n—oo

In questo modo abbiamo esteso “per continuita” la formula
p(z) =q(z) VeeQ

a tutto lasse reale. B chiaro che al posto di Q pud esserci un qualsiasi sottoinsieme
denso di R.

Torniamo ora al teorema di inversione. Abbiamo fin qui dimostrato che
FCF()=FF«(f)=f=1(f) VfeCIR).

Per poter estendere questa identita a tutto lo spazio S(R) quello che bisogna fare ¢
introdurre una metrica opportuna su S(R) e fare vedere che, rispetto a questa metrica,
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(a) gli operatori F e F? sono continui (I’operatore identita ¢ sempre continuo)
(b) C>(R) ¢ denso in S(R),

e a questo punto si procede come nel caso delle due funzioni p e ¢q. La metrica che
serve é questo scopo é proprio quella introdotta nella sezione 3.10.4

oo

Ul —glsw
9.32 d(f,g) = - —
(9.32) (f,9) j;o 2k 1+ (| f = gl

Si dimostra infatti che F e F® sono continui rispetto a questa metrica e che C°(R) &
denso in (S(R), d), come gia affermato nel Teorema 3.98.

Una volta dimostrato che F o F* = F® o F = I, segue che F e F° sono entrambi
biunivoci. O

La formula di inversione é valida per una classe molto pitt ampia di funzioni rispetto
alle funzioni rapidamente decrescenti. Il teorema seguente fornisce un risultato simile
al Corollario 8.23 che riguarda la convergenza della serie di Fourier. Diamo, senza
dimostrazione, il seguente risultato.

9.28 Teorema. Sia f € L1(R) differenziabile a tratti e sia fi= F(f) la trasformata
di Fourier di f. Allora abbiamo

fl@) + flat

(9.33) 5 ) _ %/wa M\ VreR.

Di conseguenza, se f & continua in x, si ottiene
f@)= 5= [ F e ar
2 R '

Nel caso in cui f non appartenga ad L1(R) integrale fR va inteso come

K
(9.34) /R fN) e dr = lim [ B FN) e an.

K—+oo

9.29 Esempio. Per illustrare il contenuto del Teorema 9.28, sia f(x) = H(x)e *.
Nel Problema 9.9 abbiamo visto che f(A\) = 1/(1 4+ 4\). Proviamo ora a calcolare
Pantitrasformata di f. Poiché f ¢ L;(R) dobbiamo usare la (9.34), quindi

K gixz
(F )@ = 5 Jim [

= im - .
2T K—+4oo J_p 144\

Dobbiamo considerare 3 casi.

Caso (1): se x > 0, grazie al Lemma di Jordan possiamo chiudere il cammino di
integrazione nel semipiano superiore del piano complesso ed ottenere, col Teorema dei
residui,

(}—_lf)(x):%%ri Res(l6 . ,i) — e T

+ 12

Caso (2): se x < 0, posso chiudere il cammino di integrazione nel semipiano inferiore
del piano complesso. Siccome in questo semipiano non ci sono singolarita, 'integrale
é nullo.
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Caso (3): se x =0, si ha

FH0) = — 1 /K L o= L /Kl_i)\d)\

27TK—1>I-I+10<> _r 14X :2771(—13:00 k12

1 Ko B AP
= — lim ——d\+1 —d\
27 K—fo0 x 1+ 22 x 1+ N2
—_———
=0 perché dispari

! 1
=5 Kng(arctan(K) —arctan(—K)) = 5

Riassumendo: abbiamo ottenuto, in accordo con la (9.33),

(FloFf)(@) = {?(‘T) NN se £ 0

=(f(07)+ f(0))/2 sex=0.

9.30. Regola di calcolo. Dal Teorema 9.27 e dalla definizione (9.25) seguono le
identita operatoriali

1 1 _ 1
(9.35) Fl=g-(FoP)=-(PoF)
(9.36) FoF=2rI,

che rappresenteremo graficamente nel modo seguente

[f — f] f(a) T 2mf(-N)
[f = f(-2)]  f-=) 5 2w f(N).

9.31 Problema. Sapendo che F[H(z)e *](A) = 1/(1+1i)). Calcolare la trasformata
di Fourier della funzione
1

(x+1)3°

Soluzione. Partendo dalla trasformata di Fourier che ci viene fornita nel testo del
problema, otteniamo

Hw)e™ = 1 +1i>\
[f = f] 1jim TN 2mH(—\)
[z = (—=)] - _1m N 2rH(\) e
e L —2mHW e
[f = f"] @ i 7 AN 2mAZH(N) e
[f = /2] ! AN iTAZH (\) e
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9.6 Convoluzione

La formula F(f")(A) = (i\) F(f) ci dice che loperazione di derivazione si riflette sulla
trasformata di Fourier come una semplice moltiplicazione per iA. In un qualche senso la
derivata ¢ un’operazione che risulta “pit semplice” se effettuata nello spazio di Fourier.

Voglio introdurre ora un’altra operazione che ha la stessa caratteristica, vale a dire
appare pit complicata nello “spazio x” e piu semplice nello “spazio \”.

9.32 Definizione. Date due funzioni f,g € Li(R) limitate, si definisce convoluzione
(o prodotto di convoluzione) fra f e g e si indica con il simbolo f g, la funzione

(9.37) (f*g)(z /f zeR.

9.33 Osservazione. Come al solito quando in una definizione appare un integrale
bisogna cautelarsi che l'integrale esista e sia finito. Nel caso della (9.37) non ci sono
problemi in quanto, sotto le ipotesi appena fatte per f e g, si ottiene

o — 1) dy] < [ 1569t -y

(9.38)
<1 flh / 9z — ) dy = | Fllu llgll -

9.34 Proposizione. Siano f,g € L1(R) limitate. Allora anche la convoluzione f x g
¢ un elemento di L1(R) ed é limitato. Inoltre

IS *gllw < 1f Nl llglly 1 *glle < [1fll gl -

Dimostrazione. La disuguaglianza (9.38) ci dice che, per ogni z € R, |(f * g)(z)] <
1w lgll1, per cui f g ¢ limitata e vale

1 *gllu < 1 fllullglly -

Inoltre, se a,b € R con a < b, scambiando I'ordine degli integrali e cambiando variabile

otteniamo
ws [ [ 15wt ia)

b
/al(f*g)(m)ldw=
:/R[/a 1f(y) g(z —y \dx dy_/\f /Ig:v— Idw]
= [l ] av< [ 1] i a

= /R [F@)lllglle dy = llgll [ £1]2 -

y) dy

Nella precedente disuguaglianza possiamo far tendere ¢ a —oco e b a +00. In questo
modo si ha

1 glle < £l llglly -
Quindi f * g € L1(R). O
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9.35 Proposizione. Il prodotto di convoluzione é commutativo e associativo, vale a
dire, se f,g,h sono 3 funzioni limitate di L1(R), si ha

frxg=gxf (fxg)xh=[fx(gxh).

Dimostrazione. Ponendo u = x —y nell’integrale che definisce la convoluzione si ottiene

(9% )(x) = / o(y) fla —y) dy = / o — u) f(u) du = (£ * g)(x).
Inoltre

(59 hlGa) = [ (F+ D)) he - dy—/(/f y—1) dt>h<x—y>dy

- [ (/Rg@—t)hw—y)dy) at
:/Rf(t) </Rg(u)h(x—t—u)dy) dt

:/Rf(t)(g*h)(:c—t)dt:[f*(g*h)}(w)- 0

Una caratteristica utile della convoluzione ¢ costituita dal fatto che affinché il prodotto
f = g sia “liscio” & sufliciente che sia liscia una sola delle due funzioni f e g. Piu
precisamente si ha:

9.36 Proposizione. Siano f,g € L1(R) limitate. Se g € C1(R) e se g’ ¢ limitata e
appartiene a L1(R), allora f * g e derivabile e si ha

(fxg) =fxg".

Dimostrazione. Sia

A(t,z) = f(t) g(z — 1)

(fxg)(x /Atx

Bisogna semplicemente far vedere che si pud portare la derivata sotto il segno dell’in-
tegrale che definisce la convoluzione, vale a dire che

0
Oz

per cui

Atx dt/@Atm)

Poiché ¢’ per ipotesi ¢ limitata, esiste M > 0 tale che |¢'(x)| < M, per ogni z € R,
quindi

0: At 2)| = [f(t) g (z — )] < M| f(1)]

e, dato che f € L1(R), si ha [, [f(t)]dt < co. Questa ¢ la condizione fondamentale che
appare come ipotesi (¢) nel Teorema 1.32 che ci permette appunto di derivare sotto il
segno di integrale. Si verifica facilmente che I'argomento usato nella dimostrazione di
quel teorema, si pud applicare, essenzialmente senza modifiche, al caso in esame. [

Veniamo ora al risultato pitt importante che riguarda il prodotto di convoluzione che
afferma che “nello spazio di Fourier” il prodotto di convoluzione diventa un prodotto
semplice.
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9.37 Proposizione. Siano f,g € L1(R) limitate. Allora

F(f*g)=F(f)F(g)-

Dimostrazione. Siano f e g due funzioni limitate nello spazio Li(R). Allora
Flfra) = [ (F)a)e ™ do

= [ rorate=pas] e i

Le ipotesi su f e g ci consentono di scambiare 'ordine di integrazione, dunque
(a0 = [ 1) [ [ ot - e o] dy
R R
= / fly)e ™ [/ g(x —y) e ANe=w) dx] dy
R R

= /Rf(y) e {/Rg(u) e i du] dy
- /Rf(y) e Flg) (N dy = F(HN) Fg)(V) . O

9.38 Esempio. Sia a > 0. Vogliamo calcolare T[_, q * T|_4 q). Osservo innanzitutto
che, dati 2 insiemi qualsiasi A e B si ha 14 Ig = T 44p. Inoltre

T a0 (—=2) = L[_q,q (x) Taa(z —u) = T gpuatu (@),
quindi
(L—a,q) * L g.a)) (@) = /R I a,0) () Tj—a,q (2 — y) dy
= [ W) B =)
= /RI[[fa,a] (V) M—ata,ata] () dy
= [ Bsartcarnasas) dy =|l=a.d] 0 [Fa+ oo+ 2]
dove, con |[c, d]| indichiamo la lunghezza del segmento [c, d]. Si verifica facilmente che

0 sex >2a0x<—2a
|[~a,a]N[-a+z,a+z]|=C2a—2z sewxe|0,2d
2a +x sex € [—2q,0].

Di conseguenza otteniamo
(9.39) (T—q,q) * Tj—q,q)(z) = max{2a — |z|,0} = 2a tri(z/2a).
Nel caso particolare in cui a = 1/2 la (9.39) diventa

(9.40) rect x rect = tri .
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Osserviamo che, applicando F ad entrambi i membri della (9.40) e ricordando la (9.8),
si trova

F(tri)(X\) = F(rect xrect)(\) = F(rect)?(\) = sinc? (21_) )

Abbiamo in questo modo ritrovato lo stesso risultato ottenuto nel Problema 9.8, senza
dover calcolare esplicitamente la trasformata di Fourier.

9.39 Problema. Verificare che, se a > 0, allora

3a? — 2? se |z| <a
]Iifa,a] () := (M_g,q) * Tj—gq) * Lj_g,0)) () = { (3a — |z))2/2  sea<|z| < 3a
0 se |z| > 3a.

9.40 Problema. Siano a e 8 due numeri reali positivi. Calcolare

—ar? _ Q3,2
e 4 o BT

Soluzione. Invece di calcolare direttamente la convoluzione, che comunque non sarebbe
difficile, usiamo il Teorema 9.37. Quindi

e’ 4 g=B’ — F1 {}' (efo‘””2 * e*ﬁﬁ)} =F! {]—_ (670@2) F (676I2):|

_r1 {\/?e—v/(m) \/?e—v/wa)}
a B

I A Xa+p

=7 a—ﬂ}' [exp (4 of ﬂ )

Poiché¢ F~le=/(a) — | /g /re=*"  otteniamo

—az? —,BIZ _ 1 CYB 2 065
T G mva e (aTs)
[ 5 aff
= m exp <_x a_i'_ﬁ) .

9.41 Problema. Dimostrare che, se P, T, e ®, sono gli operatori di parita, traslazione
e dilatazione introdotti nella sezione 9.2, si ha

P(f*g) = (Pf)*(Pg)
(Taf)*g:f*(Ta ):Ta(f*g)

(Buf) * (Do) = ﬁ (@af) * (Bag) 040

9.42 Problema. Dimostrare che, se a > 0, si ha

. 3 2
/ (bln(cm:)) dp = 3ra .
R x 4

(Sugg: usare il teorema di Plancherel).
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Soluzione. Sia f(z) = sin(az)/x. Allora
f(z) = asinc(ax/7),

A partire dalla trasformate di Fourier della funzione rettangolo, otteniamo

rect(z) Z, sinc(\/(27))
If = f] sine(z/(27)) 7, 27 rect(—\) = 27 rect()\)
[z — 2az] sinc(az /) Z, g rect(\/(2a))
[f — af] f(z) N mrect()\/(2a)) .

Analogamente

tri(z) Z, sinc2(\/(27))
If = f] sinc?(z/(2m)) Z, 2 tri(—A) = 2 tri(\)
[z — 2az] sinc?(az /) N gtri()\/@a))
[f = af] f2(x) N ar tri(\/(2a)) .

Quindi, usando il teorema di Plancherel, si ottiene

/R (Sirlgm))sdx =P ) = 5

_ 2i a® tri()/(2a)) rect(A/(2a)) dA
™ Jr

1/2
= a’n / tri(t) rect(t) dt = a’*m / tri(t) dt
R

—1/2
1/2
= 2a27r/ tri(t) dt .
0

L’ultimo integrale & uguale all’area sottesa dal grafico della funzione tri(-) fra i punti
0 e 1/2, vale a dire l’area di un trapezio di base maggiore 1, base minore 1/2 e altezza
1/2, quindi

/]R (W)gd:c 92 1 1/22) 12 3a:7r |

9.7 Equazione del calore su un intervallo infinito

Consideriamo nuovamente ’equazione del calore gid incontrata nella sezione 8.4, ma
’
questa volta su tutto ’asse reale.

(9.41) up(x,t) = K tgy(x,t) xeR, t>0
(9.42) u(z,0) = up(x) x eR.

Immaginiamo quindi una barra infinita fatta di un qualche materiale conduttore di
conducibilita termica K > 0, che inizialmente ha un profilo di temperatura dato dalla
funzione up(x) > 0. La soluzione u(x,t) di questa equazione fornisce la temperatura
della barra nel punto z ad un tempo qualsiasi ¢ > 0, successivo all’istante iniziale.
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Sia v(A,t) la trasformata di Fourier nella variabile  della funzione u(z,?)

(9.43) v(A 1) = Flu(z, t) = /Ru(a:,t) e N g

La Proposizione 9.15 ci dice che
(9.44) (IN 20\ t) = F(ugs(z,1)) .

D’altra parte, supponendo di poter scambiare la derivata rispetto a t con l'integrale
nella (9.43), possiamo scrivere

ve(\, 1) = / ug(z,t) e da
R
vale a dire
ve(\ 1) = Fug(z, b)) .

Applicando quindi 'operazione trasformata di Fourier alle uguaglianze (9.41), (9.42),
queste si diventano

v\ 1) = —K A2 o(\,t) AER, t>0
v(A,0) = F(up) AeR.

Si vedi quindi che, nello spazio di Fourier, I'equazione differenziale a derivate par-
ziali (9.41), (9.42) si & trasformata in una collezione infinita di equazioni differenziali
ordinarie, una per ogni, valore di A la cui soluzione & data da

(9.45) v(A 1) = v(X, 0) e FN = Flug)(A) e KN

A questo punto conviene scrivere il fattore esponenziale come la trasformata di Fourier
di qualcos’altro. Trattandosi di una gaussiana si ottiene, come é noto

KNt _ ]_—{ 1 e—mZ/(4Kt):| .

2vrTKt
La (9.45) diventa dunque

(9.46) v(\ 1) = F(ug)(\) }-[2\/7% 6,I2/(4Kt)} .

La Proposizione 9.37 ci dice che il prodotto delle trasformate di Fourier puo essere
scritto come la trasformata di Fourier della convoluzione, per cui otteniamo

Flu(z,t) = }'[uo * e_‘”Q/(‘th)} .

2V Kt

Applicando ad ambo i membri la trasformata di Fourier inversa® possiamo finalmente
scrivere la soluzione dell’equazione del calore esplicitamente in termini del dato iniziale
ug come

1
(9.47)  u(z,t) = uo(z) ¥ ——— %7/ (4Kt) _ —(z—y)?/(4K1) uo(y) dy .

1
= — e
2V Kt 2V Kt /R

3stiamo assumendo di poter usare il teorema di inversione
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9.43 Osservazione. (L’operatore di evoluzione temporale P;). Definiamo
e~ (z=1)?/(4K1)

Kt(x7y) = o0 /nK?t

La quantitd K; pud essere pensata come il nucleo integrale di un operatore P; che
agisce su un qualche spazio, ad esempio L;(R). La (9.47) puo essere riscritta come

u(et) = [ Kulwv) uo(w) dy.
R
0, equivalentemente, in forma simbolica
u(-,t) = Pyug .

L’operatore P; determina quindi I’evoluzione temporale del profilo di temperatura.

/Ru(x,t) dx

¢ costante nel tempo. Infatti si verifica immediatamente a partire dalla (9.47) che

9.44 Osservazione. La quantita

/Ru(ac,t)dxz/Ruo(x)dx V>0,

A quale velocita si propaga il calore?

Supponiamo di voler determinare a quale velocita si “propaga” il calore. Per farlo si pud
pensare di usare come condizione iniziale ug(z) una funzione che abbia un picco molto
stretto ad esempio nell’origine e calcolare quanto tempo bisogna aspettare affinché
Peffetto arrivi nel punto x. Poniamo ad esempio

1 selx|<e
uo(x):{ o] <

0 selz|>¢

in cui £ & un numero positivo “molto piccolo”* Con questa scelta, la soluzione data
dalla (9.47) si puo scrivere in modo approssimato come
e —z2/(4Kt)
1 e~ (o= / KD gy o, £©

u(r,t) = ———— -
() 2V Kt J_¢ TKt

Notiamo subito una cosa: al tempo iniziale la temperatura é diversa da zero soltanto
in un intervallo di larghezza 2¢ centrato sull’origine. Nonostante cid, comunque si
scelga un valore di t positivo piccolo a piacere e un valore di x grande a piacere, la
(9.48) ci dice® che comunque si ha u(z,t) > 0. Quindi 'effetto del picco nell’origine
viene percepito immediatamente (anche se in modo “fievolo” a causa del fattore gaus-
siano) a distanze arbitrariamente grandi, cosa che non avviene, ad esempio, nel caso
dell’equazione delle onde. In questo senso, quindi, il calore si propaga con welocita
infinita.

(9.48)

Qualcuno potrebbe obiettare che, si, va bene, ¢’¢ un effetto di propagazione a velocita

infinita, ma non é interessante, proprio perché quest’effetto ¢ molto piccolo a causa

4quanto piccolo lo dird pii in 1
5si pud usare l’espressione esatta se non ci si fida di quella approssimata
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del fattore e’w2, e allora perché dargli tutta questa importanza? L’importanza sta nel
comportamento qualitativo della soluzione dell’equazione del calore che per questa (e
mille altre) ragioni & radicalmente diverso dal comportamento qualitativo, per dire,
dell’equazione delle onde. Comunque, quasi a voler dar ragione (parzialmente) all’o-
biettore, considero un secondo problema, in un qualche senso complementare al primo,
sempre collegato alla velocita di propagazione del calore. Invece di accontentarmi di
vedere un effetto “fievolo”, mi chiedo: quando devo aspettare per vedere nel punto
z = L un innalzamento “consistente” della temperatura, dovuto alla propagazione del
calore che “origina nell’origine” (ehm...)? Innanzi tutto devo stabilire cosa & ragione-
vole definire “consistente”. Un modo per stabilirlo ¢ il seguente: fissiamo l'attenzione
sulla temperatura in z = L. Al tempo zero la temperatura ¢ nulla (supponendo L > ¢).
Poi, come abbiamo visto, diventa immediatamente positiva e ci si pud aspettare che
aumenti fino ad un certo valore massimo che si avra in corrispondenza di un certo
valore del tempo ¢t = 7(L). Dopodiché scendera di nuovo tendendo a zero quando
t — oo. Potremmo quindi (forse) definire velocita di propagazione del calore come il
rapporto L/7(L) (forse). Provo. Prendiamo la formula (9.48). Se assumo eL < 4Kt
la formula approssimata che appare nel membro a destra della (9.48) & una buona
approssimazione (giusto?), per cui si ha

e—L2/(4Kt)

TKt

w(L,t) ~ =

Per calcolare il massimo, come funzione del tempo, poniamo uguale a zero la derivata

€ 1 2 1 2 L2
(L) = —o | DK | D —L2/(4K)
0=l Vak | 262 ° Ve AKt? |’

da cui si ottiene
1 . L? ~0
2 4Kt
ovvero, il valore di t = 7(L) per il quale si ha un massimo della temperatura nel punto
L ¢é dato da
L2
L)y=—.
(L) =5

Conclusione: il tempo necessario per la per propagazione del calore fino al punto L
non & proporzionale ad L, ma ad L?! In questo senso possiamo dire che la velocita di
propagazione del calore non esiste. Un comportamento di questo tipo in cui il tempo
necessario a percorrere una certa distanza ¢ proporzionale al quadrato della distanza
é chiamato comportamento diffusivo e si verifica, ad esempio, nel moto browniano che
(non a caso) ¢ matematicamente intimamente legato all’equazione del calore. Osser-
viamo infine che il tempo 7(L) ¢ inversamente proporzionale alla conducibilita termica
K, come é giusto che sia.

9.8 Brevi considerazioni probabilistiche

9.8.1 La funzione di distribuzione cumulativa

Sia X una variabile casuale a valori reali e sia Fx : R — [0, 1] la funzione di distribu-
zione (cumulativa) associata ad X, definita come

Fx(z) = Prob{X < z}.
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Fx ¢ detta assolutamente continua (rispetto alla misura di Lebesgue sulla retta) se
esiste fx € L1(R) tale che

(949) Fx(m) = /_x fx(t) dt .

In questo caso fx ¢ chiamata la funzione densita di probabilita di X. Se, ad esempio,
Fx € C1(R), allora Fx ¢ assolutamente continua. Infatti, dal teorema fondamentale
del calcolo integrale, si ottiene

FX@:):/f Fie(t)d,

quindi la (9.49) ¢ soddisfatta scegliendo fx = F¥%.

In generale ci sono 2 tipi di ostacoli che possono impedire di scrivere la (9.49):

(1) la variabile X ha una componente discreta, vale a dire esistono uno o piu valori
a1, as,... tali che Prob{X = a;} = p; > 0. In questo caso Fx ¢ discontinua nei
punti a;, in quanto

F(a;) — 51_i>%1+ F(a; —¢) = El_i}rglJr (F(a;) — F(a; —¢))

= lim Prob{a; —e < X < a;} =Prob{X =qa;} =p; >0.
e—0t

Di conseguenza la (9.49) non pud essere valida, altrimenti avremmo

a;

lim (F(a;) — F(a; —¢)) = lim fx@)dt=0.

e—0+ e=0%t Jq,—¢

(2) la variabile X ha componente cosiddetta singolarmente continua (rispetto alla
misura di Lebesgue). Pud accadere che Fx sia continua ma

(9.50) Fx(z) # /_l Fi(t)dt.

Senza entrare nel dettaglio di questo fenomeno, ci limitiamo a citare ’esempio
della funzione di Cantor o scala di Cantor: si tratta di una funzione F' continua,
monotona non decrescente, derivabile quasi ovunque (vale a dire a meno di un
insieme di misura di Lebesgue nulla), tale che F'(t) = 0 per ogni ¢ in cui la
derivata esiste. Quindi I'integrale che appare al membro a destra della (9.50) ¢
nullo per la funzione di Cantor, ma il membro a sinistra é diverso da zero se x > 0.

9.8.2 Somma di variabili casuali indipendenti

Dato un insieme di variabili casuali (X1,...,X,,), possiamo associagli la funzione di
distribuzione congiunta definita come

(9.51) Fx,. .x,(x1,...,2,) =Prob{X; <a1,..., X, <x,}.
Queste variabili si dicono indipendenti se
(952) FXl,...,Xn(xla N 71'n) = FX1 (:L’l) cee Fxn(l'n) .

Nel caso in cui le X; sono assolutamente continue, possiamo derivare la relazione
precedente ottenendo

(9.53) XX, (@1, 2n) = fx, (21) - fx, (@n) .
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Siano ora X e Y due variabili casuali indipendenti assolutamente continue. Vogliamo
calcolare la funzione densita di X + Y. Partendo dalla funzione di distribuzione,
otteniamo

Fxyy(t) // Ix,y(z,y) dedy = // (y) dxdy

,y)iw+y<t} {(z.y)aty<t}
oo t—x
=1 (7xt) [ fy(y)dy)dm:/ (o) Byt =) de.

Derivando rispetto a t si ha
frov®) = [ fxla) flt = a)do = (fx = )10,

vale a dire la densita di probabilita della somma di die variabili indipendenti ¢ data
dalla convoluzione delle rispettive densita di probabilita. Generalizzando al caso di n
variabili indipendenti, possiamo scrivere

(9.54) xipoax, = fxox v fx,,

9.45 Problema. Siano X e Y due variabili cabuali gaussiane con valor medio rispetti-
vamente m,, m, e varianza rispettivamente 02,02, Calcolare la densita di probabilita
di X +Y.

y

Soluzione. Si ha

\/%% exp (_(JC;UW;OQ) fr(y) = \/%ay exp <_(x;:gy)2)

Quindi, utilizzando gli operatori di traslazione, posso scrivere

fx(x) =

1 T ot?/(20%)

1 2 2
P = T t?/(20%) £ = a
fX() € fY() \/ﬂ()’y y

V2ro,

Grazie al risultato del Problema 9.41, otteniamo

(Fx # F)l) = 5Ty, T, (/78 5 /0D

21 04 0y

A questo punto, usando T, T, = T,y e il calcolo fatto nel Problema 9.40, otteniamo

1 T T t?
amosoy "\ 1/(202) + 1/20,)7 T 0\ 2(02 1 02)

t—mg —my)?
2 2y &XP (_( mz 772%) ) :
2m(02 + ay) 2(02 4+ O'y)

(fx * fy)(t)

In conclusione, X +Y ¢ anch’essa una variabile gaussiana con valor medio my; +m, e
varianza o2 + 0.

9.46 Problema. Siano Xj,..., X, variabili casuali indipendenti ciascuna delle quali
ha una distribuzione esponenziale con parametro « (vale a dire valor medio 1/q).
Calcolare la funzione densita di probabilita di S, := X1 4+ -+ X,,.
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Soluzione. La densita di probabilita di una variabile casuale X esponenziale con valor
medio 1/« é data da

fx(x) = H(z) ce™ ",

in cui H é la funzione a gradino di Heaviside. Poiché le X; sono indipendenti e
identicamente distribuite, per la (9.54), si ha

fSn:le*"'*an:fX*"'*fX:(fX)*n~

Per calcolare questo prodotto di convoluzione passiamo nello spazio di Fourier e poi tor-
niamo indietro, usando la Proposizione 9.37. Quindi, sapendo che F(H (z)e~**)(s) =
(a +is)~1, si ottiene

fs, =F T F((fx)") =FHIF ()"

)]l

Osservo che

per cui

(9.56) g (<0‘iw>n> ) = (7(:(1):)! 7 (D"_lml S) (t)

Dalle (9.55), (9.56) ottengo

(9.57)

Fo (t) = % P [(—??:)"_11)(!2'04)}- (ial s) (t)} = W; PF (ial s) (t)

B (Oét)n_l 1 a _ antn—l ot
ECE <a+is> =Gy e

9.8.3 Funzione caratteristica

La funzione caratteristica® di una variabile casuale X é definita come
@X(t) —F (eitX) ,

in cui E(-) denota il valore atteso. Se X ¢ assolutamente continua e ammette dunque
una densita di probabilita fx, si ha

ex(t) :/]Reitm fx(x)de.

Vediamo dunque che la funzione caratteristica €, a meno di un segno, la trasformata
di Fourier della densita di probabilita

(958) Yx = PffX .

6Questa funzione caratteristica non ha nulla a che fare con la funzione caratteristica o funzione
indicatrice di un insieme, definita nella (3.91).
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Osservo che fx € L1(R), siccome fx € non negativa e fR fx(z)dz = 1. Quindi la sua
trasformata di Fourier é sempre ben definita. Grazie alla Proposizione 9.14 sappiamo
che px € Cy(R), di conseguenza, per la Proposizione 3.40, é uniformemente continua
su R.

9.47 Esempio. Voglio calcolare la funzione caratteristica di una variabile gaussiana
X di media m e varianza o2. La funzione densita di probabilita di X &, per definizione,

Fle) =~ exp (—(;(j")> |

Calcolo la sua trasformata di Fourier, a partire da un caso noto:

e L Vre P/
{x — \/g%] e~/ (20%) 7 V2roe o’ /2
o
[x =z —m] e~ (@=m)*/(20%) Z, V2o e t7o" [2—imi
1 232 2 F 262 /9_imt
{f—>f/(\/27m)] —— ¢~ (@mm)7/(2%) - e"tor/2mim
V2o
Grazie alla (9.58), ottengo
SOX(t) — eimt—t202/2 )
9.48 Definizione. Sia X, X5, ... una successione di variabili casuali. Si dice che la

o0

successione (X,,)5° ; converge in distribuzione oppure converge debolmente e si scrive

X, 4 x oppure X,, - X, se, per ogni f € Cy(R), si ha
E(f(Xn)) = E(f(X)).

Il motivo del nome convergenza in distribuzione deriva dal fatto essa € equivalente a
richiedere che

lim Fyx, (z) = Fx(x)

n—oo
per ogni « € R in cui Fx & continua. Un modo per dimostrare che una successione di

variabili casuali converge in distribuzione é proprio attraverso la funzione caratteristica.
Infatti si dimostra il seguente

9.49 Teorema. Sia (X,,)22, una successione di variabili casuali con rispettive fun-

zioni caratteristiche px, . Sia X una variabile casuale con funzione caratteristica @x .
Allora X,, 4 X se e solo se
lim px, (t) = px(t) vt eR.

n—oo

Nella prossima sezione vedremo come questo risultato conduce ad una semplice dimo-
strazione di un risultato fondamentale in teoria della probabilita.
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9.8.4 1l teorema del limite centrale “classico”

9.50 Teorema. Siano Xq,...,X,, sono variabili casuali indipendenti e identicamente
distribuite con valor medio j e varianza 0. Sia S, = X1 + -+ X,,, e sia Z una
variabile gaussiana con media nulla e varianza 1. Allora

Sp—np d
9.59 Ly o= ————— Z .
(9:59) ovn -

Quasi-dimostrazione. Sia Yy = Xy — u, per cui

1 n
Zpy=—= Y Y.
U\/ﬁ Z k
k=1
Si ha
(9.60) EY; =E(Xy —p) =0 EY; =E [(Xi — p)?] = Var X, = 0°.

Poiché le Y}, sono identicamente distribuite, esse hanno tutte la stessa funzione carat-
teristica che chiamiamo

oy (t) = E ()

Dalla formula di Taylor col resto di Lagrange sappiamo che esiste d(x) € (0,1) tale
che
N2 2
¢ :1+m+%em =1z — o [1+ (" = 1)]

per cui, ricordando la (9.60),

12y ;
ey (t) =E (1 +itVy — — 5 [1+ (e — 1)])

t2 t? .
(9.61) =E(1) +iE(Y;) — 5B - SE [V (7% —1)]
t?0? 2
=1— - — —¢(t
5~ 5,

in cui abbiamo posto
(9.62) e(t) =E Y2 (e —1)] .

Veniamo ora al punto per cui questa & una quasi-dimostrazione. La quantita all’interno
del valore aspettato nella (9.62) tende puntualmente a zero per ¢ — 0, in quanto
Pesponenziale tende a 1. Ma questa convergenza in generale non ¢ uniforme (lo ¢ se,
ad esempio, le variabili Y, sono limitate). Tuttavia, grazie ad un teorema chiamato
“della convergenza dominata”’, &€ comunque possibile scambiare il limite ¢ — 0 col valore
atteso E(+) e si ottiene

9.63 lim e(t) = E |lim ¥2 (¢ — 1) = 0.

(9.63) lim &(t) lim Y7 (e )

A questo punto ci ricordiamo che le variabili X}, e di conseguenza anche le Y, sono
indipendenti, per cui

e (o (575)) = 1o (5i7) = [ (Ga)]
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Dalla (9.61) segue

(9.64) o (1) = (1 - % - %5 ((j\%))n - (1 - ’W)n ,

in cui abbiamo posto

Grazie alla (9.63) abbiamo

lim 0,(t) =0.

n— oo

Finalmente possiamo fare il lim,,_,, nella (9.64). Poiché¢ log(1 + x) = = + O(x2?), si
ottiene

t2 +§n(t))]

lim @z (t) = li_>m exp [n log (1 -

n—oo 2n
2
= lim exp [n (—t—i_én(t) + O(n_2)>]
n—o0 2n
In (1)

n—oo 2 2

2
= lim exp (—t + + (’)(n_l)) = /2,

. . 279 » . . .. . -
Ma come abbiamo visto e~* /2 ¢ proprio la funzione caratteristica di una variabile

gaussiana con media 0 e varianza 1. Possiamo dunque concludere che

lim @z, (t) = pz(t) vVt e R,
n—oo
che, grazie al Teorema 9.49, implica la (9.59). O

9.9 Problemi

9.51 Problema. Sia f € L;(R). Dimostrare (se vero) o fornire un controesempio (se
falso):

(a) se f @ reale, allora f ¢ reale;
(b) se f & pari, allora f & pari;
(¢c) se f ¢ a supporto compatto, allora f ¢ a supporto compatto.

9.52 Problema. Sia (f,)>2; una successione di funzioni nello spazio L;(R;C) che
converge ad f € Li(R;C) rispetto alla norma || - ||;. Sia f, = F[fn] e f = F[f].
Dimostrare che f,, converge uniformemente a f.

9.53 Problema. Sapendo che

F [xe_(wz_w)} (t) = g e (i) /4 (1—it)

calcolare

F {\f e (1 iz | (1)
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9.54 Problema. Calcolare

/R (Sin(xax)>4da:. Va € R

(Sugg: utilizzare opportunamente la trasformata di Fourier).
Risp: 2|al>w/3.

9.55 Problema. Trovare una funzione f € L;(R) la cui trasformata di Fourier f
tende a zero all'infinito pit lentamente di (logx)~2. Pitt precisamente bisogna far

vedere che esiste una successione (\g) di numeri reali tale che A\, — 400 e tale che

® log(Me)]? f(Ax) = +o0.

lim
k— o0
(Sugg: cercare f della forma f = Y 7 ¢, I_q,.4,), incuia, - 0ec, = 00, e
aggiustare i coefficienti a,, € ¢, in modo tale che: (1) f € Li(R) e (2) valga la ® per
un’opportuna successione ).



