
Capitolo 12

Fit

La primapartedi questocapitoloconsistein esempidi applicazionedellefor-
mule ottenutecon il metododei minimi quadrati. Percomodit̀a le formule
necessarievengonoriportatequi, ancheseper i dettaglidelle derivazioni si
rimandaaltrove (ad esempiola VI partedelle dispensedi probabilit̀a). Co-
munque,al fine di nonfar risultarel’argomentoscollatodalla trattazionepre-
cedente,nel primo paragrafoviene introdotto il problemadal puntodi vista
generale.

Successivamenteviene propostoun metodografico che permettedi ot-
teneregli stessirisultati dei fit fatti “automaticamente”mediantele formule
di cui sopra. Questometodovieneillustrato medianteun esempionumerico
dettagliato.

Un argomentoimportantèequellodi comevalutarele incertezzedovutead
errori sistematicichepossonoaver inficiato i dati sui quali sonostati fatti i fit.
Il problemapuò esseretrattatoin modoformalee “automatico”introducendo
la matricedi covarianzadeipuntiosservati (unaespressioneimpropriaperdire
che“la verosimiglianzadei dati osservati è datadaunadistribuzionenormale
multivariata”). Si è preferito inveceanalizzarealcuni dei errori tipici chesi
possonopresentarenellemisureemostrarecomesiapossibilevalutarel’incer-
tezzaassociataadessiin unmodosempliceesicuramentemoltopiù chiaroed
istruttivo dellascatolaneradelle formule dei minimi quadraticon matricedi
covarianza.

12.1 Infer enzasui parametri di una legge

Supponiamodi aver misuratodellecoppiedi grandezzefisiche,di averneos-
servato l’andamentosuun grafico,di avereipotizzatoil tipo di funzionema-
tematicache lega ascissee ordinatee di voler determinarei parametridella
funzione.Consideriamoil semplicecasodi unandamentolineare:��� � �������
	��� (12.1)

ove con ��� e ��� sonoi valori veri dellegrandezze.� e � sonoparametridi
valore ignoto, ovvero numerialeatorireali (avremmodovuto usarele lettere
maiuscole,ma,comegià fatto precedentementein altri casipreferiamousare
lo stessosimbolocon il qualetali grandezzevengonousualmenteindicate).
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Indichiamocon ��� e ��� la coppiadi valori osservabili, dati i parametri� , � e
il valorevero ����� (il valorevero ����� èunivocamentedeterminatodalla(12.1)),
la cui verosimiglianzacorrispondentèe data,assumendoun modellonormale
pergli errori,da����� � �� ��� � ��� ������ !� ���"� ��� � ��� ������ #� ��� � �$� � ��� ������ � %& ')(+* ����,�-�. /10 �"� � 0 �2���3 54')* 4��� 67 %& ')(�* �8� ,�-�. /90 � � � 0 �:����� 0 �� 94';* 4�8� 6=<(12.2)

La verosimiglianzaacquistaunaformapiù semplicequando
* ����>@? . Infatti

ciò significache � ��� è, dal puntodi vista pratico,univocamentedeterminata
dal valoreosservato: �����#� � � . La verosimiglianzasi riduce1 a����� � �� � � ����� !� %& ')(�* �8��,�-$. /90 � � � 0 � � � 0 �� 4')* 4�8� 6�< (12.3)

Seabbiamotantecoppiedi valori misuratie le condizionisperimentalisono
tali chele possibili fluttuazionidelleordinateintornoai loro valori veri sono
indipendenti,abbiamo����� �� � ����� !� A � ���"� � �� � � ����� # (12.4)

ove con
�

e � sonostati indicati i vettori (n-tuple)contenentii puntiosservati.
Applicandoil teoremadi Bayesotteniamofinalmente��� ���� � � ��  CB A � ���"� � �� � � ����� #� �EDF� ����� < (12.5)

Assumendounadistribuzioneiniziale
�EDF� ����� uniformee unadistribuzione

finale circa normale(bivariata),il problemasi riconducea calcolareil mas-
simo della distribuzionefinale, checoincidecon il massimodella verosimi-
glianza.Talepuntodi massimofornisceE

� �G edE
� �� . In praticasi preferisce

massimizzareil logaritmodellaverosimiglianzaequivalentea minimizzare la
quantit̀a H � � � � 0 � � � 0 �� 94* 4�8� 
comesi può verificarefacilmente.Il restosi riduceadun eserciziodi analisi.

AvendoottenutoE
� �G I�J� ��� ��  e E

� �� I�K� ��� ��  , ove � �  e � �  sono
le funzioni cheleganole migliori stimedei parametriai dati sperimentali,si
trattadi valutare

* � �G , * � �� e L � ����� . Essipossonoesserecalcolatidallaloro
definizioneapplicataad

��� ����� ottenutadalla(12.5)dopoopportunanorma-
lizzazione. L’assunzionedi approssimazionea normalebivariatadi

��� ����� 
1Se si prova a fare i conti con le regole delle matematicaelementaresi trovano risultati

divergenti. In realt̀a il limite va fatto integrandola funzioneper tutti i valori di MON+P e quindi
fare il limite per Q N+PSRUT . Chi è familiareconelementidi matematicaavanzatariconoscein
taleoperazionel’uso della V di Dirac (vedi ancheprossimoparagrafo).

c
W

G. D’Agostini 2000



12.2❄ Cometenercontoanchedi possibili incertezzesulle � 239

semplificai calcoli, in quantoi parametripossonoesserericavati direttamente
dalla forma della distribuzionesenzaeseguire gli integrali necessariper va-
lutare

* � �G * � �� e L � ����� (vedi, ad esempio,propriet̀a della distribuzione
normalemultivariatanellaparteIII delledispensedi probabilit̀a).

Il modopiù semplicepercalcolarequesticonti è quellodi usareun ragio-
namentodi inversionedi probabilit̀a del tipo “cane-cacciatore”,chefunziona
nei limiti cheabbiamopiù volte indicato(vedi paragrafo9.6):X i possibilivalori osservati di �+� possonoverificarsiintornoai valori veri���8� secondogaussiane: ���#Y[Z � ���8�9 * �8�� ]\X i possibilivalori di ��� saranno,perle ipotesifattesull’assenzadi errore

sudi essi,in corrispondenzadei loro valori veri:�^� �:�����$\X indichiamocon _� e _ � i possibili valori chesi possonoottenere,quando
sonocalcolatisulle possibili osservazioniutilizzandole funzioni _�`�_� � �  �  e _�J� _ � � �  �  ottenuteconil metododescrittosopra;X _� e _ � sonovariabili casualidipendentidallevariabili casuali� (più le
costanti� ) e quindi è possibilecalcolarne,mediantele usuali formule
di propagazione,varianzeecoefficientedi correlazione,cheindichiamo
con

* � _�a , * � _ �� e L � _�b _ �� ;X passandoda c�_�b _ �ed a c ����fd medianteil solitoragionamentocane-cacciatore,
abbiamo,finalmente(sempreassumendoche l’ipotesi di normalit̀a sia
soddisfatta): � Y Z � _�� * � _�� 9 � Y Z � _ �8 * � _ �� 9 L � ����� !g L � _�h _ �� <

12.2 ❄ Come tener conto anchedi possibili incertezze
sulle i

Peraffrontareil problemadal puntodi vista piu’ generalepossibile,si noti
comela (12.2)permettedi fareunainferenzasututte le grandezzeincerte(in
numerodi j 	 ' , con j pari al numerodi punti sperimentali),ovvero:��� ��� ����� � � ��  CB A � ����� � �� � � �����k������ ]� �EDF� ��� ������ <��� ���� � � ��  CB l ��� � � ����� � � ��  �mn� �
Assumendounadistribuzioneuniforme

�EDF� ��� ������ , abbiamoche
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1. se
* ���h> ? allora le gaussianeche descrivono la probabilit̀a di �^�

intornoa ����� diventanodelle o ��� � 0 �����p equindi��� ���� � � ��  CB A � %& ';(q* �8�#,�-$. / 0 � � � 0 � � � 0 �� 4')* 4�8� 6 <
2. Il casogeneraledi

* ���sr�t? può esseretrattatoesattamentenello stesso
modo,con la complicazionechel’integraleè un po’ più complicato.Il
risultatoè��� ���� � � ��  uB A � %& ';(�v * 4�8� 	�� 4 * 4��� ,�-�. /k0 � � � 0 � � � 0 �� 94' � * 4�8� 	[� 4 * 4���  6 
chesi riconduceal casoprecedentequando

* ���w> ? . Essenzialmente
essadicechesi sostituisconoalle

* �8� delle deviazioni standardeffetti-
ve ottentuesommandoin quadraturaquelle delle � e quelledelle � ,
opportunamentepropagatemediantela derivata x+�zyFx+� , chenel caso
lineareèesattamente� . Ovviamente,in questocasola soluzionediven-
ta più complicata,ma il problemapuò essereaffrontatoper iterazione,
calcolando� e � senzatenercontodelle

* ��� e poi inserendonelle for-
mule le deviazioni standardeffettive calcolatecon questovaloredi � .
La convergenzaè, in generetalmenterapida,che,se i punti sonogià
statigraficati,nemmenovalela penadi faretroppi conti: bastavalutare
aocchio � dalgraficoeusarequestovalorenelcalcolodelledeviazioni
standardeffettive.

12.3 Formule dei minimi quadrati

Riportiamodirettamentei risultati chesi ottengonoapplicandoi ragionamenti
descrittinel paragrafoprecedente.

12.3.1 { � nota ecostante

Indichiamocon j | numerodi punti sperimentali\* | deviazionestandarddelle � \� | mediaaritmeticadei valori delleascisse\� | idem pervalori delleordinate\� 4 | idem peri quadrati\� � | idem peri prodotti\
Var
�"�  C� � 4 0 � 4 \

Cov
��� ��O `� � � 0 � � <

Si noti comela Var
���  nonsialegataagli errori delle � (nulli), maalladistri-

buzionedei punti sperimentaliproiettatasull’assedelle ascisse.Con questo
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formalismoabbiamoquindi:

_��} E
� �G @� Cov

��� ��~ 
Var
���  (12.6)* � �G �� %� ���~� � �  � *& j (12.7)_ ��} E

� �� @� � 0 _��� � (12.8)* � �� �� � � 4 � * � �G ���� �
Var
���  2	 � 4�

Var
���  *& j;� (12.9)

L � ����� �� 0 �� � 4��� � segno
� �  v % 	 Var���8�� �� < (12.10)

Si noti la dipendenzadelle incertezzedalladeviazionestandardchedescrive
la distribuzionedegli errori sulle �+� , dal numerodi puntisperimentali(il solito% y & j ), dalbraccio di leva deipuntisperimentali(quantificatoda

�
Var
�"�  ) e,

perquantoriguardal’intercetta,dalladistanzadelbaricentrodeipuntidall’asse� . Il coefficiente di correlazioneè pari a zero quandola coordinata
�

del
baricentrodeipuntisperimentalìeparia0,mentreaumentain moduloquando
i punti sonomolto distanti. Il suosegnoè ugualea quellodellacoordinata�
del baricentro.Si facciainoltre a nonconfonderequestoil correlazionefra �
e � conquellofra

�
e � , ovvero L ��� ��O .

Si noti, inoltre, comel’equazione12.8 indica che il baricentrodei pun-
ti debbaappartenerealla rettaottenutadal fit. Questorappresentaun modo
rapidoperverificarechenonci sianoerrori di calcolo.

12.3.2 { �8� ignote e suppostecostanti

Tutte le formule precedentivalgonoancora. La soladifferenzaconsistenel
fattoche

*
vavalutatodagli scartifra le ascissedeipunti sperimentaliequelle

della rettachemeglio approssimai punti, ovveroquellain corrispondenzadi
E
� �G e E

� �� . Si è già fatto cennoa questometodonel paragrafo10.5.2. In
analogiacon la deviazionestandard,si calcolala radicequadratadellamedia
dei quadratidegli scartifra � � e le funzioni calcolatein

� � . Inoltre,comespie-
gatonel paragrafo10.5.1,il problemadiventacomplicatoquandoil numero
di punti sperimentalìe piccolo. Coni dovuti caveatespressiin taleparagrafo,
il modousualee che “va nella direzionegiusta” di trattareil problemaè di
dividereper j 0 ' , anzich́eper j , la sommadeiquadratidei residui.Quindi la
formulapraticaè * � � � � � � 0 _� � � 0 _ �� 4j 0 ' < (12.11)
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12.3.3 { �8� diversee notea priori

Quandole deviazioni standardchedescrivonoi possibili errori sulle ordinate
sononote,ma diversefra loro valgonoancorale formule (12.6)-(12.10),con
le seguentivariazioni:X tuttele medie(

�
,
� 4 , � e

� � ) sonocalcolatecomemediepesateconpesi� � pari gli inversidellevarianzedelle � � :� � � %* 4�8�� � � � � � � �� � � �� 4 � � � � � � 4�� � � �� � � � � � � �� � � �� � � � � � � � � � �� � � � \X la combinazione
* 4 yFj checomparenelcalcolodelledeviazionistandard

dei parametrìe sostituitadall’inversodellasommadei pesi:* 4j 0 > %� � ��� <
12.4 Esempidi applicazionedelle formule dei fit

12.4.1 Incertezzeignote e presupposteuguali

Questòesicuramenteil casopiù interessanteperle applicazionidi laboratorio.
Infatti nonsemprèepossibilevalutarele deviazionistandardassociateagli er-
rori casualiripetendomoltevoltele misureaparitàdi condizioni.Inoltreanche
ripetendole misuresi potrebbenon tenerecontodi possibili fluttuazioniche
dipendonodal valoredel misurando(vedi discussionesugli errori sistematici,
paragrafo12.7,primo punto). Comeesempionumerico,consideriamoi dati
dell’allungamentodellamolla in funzionedellamassaapplicata(vedi tabella
2.5). Si noti l’assenza,a questolivello, di incertezzeassociatealle misure.
Infatti ogni stima sarebbearbitraria,comediscussolungamentenei capitoli
precedenti.I valori sonostatiriportati contuttele cifre chesi riuscivanoadap-
prezzaresugli strumenti.Si noti comegli studentiabbianodeciso,nonostante
le raccomandazionicontrarie,che,datele condizionidi lavoro, fossedifficile
effettuarelettureal di sottodel millimetro. Vedremonel seguitose,conil sen-
no del poi, avrebberodovuto sforzarsiun po’ e quali sonole conseguenzesul
risultato.

Riportiamonella tabella % ' < % i dettaglidei calcoli. I simboli � � , � ��� ,�:� , � � � stannoper le sommatoriedi interesse.Si noti comeil numerodi
cifre della tabellanon è legatoalle regole sullecifre significative, secondole
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Serie1 Serie2 Serie3 Media� � (kg) 4.607 4.607 4.607 4.607� � � (kg4 ) 2.914 2.914 2.914 2.914� � (mm) 605 617 619 613.67� � � (kg �mm) 406.6 413.4 414.6 411.6�
(kg) 0.5758 0.5758 0.5758 0.5758� 4 (kg4 ) 0.3642 0.3642 0.3642 0.3642� (mm) 75.63 77.13 77.38 76.71� � (kg �mm) 50.83 51.68 51.82 51.44

Var
���  0.03262 0.03262 0.03262 .03262

Cov
��� �~ 7.276 7.266 7.2663 7.269� (mm/kg) 223.1 222.77 222.77 222.88� (mm) -52.84 -51.17 -50.91 -51.64*

(mm) 0.659 0.319 0.569 0.290* � �G (mm/kg) 1.291 0.624 1.11 0.567* � �� (mm) 0.779 0.377 0.672 0.342L � ����� -0.954 -0.954 -0.954 -0.954

Tabella 12.1: Dettaglidel fit deidatidell’allungamentodellamolla.

raccomandazionichedurantei conti è meglio portarsidietromoltecifre (vedi
adesempionotaal paragrafo5.14).I risultati finali si dannoinvecesecondole
regole. Ad esempio,perla 1.aserie:� � 'F'n� < %���% < � mm/kg (12.12)� � 0w� ' <�� � ? <�� mm (12.13)L � ����� �� 0 ? < � �E¡ < (12.14)

Si noti inoltre comeil coefficiente di correlazionenon sia un optional, ma
facciaparteintegrantedelrisultato(vedianche12.5ediscussionenelparagrafo
12.8,in particolarepunti 8 e10).

La quartacolonnadella tabella è ottenutautilizzando gli allungamenti
medi. Si noti comel’informazionesui parametrichesi ottienemediandole
tre seriedi misure è approssimativamenteuguale(sia comevalore che co-
me deviazionestandard)a quellacombinandodirettamentei tre risultati. Ad
esempiola mediadei tre valori di � è pari a

'F'F' <�� ' � ? < 'F¢ mm/kg,contro'F'F' < �F� � ? < ' � mm/kgottenutodagli allungamentimedi.
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Figura 12.1: Esempidi fit nelcasodi errorinormali,macondeviazionistandarddi-
versedapuntoapunto.I “dati sperimentali”sonosimulatilungounarettadi parametri£¥¤;¦[§w¨ e © ¤;¦ª¨�« .
12.4.2 Incertezzenote e diversefra loro

Facciamoancheunesempiodi unfit conincertezzesulleordinatenoteapriori
e diverseunadall’altra. Dati e risultati sonoriportati in tabella12.2.La figura
12.1mostrai punti della tabella12.2,conle rispettivebarredi incertezza,e la
rettaottenutadal fit (lineacontinua).

12.5 Rettedi calibrazioneed estrapolazione

Molto spesso,unavoltaeseguitounfit sudeipuntisperimentali,si è interessati
al valorevero di � checorrispondead un datovaloredi � . Chiaramentela
suamigliore stimaè datadallarettachederivadal fit, in quanto��� � �¬�2�[	[�

E
� ���) C� E

� �G $���	 E
� �� �� _���2�[	 _ � < (12.15)

L’incertezzasu ��� è ottenutadalla propagazionedelle incertezze,tendendo
conto(di fondamentaleimportanza!)del terminedi correlazione:* 4 � � �  u� ® x � �x ��¯ 4 * 4 � �G #	�® x � �x �°¯ 4 * 4 � �� 	 ' x ���x � x ���x � L � ����� * � �G * � �� � * 4j 	 � ��� 0 �  4

Var
���  * 4j  (12.16)
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12.5Rettedi calibrazioneedestrapolazione 245

� � * �
3.00 6.66 0.32
3.50 6.29 0.58
4.00 6.81 0.63
4.50 4.70 0.47
5.00 5.31 0.67
5.50 4.84 0.37
6.00 4.08 0.38
6.50 3.09 0.72
7.00 3.29 0.34
7.50 2.74 0.83
8.00 2.01 0.38

�²± 55.1985� � 302.396� � � 1812.49� � 249.928� � � 1227.21�
5.47834� 4 32.8359� 4.52779� � 22.2327

Var
�"�  2.82373

Cov
��� ��~ 0 ' < �F³ ' ? �� 0 ? <�� %�� ? < ? �� �$< � � ? < �L � ����� 0 ? <�� � ¢

Tabella 12.2: Dati sperimentalisimulatilungounarettaaventeparametri£´¤)¦µ§w¨
e © ¤ ¦[¨�« .
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ove
* 4 yFj vasostituitonel modoindicatonel paragrafoprecedentesele incer-

tezzesonodiverse.Le derivatevannocalcolate,comesolito in corrispondenza
di � e � . I conti vengonolasciatiperesercizio.

Si noti l’andamentodi
* � ���) in funzionedi ��� . Essaè minima in corri-

spondenzadeipuntisperimentali,in quantotuttele informazionicontribuisco-
no a costringere(probabilisticamente)il valoredi ��� in un piccolointervallo
intorno alla retta. A manoa a manoche ci allontanadai punti misurati la
qualitàdell’informazionesu ��� si deteriora,comeindicatomoltochiaramente
dalla formula12.16.. Questoè mostratoin modoeloquentenellafigura12.1,
ove le duecurve tratteggiateindicanola bandadi ��% * � ���) intornoalla retta
equellepuntinatela bandadi di � ')* � � �  (chiaramentele scaledi � � edi �
coincidono).

Infine, la figura12.2mostrainfine la qualità delladeterminazionedei pa-
rametriedelladeterminazionedi � � da � � asecondadi deviazionestandard,
numeroe tipo di configurazionedei punti sperimentali.

12.6 Analisi grafica

Vediamoquali sono i passinecessariper un’analisi graficache, condottaa
terminefino in fondo,producerisultati quantitativi in accordoconquelli otte-
nibili mediantefit coni minimi quadrati.In molteesperienze,comunque,non
ènecessarioprocedereadun’analisicos̀ı accuratacomequellapropostaeci si
può fermareal primo passo.

12.6.1 Stima dei parametriX Si tracciala rettastimataadocchio,cercandodi passarein mezzoa tutti
i punti. Questarettapraticamentecoincideconquellachesi ottienecon
i minimi quadrati.X Si ricavanoquindi dal graficoduepunti chegiaccionosulla retta,che
sianobendistanziatiebenleggibili. Daquestisi ricavano � e � (l’inter-
cettasi ottienein generepiù agelvomentein mododiretto,comeè ben
noto).

Perquantoriguardale cifre concui rileggerei valori si noti comei punti
dellarettasono“pi ù stabili” di quelli dellesingolemisuree quindi pos-
sonoessereriletti anchecon unacifra in più. Si ottengonoquindi � e� con il numerodi cifre cheseguonodalle solite regolettesulle cifre
significative.

12.6.2 Stima dell’incertezzasui parametri ripetendo le misure

Il modopiù semplice,echeperle primeesperienzèeindubbiamenteistruttivo,
èquellodi ripeterepiù volte la misuraestudiarele fluttuazionidei risultati. Si
tengacontoche,nonfacendocalcolidi “errori massimi”népropagazionivarie,
è molto facile ripeterepiù volte le misurein alcuneore.
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