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rappresentazione di Schrodinger il ket di stato al tempo ¢ & dato da U|a’), mentre i ket dj
base |a') e |b') non variano nel tempo; cosi abbiamo

(o' - (Ulah) (2.2.45)
N~ e
bra di base ket di stato

per questa ampiezza di transizione. Al contrario nclla rappresentazione di Heisenberg il
ket di stato & stazionario cio¢ rimane |a’) ad ogni istante ma i ket di base evolvono in modo
opposto. Allora la ampiezza di transizione diventa

(') - la’) . (2.2.46)

LS e’

bhra Jdi base ket  di ostato

Ovviamente (2.2.45) e (2.2.46) sono uguali. Entrambe possono essere scritte come
(b'|U(t,0)|a"). (2.2.47)

In qualche senso possiamo parlare di una transizione per “andare” da uno stato |a') ad
uno stato |b'). :

A conclusione di questo paragrafo una sintesi della differenza fra la rappresentazione
di Schrodinger e quella di Heisenberg & data in Tabella 2.1.

2.3 OSCILLATORE ARMONICO UNIDIMENSIONALE

L’oscillatore armonico unidimensionale & uno dei pitt importanti problemi in meccanica
quantistica. Da un punto di vista pedagogico puo essere utilizzato per illustrare i concetti
e i metodi fondamentali della meccanica quantistica. Da un punto di vista pratico ha
applicazioni in moltl campi della fisica moderna - spettroscopia molecolare, fisica dello
stato solido, struttura nucleare, teoria quantistica dei campi, ottica quantistica, meccanica
statistica quantistica, ecc.. Da un punto di vista storico fu la ipotesi di M.Plank, di
assocjare unita discrete di energia ad oscillatori di radiazione, che porto alla nascita dei
concetti quantistici. Una comprensione approfondita degli oscillatori quanto-meccanici &
indispensabile per ogni studioso serio di fisica moderna.

Auntoket dell’energia e autovalori dell’energia

Iniziamo la nostra discussione con I'elegante metodo operatoriale di Dirac, che ¢ basato sul
lavoro precedente di M.Born e N.Wiener, per ottenere gli autoket dell’energia e gli autoval-
ori dell’energia dell’oscillatore armonico unidimensionale. La hamiltoniana fondamentale
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Oscillatore armonico unidimensionale
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H=—+— 2.3.1
am 2 (2.3.1)
ve w & la pulsazione (frequenza angolare) dell’oscillatore classico legata alla costante k
la molla nella legge di Hooke da w = \/k/m. Gli operatori z e p sono ovviamente

srmitiani. E conveniente definire due operatori non hermitiani

mw ip " mw ip
_ 2p Y e . 2.3.2
¢ 2h <m+ mw) ’ “ 2h (m mw) ’ (2:3.2)

oti come operatore di distruzione e operatore di creazione rispettivamente, per ra-
toni che saranno chiare fra breve. Facendo uso delle relazioni di commutazione canoniche,
tteniamo facilmente

[a,al] = <2_1f;> (—i[z,p] +1[p,x]) = 1. (2.3.3)
})eﬁniamo anche 'operatore numero

N = a'a, (2.3.4)
- che & ovviamente hermitiano. Non ci sono difficoltd a dimostrare che

ata = (-n—;%) (-’BZ + ’,;%%) + (ﬁ) 2. 7] (2.3.5)

" 1
hw 2’

cos{ abbiamo una importante relazione fra ’operatore numero e l’operatore hamiltoniano
1
H = hw(N + 5) (2.3.6)

Poiché H & una funzione lineare di N, N si pud diagonalizzare assieme a H. Denotiamo
un autoket dell’energia e di N col suo autovalore n

N|n) = n|n). (2.3.7)

Mostreremo pid avanti che n deve essere un intero non negativo. Per (2.3.6) si deve anche
avere

Hin) = (n + -;—)hwln), (2.3.8)

che significa che gli autovalori dell’energia sono dati da
1
E,=(n+ E)hw. (2.3.9)

Per cogliere il significato fisico di a, a' e N facciamo notare che

[N,a] = [a'a,a] = al[a,a] + [af,ala = —a, (2.3.10)

3
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dove abbiamo usato (2.3.3). Similmente posstamo dedurre

[N,a!] = at. (2.3.11),

Come conseguenza abbiamo

Net|n) = (N, a!] + af N)|n)

2.3.12 he implica -
(n-+ 1)at|n) (3:3.12a)

érminare co

Il

Poiché i
e Poi
Naln) = ([N, a] + aN)|n) ell’oscillato
(2.3.12b)
= (n— T)aln)
Queste relazioni implicano che a¥|n)(a|n)) & un autoket di N con I’autovalore aumentato Possiamo or
(diminuito) di uno. Poiché I’aumento (diminuzione) di uno per n equivale alla creazione ). Usando

i (distruzione) di una quantita di energia unitaria hw & appropriato il termine operatore di
creazione (operatore di distruzione) per af(a).

L’equazione (2.3.12b) implica che a|n) e [n — 1) sono gli stessi a meno di una costante
moltiplicativa. Scriviamo

. , aln) = cjn — 1), (2.3.13)

. dove ¢ una costante numerica da determinarsi tramite la richiesta che |n) e |n —1) siano
entrambe normalizzati. Dapprima notiamo che

(nlataln) = |c|. (2.3.14)

Possiamo valutare la parte a sinistra in (2.3.14) tenendo presente che ata & proprio 'ope-
ratore numero, cos{ ‘
| n=|c* (2.3.15)

{ Prendendo ¢ reale e positivo per convenzione, otteniamo finalmente

In questo or
dell’energia

Da (2.3
di matrice

! a|n) = \/r_zfn - 1). (2.3.16)

Similmente e facile vedere che

che assieme

afln) = vVn ¥ 1|n + 1), (2.3.17)

Supponiamo di continuare ad applicare 'operatore di distruzione da entrambe le parti di
(2.3.16) (a destra e a sinistra)

a®n) = y/n(n —1)|n - 2),
vn(n —1)(n —2)|n — 3), (2.3.18)

ci permetto

a’ln)
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ossiamo ottenere autoket dell’operatore numero con n sempre pid piccolo finché la se-
venga termina, il che deve succedere dato che siamo partiti con un n intero positivo. Si
pud arguire che, se partiamo con n non intero, la sequenza non termina e abbiamo autoket
on valore negativo di n. Ma abbiamo anche da imporre la richiesta di positivita della
orma di a|n):

n = (nlN|n) = ((nlah)) - ((a}n)) > 0 (2.3.19)

.che implica che n non pud mai essere negativo! Cosf concludiamo che la sequenza deve

erminare con n = 0 e che i valori permessi di n sono gli interi non negativi.
Poiché il pilt piccolo valore possibile di n & zero, I’energia dello stato fondamentale
dell’oscillatore armonico &

1
Eo = Ehw (2.3.20)

Possiamo ora applicare in successione 1’operatore di creazione a! allo stato fondamentale
|0). Usando (2.3.17) otteniamo

1)
12)

In questo modo siamo riusciti a costruire autoket simultanei di N e H con autovalori
dell’energia

1
E,=(n+ E)flw, (n=0,1,2,3,...). (2.3.22)
Da (2.3.16), (2.3.17) e richiedendo la ortonormalit per {In)} otteniamo gli elementi

di matrice
(n'la|n) = /nbur v, (n'la*]n) =Vn+ 16, i1 (2.3.23)

h mhw
— 1’ _— , —— J— T
r= 2 (a+a), p—z\/ 2 ( a+a), (2.3.24)

ci permettono di ricavare gli elementi di matrice degli operatori z e p

che assieme a

h
(n'|z|n) = \/ —(Vbn' 1 + V0 + 1641 ny1), (2.3.25a)

2mw

 [mh
(n'|p|n) = 14/ mz‘*’ (= VPbprmt + V1 T 16t ptr). (2.3.25)
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Si noti che né z né p sono diagonali nella rappresentazione N che stiamo esaminando.
Questo non deve sorprendere, dato che = e p , come pure a e a!, non commutano con N.

nello spazio z (delle posizioni). Partiamo dallo stato fondamentale definito da

alo) =0, (2.3.26)

che nella rappresentazione z &

(o/al0) = 1/ ™2 (] (f—*—‘f> 10y = 0. (2.3.27)

2h mw

Ricordando (1.7.17) possiamo considerare quest’ultima come una equazione differenziale
per (z'|0):

d
"+ i) (z'|0) =0 2.3.2
(:E-I—asode)(a:]) , (2.3.28)
dove abbiamo introdotto
h
To =\ —, (2.3.29)
mw

che fissa la scala delle lunghezze dell’oscillatore. Vediamo che la soluzione normalizzata di

(2.3.28) &
(z'|0) = <W—1\/ﬁ> exp —% (%)2 . (2.3.30)

Possiamo altresi ottenere le autofunzioni dell’energia per gli stati eccitati valutando

#I = et = (5= ) (+ - B ) o,
@i = (55 ) @lia'yio) = (=) ﬁi) (=~ xggj;)z (&0},

; in generale otteniamo

(2.3.31)

(a'|n) = 1 ! I L Y ’ (2.3.32)
) \ gt *da’ 2\z0) | -

E istruttivo considerare il valor medio di z2 e p? nello stato fondamentale. Notiamo
dapprima che

h 2
z? = <2m_w> (a® + ot + ata + aal). (2.3.33)
Prendiamo poi il valore d’aspettazione di z?2, solo 1'ultimo termine in (2.3.33) da un con-
tributo finito ’ )
h T
& . <$2> (0]

= — =, 2.3.34
2mw 2 ( )

1l metodo operatoriale puo essere utilizzato anche per ricavare le autofunzioni dell’energia
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Similmente
(2.3.35)

' Ne segue che il valor medio dell’energia cinetica e dell’energia potenziale sono rispettiva-
mente
(f_2_>..h_W_@ e (M>_h_w_@ (2.3.36)
om’ 4 2 2 T 4 T 27 -

come ci si aspetta dal teorema del viriale. Da (2.3.25a) e (2.3.25b) segue che
(z) =(p) =0 (2.3.37)
che vale anche per gli stati eccitati. Abbiamo perciod

(20 = () = 5y o (A8 = (F) = 222, (2.3.39

e constatiamo che la relazione di indeterminazione & soddisfatta con il prodotto minimo
;... delle indeterminazioni ,
A h

(82} (B9 = .

Questo non deve sorprendere dato che lo stato fondamentale ha una forma gaussiana. Per
gli stati eccitati, invece, il prodotto delle indeterminazioni ¢ pit grande:

(2.3.39)

((Az)%)((Ap)?) = (n + %)th, (2.3.40)

come il lettore puo verificare facilmente.

Evoluzione temporale dell’oscillatore

Fino ad ora non abbiamo discusso I’evoluzione temporale del ket di stato dell’oscillatore né
delle osservabili come z e p . Tutto quello che abbiamo fatto si suppone valere ad un certo
istante per esempio t = 0; gli operatori z, p, a e a! vanno considerati o come operatori nella
rappresentazione di Schrédinger (per tutti i ¢) o come operatori nella rappresentazione di
Heisenberg per ¢ = 0. Per il resto di questo paragrafo lavoriamo esclusivamente nella
rappresentazione di Heisenberg che significa che z,p, a, at sono tutti dipendenti dal tempo,
anche se non scriviamo esplicitamente z() (¢) e cosi via.
Le equazioni del moto di Heisenberg per p e = seguono da (2.2.32) e (2.2.33)

dp 2
m 2.3.
n w T (2.3.41a)

dz P
— 2.3.41b
dt m ( )






