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1. L’integrando ¢ pari, quindi possiamo scrivere

1 (% xsin(ax)
I=- ———>=d
2/_OO x? + 32 ’

1 00 xeia;t 0 :L.e—iaz
I=— 2 - [ dn)
4i(/ooa:2+52x /002324—52 x)

Possiamo calcolare separatamente i due integrali usando il teorema dei
residui. In particolare, per il lemma di Jordan, essendo « positivo, pos-
siamo chiudere il primo integrale sul piano complesso superiore (curva
percorsa in senso antiorario) e il secondo integrale sul piano complesso
inferiore (curva percorsa in senso orario). L’integrando ha poli semplici
in z1 =10 e zp = —if5. Essendo [ positivo, il primo integrale circonda
solo il primo polo e il secondo integrale circonda solo il secondo polo.
Otteniamo

1. zeias ze~io? 7 [(iBe P  —ipef
I =-=2 Res,—,, — + Res,—., —— | = = . . :
yF m< es 122+52—|— es 222+52) 2( %3 + 28

Abbiamo

Quindi il risultato e

I=—¢ 8,

T
2
2. L’equazione caratteristica della matrice A; e
B=ANN+8A+16)=3-NA+4)?>*=0
mentre quello della matrice Ay e
(5=MNA+8X+16)=(B-ANA+4)2*=0.

Quindi la prima matrice ha autoavalori 3 e —4 e la seconda 5 e —4, e
per entrambe le matrici —4 ha molteplicita algebrica 2. Calcolando i
risolventi si trova

z+5 O _ 1
(2+4)? (244)2
R.(A)) = 0 3 0
1 O z+3
(2+4)? (2+4)2



z+5 0 1
(2+4)2 (z+4)2
R.(A) = 0 L 0
. 1 0 243
(24+4)° (z+4)?
Gli operatori spettrali sono
000 100 1 0 —1
PY=fo 10l P0=]oo0 o] J9=(oo0 o
000 00 1 1 0 -1
per la matrice A; e
000 1 00 1 0 1
PP=lo10|] PP=(ooo|] J%=[0 0 o
000 0 01 -1 0 -1

per la matrice A,. E facile verificare che la somma dei proiettori e
I'identita in entrambi i casi, J? = 0 in entrambi i casi e

Ay =3P —apPl) 4 g0 A, =5P% —4pP®) 1+ %)
Abbiamo quindi
F(A) = B3P + f(—)PL) + f/(—4)J")
F(As) = FB)PD + f(—4)PY) + f'(~4) %) .

1
Dobbiamo calcolare A? con la determinazione e il taglio dati. In tutti
i casi la funzione 22 ¢ negativa per z reali positivi. Questo significa che
z = |z|e*™ sull’asse reale positivo. Se il taglio ¢ sull’asse immaginario
positivo devo ruotare in senso orario per andare sull’asse reale negativo.
Questo significa che sull’asse reale negativo z = |z|e™ e quindi 22 =
z\/m . Viceversa se il taglio e sull’asse immaginario negativo devo
ruotare in senso antiorario per andare sull’asse reale negativo. Questo
significa che sull’asse reale negativo z = |z]e™ ¢ quindi 22 = —iy/]z].

In conclusione abbiamo

A2 = —\/gP?fl) + 22’P£14) — %ng) (taglio sopra)

A

ol

—\/§P3(1) —2iP") + ;LJ(—l‘l) (taglio sotto)



b
N o=
I

—\/EPSEQ) + 2iP£24) - iJg} (taglio sopra)

BN o=

A2 = _\/§P5(2) —2iP% + iJi) (taglio sotto)

3. In tuttii casi il problema omogeneo ha soluzione y(x) = 2. Imponendo
la condizione iniziale, abbiamo in tutti i casi

1

y(x) =— 1<x<2.
x

Nel primo caso il problema ¢ omogeneo anche tra 2 e 3, ovvero y(x) =

b e abbiamo prima una discontinuita della funzione in 2 = 2,

2(y(2") —y(27)) =1

da cui si trova b; = 2. Infine per x > 3 il problema non ¢ omogeneo,
una soluzione particolare del problema non omogeneo ¢ y,(z) = 1, e
quindi scriviamo y(z) = 2 41 per > 3. Imponendo continuita in 3
si trova ¢ = —1. Quindi

() 2 2<x<3
€Tr) =
’ ~141 2>3.

Nel secondo caso abbiamo il centro della 8 e della § sono invertiti.
Abbiamo quindi un problema non omogeneo per x > 2. Scriviamo
y(x) = %+1per2<x<3€y(m) = 2 + 1 per z > 3. Imponendo
continuita in 2 e

33T —y(37)) =1

si trova by = —1 e c3 = 0, ovvero

() ~141 2<a<3
€T) =
Y 1 x>3.

Nel terzo e quarto caso la soluzione particolare del problema non omo-

T

geneo ¢ y,(x) = 5. Nel terzo caso il problema diventa non omogeneo



per z > 2, ovvero y(z) = % + £ per 2 <z < 3 e y(z) =
x > 3. Imponendo la continuita in 2 e la discontinuita in 3

(y(37) —y(37)) =1

si trova by = —1 c3 = 2 e quindi

s 4 T
> T3 per

Infine nel quarto caso abbiamo un problema omogeneo per 2 < z < 3
e non omogeneo per x > 3, ovvero y(z) = % per z > 3 e y(z) = 4 + £

per x > 3. Imponendo
(y(2") —y(27)) =1

e la continuita in 3 si trova by =3 e ¢y = —%, ovVVvero

3 2<r<3
y(r) = .
—2x+§ x>3.
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