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1. Possiamo calcolare l'integrale in due modi differenti. Il primo metodo
e il seguente. Scriviamo
z=re1

e integriamo nella variabile » da 0 a +o00. L’integrale diventa

7 Foo 1 T +o0 1
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Osserviamo che l'integrando e una funzione pari, per cui 'integrale e

uguale a
1= / ar
A r? 414

Ora estendiamo 'integrale nel piano complesso, e chiudiamo il percorso
di integrazione all’infinito. Possiamo indifferentemente chiudere sopra
o sotto, scegliamo di chiudere sopra. Indicando con £ la variabile comp-
lessa di cui r & la parte reale, I'integrando ha poli semplici per €2 = —i,
OVVero

3im _im
51 = e 4 52 = e 4
Chiudendo sopra circondiamo solo il primo polo, e utilizzando il teo-
rema dei residui troviamo
e 1 Tl

[=omi 50 — =
T 9 T 0

Possiamo calcolare lo stesso integrale utilizzando la discontinuita della
funzione logaritmo. Consideriamo la funzione

B Inz
1= 22

f(2)

e scegliamo per la funzione logaritmo il taglio lungo v in modo che ad

esempio Inz =Inr + ’f sopra il taglioelnz =1Inr + % sotto il taglio,
dove r ¢ il modulo di z (qualunque altra determinazione con lo stesso



taglio va bene). Integriamo f(z) lungo la curva I' che circonda ~ e si
chiude all’infinito in senso antiorario. Abbiamo

/f(z) dz = —2mi I

Calcoliamo l'integrale usando il teorema dei residui. Data la determi-
nazione che abbiamo scelto, la funzione ha poli semplici in

2 = eﬂ'i 2o = 627ri
Quindi
|Inz  Inze |me 2m
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da cui )

==
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. L’integrando ha poli per e* = —e, ovvero

2=z, =14 2k + 1)mi 2 €L

Espandendo intorno a z;, si capisce che i poli sono poli semplici. Infatti

1
et+e=e+eF+eF(z—z) + Qez’“(z—zk)Q%—

1
=—e(z—2) |1+ 5(7; — 2k) + ...

dove abbiamo usato e* = —e. Di questi infiniti poli, quelli dentro la
circonferenza sono

z1 =1+ 3m zo=1+m z1=1—m Z_o=1—3m

Usando il teorema dei residui, troviamo quindi che I'integrale ¢ uguale
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3. Vogliamo risolvere ’equazione differenziale

Tf(z) = Mf(x)

La soluzione &

o[ (-5))

dove c ¢ il valore della funzione in e. Risolvendo l'integrale abbiamo

flz)=cexp(—In(lnz)+ Nz —¢€)) =c ﬁ A@—e)

Imponiamo f(e?) = f(e). Troviamo gli autovalori

1
A=A = (In2 + 2kmi) keZ
e2—e

e le autofunzioni

file) = ¢ M0

4. Cerchiamo la soluzione dell’omogenea nella forma

y(a) = (@ + 1) .

Troviamo per o 'equazione a? 4+ 3o + 2 = 0, che ha soluzioni oy = —1
e ag = —2, quindi
1 1
x) = x) = :
ne) =7 »l (z+1)2

Per 0 < z < 1, 'equazione ¢ omogenea, e la soluzione generale ¢
y(x) = a1 y1(x) + az ya(x)
e dalle condizioni iniziali si trova
a; = 2 a, = —1
e quindi la soluzione e

y(z) 2 .

= — O<x<1.
s 1 (x4 1) v=




Per z = 1 otteniamo

=5 Y =-;.

Per x > 1, risolviamo ’equazione per x # 2 come soluzione omogenea
piu soluzione particolare del problema non omogeneo. Una soluzione
particolare ¢ la soluzione costante y,(x) = % Scriviamo in particolare
per 1l <z <2

y(x) = by y1(x) 4+ be yolz) + %

Dal momento che la derivata seconda della funzione ha una disconti-
nuita tipo 0 in x = 1, la funzione e la derivata prima sono continue.
Otteniamo quindi le condizioni

by b 4 1 _ 3
2+4+2_4
1
4

b by
4 4
da cui
by=0 by=1 |,
OvVVvero
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r)=-—== x
Y CESERE

La funzione per x > 2 ha sempre la forma

y(x) =c1 y1(x) + co yo(x) + %

e la presenza della delta di Dirac implica che in x = 2 dobbiamo im-
porre continuita della funzione e discontinuita della derivata prima. In
particolare la discontinuita e

Y2 —y(@27)=2.

Otteniamo quindi le condizioni
a 4o 1
5 T9 =9
a2, 2 _ 1
o T @ Tm T3

01:1 02:—2

ovvero

da cui si ottiene la soluzione

1 2 +1 -9
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y(z)



