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1. Scrivendo z = eiθ, abbiamo cos θ = 1
2
(z + z−1), e quindi possiamo

riscrivere l’integrale come

I =

�
dz

iz

3z2 + 2z + 3

z2 + 6z + 1

dove l’integrale è lungo la circonferenza unitaria sul piano complesso
percorsa in senso antiorario. Dobbiamo determinare i poli dell’integrando.
Oltre al polo z0 = 0, ci sono poli corrispondenti agli zeri di z2+6z+1,
ovvero

z1 = −3 + 2
√
2 z2 = −3− 2

√
2 .

Si può facilmente verificare che solo z1 è interno al cerchio, e che il
numeratore è non nullo per questo valore di z, per cui il punto è effet-
tivamente un polo semplice. Dal teorema dei residui si ottiene

I = 2πi [Resz=z0 +Resz=z1 ]
3z2 + 2z + 3

iz(z2 + 6z + 1)
.

Si ottiene

I = 2π

[
3 +

3z21 + 2z1 + 3

z1(z1 − z2)

]
.

Effettuando i calcoli, otteniamo

I = 2π(3− 2
√
2) .

2. La matrice ha autovalore λ = 1 con molteplicità algebrica 2. Il risol-
vente è

Rz(A) =
1

(z − 1)2

(
z − 3 1
−4 z + 1

)
,

che ha poli doppi e quindi la matrice non è diagonalizzabile. Si otten-
gono gli operatori spettrali

P =

(
1 0
0 1

)
J =

(
−2 1
−4 2

)
.



Abbiamo quindi, per ogni funzione analitica f(z),

f(A) = f(1)P + f ′(1)J

e considerando la funzione fx(z) = xz si ottiene

xA = x P + x log x J =

(
x− 2x log x x log x
−4x log x x+ 2x log x

)
.

La soluzione del primo problema di Cauchy è

y(x) = xAy0

e sostituendo si ottiene {
y1(x) = x

y2(x) = 2x .

Per risolvere il secondo problema di Cauchy, osserviamo che y(x) deve
avere la discontinuità in x = e

y(e+)− y(e−) = a .

La soluzione coincide con la soluzione appena trovata per x < e, mentre
per x > e è

y(x) = xA

(
a
b

)
dove a e b sono determinati dalla relazione di discontinuità. Si ottiene(

−e e
−4e 3e

)(
a
b

)
−
(
e
2e

)
=

(
0
e

)
,

la cui soluzione è
a = 0 b = 1 .

Sostituendo, la soluzione per x > e è{
y1(x) = x log x

y2(x) = x+ 2x log x .


