
Esercizio 1

Sia dato il seguente stato di un sistema

ψ(~x, t = 0) = Ne−
x2+y2+z2

a2 (x+ y + z) .

1) Quali valori puó dare una misura di ~L2 e Lz e con che probabilità?

2) Sia H = −λLz determinare 〈Lz〉t e 〈Lx〉t .

Soluzione

1) Passiamo in coordinate sferiche:



x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

ψ(~x) = N exp(−r
2

a2
)

(
r sin θ

eiϕ + e−iϕ

2
+ r sin θ

eiϕ − e−iϕ
2i

+ r cos θ

)

= Nr exp(−r
2

a2
)

[
i

√
8π

3

1− i
2

Y1,1 − i
√

8π

3

1 + i

2
Y1,−1 − i

√
4π

3
Y1,0

]

= N

√
8π

3

r

2
exp(−r

2

a2
)
[
(1 + i)Y1,1 + (1− i)Y1,−1 − i

√
2Y1,0

]
.

Perciò i valori di una misura di ~L2 e Lz saranno

〈~L2〉 = ~2l(l + 1) = 2~2 e 〈Lz〉 = ~





1
0
−1

.

Ovviamente

P (l = 1) = 1

mentre

P (lz = 1) =
|〈ψ(~x), lz = 1|ψ(~x)〉|2
|〈ψ(~x)|ψ(~x)〉|

=
|(1 + i)|2

|(1− i)(1 + i) + (1 + i)(1− i)− 2i2| =
1

3

P (lz = −1) =
1

3

P (lz = 0) =
1

3
.
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2) Siccome [H,Lz] = 0, Lz è una costante del moto quindi

〈Lz〉t =
〈ψ|Lz|ψ〉t
〈ψ|ψ〉t

=
〈ψ|Lz|ψ〉t=0

〈ψ|ψ〉t=0

=
~|(1 + i)|2 − ~|(1− i)|2

|(1− i)(1 + i) + (1 + i)(1− i)− 2i2| = 0 .

〈Lx〉t =
〈ψ|Lx|ψ〉t
〈ψ|ψ〉t

=
〈ψ|e i~H†tLxe−

i
~Ht|ψ〉t=0

〈ψ|e i~H†te− i
~Ht|ψ〉t=0

=
〈ψ|e− i

~λL
†
zt(L++L−

2
)e

i
~λLzt|ψ〉t=0

〈ψ|ψ〉t=0

=
1

6

[(
(1− i)e−iλt〈1, 1|+ (1 + i)eiλt〈1,−1|+ i

√
2〈1, 0|

)
(
L+ + L−

2
)

(
(1 + i)eiλt|1, 1〉+ (1− i)e−iλt|1,−1〉 − i

√
2|1, 0〉

)]

=
1

12

[
(1− i)e−iλt

√
2(−i
√

2) + (1 + i)eiλt
√

2(−i
√

2)

+i
√

2(1 + i)eiλt
√

2 + i
√

2(1− i)e−iλt
√

2
]

= 0 .
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Esercizio 2

Sia dato il seguente stato di un sistema

ψ(~x, t = 0) = ψ(r, θ, ϕ, t = 0) = R(r)[α0Y1,1(θ, ϕ) + β0Y1,−1(θ, ϕ)]

e l’Hamiltoniana

H =
|~L|2
2I

+ αLz .

1) Determinare ψ(~x, t).

2) Quali valori può dare una misura di |~L|2, Lz e Lx e con che probabilità?

3) Per quale t la probabilità di avere Lx = 1 è massima?

4) Si definiscano gli stati ψ− e ψ+ nel seguente modo

ψ(~x)− =
R(r)√

2
[Y1,1 − Y1,−1]

ψ(~x)+ =
R(r)√

2
[Y1,1 + Y1,−1]

e l’operatore F dalle seguenti proprietà

Fψ− = 0 e Fψ+ = ψ− .

Determinare il valore di aspettazione dell’operatore F ad un generico tempo t, ovvero

F (t) = 〈ψ|F |ψ〉t

e calcolare il seguente limite

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (t)dt .

Soluzione

1) Imponiamo la normalizzazione della funzione d’onda,

∫ ∞

0

r2|R(r)|2dr = 1

e
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|α0|2 + |β0|2 = 1 .

Lo stato al tempo t è dato da

ψ(~x, t) = e−
i
~Htψ(~x, 0) = R(r){α0e

−i[~
I

+α]tY1,1 + β0e
−i[~

I
−α]tY1,−1} .

2) Siccome [L2, H] = [Lz, H] = 0, L2 e Lz sono costanti del moto, calcoliamo i possibili
valori di una misura di L2 e Lz al tempo t = 0.

L2[R(r)(α0|1, 1〉+ β0|1,−1〉)] = ~2[R(r)(2α0|1, 1〉+ 2β0|1,−1〉)]
Lz[R(r)(α0|1, 1〉+ β0|1,−1〉] = ~[R(r)(α0|1, 1〉 − β0|1,−1〉)]

quindi

P (L2 = 2~2) = 1

mentre

P (Lz = ~) = |α0|2 e P (Lz = −~) = |β0|2 .

Per vedere che valori può dare una misura di Lx scriviamo gli autostati di L2 ed Lz
nella base degli autostati di L2 ed Lx, per fare questo dobbiamo diagonalizzare la
matrice che rappresenta l’operatore lx nella base degli autostati di l2 ed lz.

|1, 1〉 =




1
0
0


 , |1, 0〉 =




0
1
0


 , |1,−1〉 =




0
0
1


 ,

〈l2, lz|lx|l2, lz〉 = 〈l2, lz|
l+ + l−

2
|l2, lz〉 =

1√
2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 ,

gli autovalori sono lx = 1, 0,−1, mentre gli autostati

|lx = 1〉 =
1

2




1√
2

1


 , |lx = −1〉 =

1

2




1

−
√

2
1


 , |lx = 0〉 =

1√
2




1
0
−1


 ,

da cui otteniamo

|1, 1〉l2,lz =
1

2
(|1, 1〉l2,lx + |1, 1〉l2,lx +

√
2|1, 1〉l2,lz)

|1,−1〉l2,lz =
1

2
(|1, 1〉l2,lx + |1, 1〉l2,lx −

√
2|1, 1〉l2,lz)

|1, 0〉l2,lz =
1√
2

(|1, 1〉l2,lx − |1, 1〉l2,lx) .
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Lo stato espresso nella base degli autostati di l2 e lx è dunque

|ψ(~x)〉 =
R(r)

2
e−i

~
I
t
[
(α0e

−iαt + β0e
+iαt)|1, 1〉x

+ (α0e
−iαt + β0e

+iαt)|1,−1〉x +
√

2(α0e
−iαt − β0e

+iαt)|1, 0〉x ] .

Per Lx sono possibili i valori −1, 0 e 1 con probabilità:




P (Lx = −1) = 1

4
[|α0|2 + |β0|2 + 2α0β0 cos(2αt)]

P (Lx = 0) = 1
2

[|α0|2 + |β0|2 − 2α0β0 cos(2αt)]
P (Lx = 1) = 1

4
[|α0|2 + |β0|2 + 2α0β0 cos(2αt)]

dove |α0|2 + |β0|2 = 1.

3) Affinchè la probabilità di avere Lx = 1 sia massima dobbiamo imporre che il cos(2αt)
sia massimo, ovvero che 2αt = 2kπ. Quindi la probabilità è massima ad ogni tempo
che sia multiplo intero di t = π

α
.

4) Scriviamo le due funzioni ψ− e ψ+

{
ψ− = R(r)√

2
[|1, 1〉 − |1,−1〉]

ψ+ = R(r)√
2

[|1, 1〉+ |1,−1〉] .
quindi {

|1,−1〉 =
√

2
2R(r)

(ψ− − ψ+)

|1, 1〉 =
√

2
2R(r)

(ψ− + ψ+)

ora possiamo scrivere la funzione d’onda in funzione di ψ− e ψ+

|ψ(~x, t)〉 =

√
2

2

{[
α0e

−iαt + β0e
iαt
]
|ψ〉+ + [α0e

−iαt − β0e
iαt]|ψ〉−

}
.

Calcoliamo il valore d’aspettazione dell’operatore F :

〈ψ|F |ψ〉t =

√
2

2

[
+〈ψ|(α∗0eiαt + β∗0e

−iαt) + −〈ψ|(α∗0eiαt − β∗0e−iαt)
]

√
2

2

[
(α0e

−iαt + β0e
iαt)|ψ〉−

]

=
1

2
(α∗0e

iαt − β∗0e−iαt)(α0e
−iαt + β0e

iαt)

=
1

2
(|α0|2 − |β0|2 + 2i|α0||β0| sin(2αt)) .

Infine calcoliamo il limite
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lim
T→∞

1

T

∫ T

0

F (t)dt = lim
T→∞

1

2

(
|α0|2 − |β0|2 −

1

T
2i|α0||β0|

cos(2αT )− 1

2α

)

=
|α0|2 − |β0|2

2
.
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Esercizio 3

Sia dato il seguente stato di un sistema

ψ(r, θ, ϕ) = A x(r) (cos θ + sin θ cosϕ)

con ∫ ∞

0

|x(r)|2r2dr = 1 .

1) Calcolare |A| in modo che ψ sia ben normalizzata.

2) Dimostrare che 〈L+〉 = 〈L−〉 .

3) Sia

H =
L2

2I
+ αLz

calcolare l’evoluzione temporale e i possibili valori che può dare una misura di Lz con
le rispettive probabilità.

Soluzione

1)
∫
|ψ(r, θ, ϕ)|2r2drdΩ = |A|2

∫ ∞

0

|x(r)|2r2dr

∫ 2π

0

∫ π

0

|(cos θ + sin θ cosϕ)|2 sin θdθdϕ

= |A|2
∫ 2π

0

∫ π

0

∣∣∣∣∣−i
√

4π

3
Y1,0 −

i

2

√
8π

3
(Y1,−1 − Y1,1)

∣∣∣∣∣

2

sin θdθdϕ

= |A|2 4π

3
(1 +

1

2
+

1

2
) .

Quindi

|A| =
√

3

8π
.

2)

〈L+〉 = 〈ψ|L+|ψ〉=
[
i√
2
〈1, 0|+ i

2
〈1,−1|− i

2
〈1, 1|

]
L+

[
− i√

2
|1, 0〉− i

2
|1,−1〉+ i

2
|1, 1〉

]

=
1

2
− 1

2
= 0 ,

analogamente

〈L−〉 = 〈ψ|L−|ψ〉 = 0 .
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3) L’evoluzione temporale è data da

ψ(~x, t) = e−
i
~Htψ(~x, 0) = x(r)e−i

~
I
t

(
− i√

2
Y1,0 −

i

2
e−iαtY1,1 +

i

2
e+iαtY1,−1

)

= − i
2
x(r)e−i

~
I
t
(√

2Y1,0 + e−iαtY1,1 − e+iαtY1,−1

)

perció i valori di una misura di Lz sono

〈Lz〉 = ~





1
0
−1

con probabilità

P (lz = 1) =
1

4
P (lz = −1) =

1

4
P (lz = 0) =

1

2
.
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Esercizio 4

Sia dato lo stato di un sistema |ψ〉t=0 tale che una misura del momento angolare totale dà
come risultato 1.

Inoltre

Lx + Lz√
2
|ψ〉t=0 = |ψ〉t=0

1) Determinare |ψ〉t=0 .

2) Sia

H =
L2

2I
+ αLz

calcolare l’evoluzione temporale e 〈Lz〉t, 〈Lx〉t, 〈Ly〉t.

Soluzione

1) Abbiamo che l = 1 quindi

|ψ〉t=0 = a|1, 1〉+ b|1, 0〉+ c|1,−1〉

con |a|2 + |b|2 + |c|2 = 1 .

Lx =
L+ + L−

2

quindi,

Lx + Lz√
2
|ψ〉t=0 =

1√
2

(
L+ + L−

2
+ Lz

)
(a|1, 1〉+ b|1, 0〉+ c|1,−1〉)

=
1√
2

(
b√
2
|1, 1〉+

c√
2
|1, 0〉+

a√
2
|1, 0〉

+
b√
2
|1,−1〉+ a|1, 1〉 − c|1,−1〉

)

=
b+
√

2a

2
|1, 1〉+

a+ c

2
|1, 0〉+

b−
√

2c

2
|1,−1〉

= a|1, 1〉+ b|1, 0〉+ c|1,−1〉 ,

risolvendo otteniamo

a =
1

2

(
1 +

1√
2

)
, b =

1

2
, c =

1

2

(
1− 1√

2

)
.
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2)

|ψ〉t = e−
i
~Ht|ψ〉t=0 = e−

i
~Ht (a|1, 1〉+ b|1, 0〉+ c|1,−1〉)

= e−i
~
I
t
(
e−iαta|1, 1〉+ b|1, 0〉+ eiαtc|1,−1〉

)
.

[Lz, H] = 0 perciò:

〈Lz〉t = 〈Lz〉t=0 = 〈ψ|Lz|ψ〉t=0 = (a〈1, 1|+ b〈1, 0|+ c〈1,−1|)(a|1, 1〉 − c|1,−1〉)

= a2 − c2 =
1√
2
.

〈Lx〉t=0 = 〈ψ|L+ + L−
2

|ψ〉t=0 = 2
√

2(ab + bc) ,

〈Ly〉t=0 = 〈ψ|L+ − L−
2i

|ψ〉t=0 = 0 .

Calcoliamo l’evoluzione temporale di Lx e Ly:

dLx
dt

=
i

~
[H,Lx] =

i

~

(
1

2I
[L2, Lx] + α[Lz, Lx]

)
= −αLy

dLy
dt

=
i

~
[H,Ly] =

i

~

(
1

2I
[L2, Ly] + α[Lz, Ly]

)
= αLx

cioè

dL+

dt
= iαL+ , L+(t) = L+(0)eiαt = Lx(0)eiαt

dL−
dt

= −iαL−, L−(t) = L−(0)e−iαt = Lx(0)e−iαt ,

pertanto

Lx(t) =
L+(t) + L−(t)

2
= Lx(0) cos(αt)

Ly(t) =
L+(t)− L−(t)

2i
= Lx(0) sin(αt)
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Esercizio 5

Al tempo t = 0, lo stato di un sistema di due particelle è rappresentato, nella base
|l, lz, l1, l2〉 degli autostati di l2, lz, l

2
1, l22, dal vettore

|ψ〉t=0 = α|1, 1, 1, 1〉+ β|1, 1, 1, 0〉

1) Quali sono i possibili valori di una misura di l1z , l2z, l
2
1, l22 e con quale probabilità?

Soluzione

1) Imponiamo innanzitutto la normalizzazione della funzione d’onda,

〈ψ|ψ〉 = |α|2 + |β|2 = 1 .

Scriviamo lo stato del sistema nella base |l1, l1z〉, |l2, l2z〉 degli autostati di l21, l1z,
l22, l2z:

|1, 1, 1, 1〉 =
1√
2

(|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉)

|1, 1, 1, 0〉 = |1, 1〉|0, 0〉

|ψ〉t=0 =
α√
2

(|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉) + β|1, 1〉|0, 0〉 .

Avremo quindi che

l1z =

{
1
0

con

{
P (l1z = 1) = |α|2/2 + |β|2
P (l1z = 0) = |α|2/2

l2z =

{
1
0

con

{
P (l2z = 1) = |α|2/2
P (l2z = 0) = |α|2/2 + |β|2

l1 = 1 con P (l1 = 1) = 1

l2 =

{
1
0

con

{
P (l2 = 1) = |α|2
P (l2 = 0) = |β|2 .
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Esercizio 6

Al tempo t = 0, lo stato di un sistema di due particelle è rappresentato, nella base
|l1, l1z〉|l2, l2z〉 degli autostati di l21, l1z, l

2
2, l2z, dal vettore

|ψ〉t=0 = |1, 1〉|1,−1〉

1) Quali sono i possibili valori di una misura di lz e l2 e con quale probabilità?

2) Sia

H =
L2

2I
+ λ~L1 · ~L2 ,

determinare |ψ〉t e il valor medio dell’Hamiltoniana.

3) Rispondere alla domanda 1) con t generico.

4) Una misura di lz e l2 al tempo t = t̄ dà come risultato lz = l2 = 0. Quali sono i possibili
valori di una misura di l1z e l21 ad un tempo t > t̄ e con quale probabilità?

Soluzione

1) Una misura di lz darà come risultato

lz = l1z + l2z = 0 ,

con probabilità

P (lz = 0) = 1.

Per determinare i possibili risultati di una misura di l2 scriviamo lo stato del sistema
nella base |l, lz, l1, l2〉 degli autostati di l2, lz, l

2
1, l22

|1, 1〉|1,−1〉 = α|2, 0, 1, 1〉+ β|1, 0, 1, 1〉+ γ|0, 0, 1, 1〉 .

Sapendo che

|2, 0, 1, 1〉 =
1√
6

(|1, 1〉|1,−1〉+ 2|1, 0〉|1, 0〉+ |1,−1〉|1, 1〉) ,

|1, 0, 1, 1〉 =
1√
2

(|1, 1〉|1,−1〉 − |1,−1〉|1, 1〉) ,

|0, 0, 1, 1〉 =
1√
3

(|1, 1〉|1,−1〉 − |1, 0〉|1, 0〉+ |1,−1〉|1, 1〉) ,
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imponiamo le relazioni di ortonormalità per ottenere i coefficienti α, β e γ:

0 = 〈1, 0|〈1, 0|1, 1〉|1,−1〉 = 2
α√
6
− γ√

3
,

0 = 〈1,−1|〈1, 1|1, 1〉|1,−1〉 =
α√
6

+
β√
2

+
γ√
3
,

1 = 〈1, 1|〈1,−1|1, 1〉|1,−1〉 =
α√
6
− β√

2
+

γ√
3
.

α =
1√
6
, β =

1√
2
, γ =

1√
3
.

Quindi

|ψ〉t=0 =
1√
6
|2, 0, 1, 1〉+

1√
2
|1, 0, 1, 1〉+ 1√

3
|0, 0, 1, 1〉 ,

l2 = l(l + 1) =





6
2
0

con




P (l = 2) = 1/6
P (l = 1) = 1/2
P (l = 0) = 1/3

.

2)

L2 = (L1 + L2)2 = L2
1 + L2

2 + 2L1 · L2

quindi

H =
L2

2I
+ λL1 · L2 =

L2

2I
+
λ

2
(L2 − L2

1 − L2
2) .

L’evoluzione temporale è data da

|ψ〉t = e−
i
~Ht|ψ〉t=0

=
1√
6
e−i~(

3
I

+λ)t|2, 0, 1, 1〉 − 1√
2
e−i~(

1
I
−λ)t|1, 0, 1, 1〉+

1√
3
ei~2λt|0, 0, 1, 1〉 .

〈H〉 = 〈ψ|H|ψ〉 =
~2

6

(
3

I
+ λ

)
+
~2

2

(
1

I
− λ
)
− 2~2

3
λ = ~2

(
1

I
− λ
)

3)

[H,L2] = [H,Lz] = 0

perciò il possibili valori delle misure di l2 e lz e le rispettive probabilità non variano
nel tempo.
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4)

|ψ〉t̄ = |0, 0, 1, 1〉 =
1√
3

(|1, 1〉|1,−1〉 − |1, 0〉|1, 0〉+ |1,−1〉|1, 1〉) ,

perciò

l21 = l1(l1 + 1) = 2 con P (l1 = 1) = 1

l1z =





1
0
−1

con





P (l1z = 1) = 1/3
P (l1z = 0) = 1/3
P (l1z = −1) = 1/3

.
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Esercizio 7

Si consideri la seguente Hamiltoniana:

H =
~L2

1

2MR2
+

~L2
2

2MR2
+ α~L1 · ~L2 , α > 0 .

1) Determinare le condizioni per cui H è limitata inferiormente.

2) Determinare autostati e autovalori di H.

3) Sia dato, nella base |l1, l1z〉|l2, l2z〉 degli autostati di L2
1, L1z, L

2
2, L2z , lo stato definito

al tempo t = 0

|ψ〉t=0 = |1, 0〉|1,−1〉

determinare lo stato al tempo t.

4) Determinare i valori possibili di una misura di L1 e di L1z .

Soluzione

1)

~L1 · ~L2 =
~L2 − ~L2

1 − ~L2
2

2

quindi

H =
~L2

1

2MR2
+

~L2
2

2MR2
+ α

(
~L2 − ~L2

1 − ~L2
2

2

)
=
~L2

1 + ~L2
2

2

(
1

MR2
− α

)
+
α

2
~L2 .

Chiaramente se

α > 1/MR2

H non è limitata inferiormente infatti per ~L2 = −~L1 abbiamo che ~L = 0 e

H = −
(
α− 1

MR2

)
~L2

1

ovvero negativa e arbitrariamente grande. Perciò la condizone da imporre perchè H
sia limitata inferiormente è

α ≤ 1/MR2 .
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2) Scegliamo come base, la base |l, lz, l1, l2〉 degli autostati simultanei di L2, Lz, L1 e L2.
Dal momento che

[H,L2] = [H,Lz] = [H,L1] = [H,L2] = 0

|l, lz, l1, l2〉 è una base di autostati di H.

Gli autovalori sono

El,l1,l2 = ~2

(
l1(l1 + 1) + l2(l2 + 1)

2

(
1

MR2
− α

)
+
α

2
l(l + 1)

)
.

3) Esprimiamo lo stato |1, 0〉|1,−1〉 nella base di |l, lz, l1, l2〉:

|1, 0〉|1,−1〉 = a|2,−1, 1, 1〉+ b|1,−1, 1, 1〉 ,

dove

|2,−1, 1, 1〉 =
1√
2

(|1,−1〉|1, 0〉+ |1, 0〉|1,−1〉)

|1,−1, 1, 1〉 =
1√
2

(|1,−1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1,−1〉)

imponiamo le condizioni di ortonormalità:

1 = 〈1, 0|〈1,−1|1, 0〉|1,−1〉 = a2 + b2

0 = 〈1,−1|〈1, 0|1, 0〉|1,−1〉 =
a√
2

+
b√
2
,

e otteniamo

|1, 0〉|1,−1〉 =
1√
2

(|2,−1, 1, 1〉 − |1,−1, 1, 1〉) .

L’evoluzione temporale è data da

|ψ〉t = e−
i
~Ht|1, 0〉|1,−1〉 =

e−
i~t
MR2

√
2

(e−iα~t|2,−1, 1, 1〉 − e+iα~t|1,−1, 1, 1〉)

= e−
i~t
MR2 (cos(α~t)|1, 0〉|1,−1〉+ i sin(α~t)|1,−1〉|1, 0〉) .

3) Una misura di L1 e L1z darà come risultato:

L1 = ~ con P (l1 = 1) = 1

l1z =

{
−~
0

con

{
P (l1z = −1) = sin2(α~t)
P (l1z = 0) = cos2(α~t)
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Esercizio 8

Sia data, in uno spazio bidimensionale, l’Hamiltoniana di un sistema di due particelle:

H =
|~p1|2
2m1

+
|~p2|2
2m2

+ k|~r1 − ~r2|2 dove k =
m1m2

m1 +m2

ω2

2
= µ

ω2

2

1) Determinare autostati e autovalori di H.

2) Sia dato uno stato descritto dalla funzione

Q(x, y, t = 0) = N(2 +
µω

~
xy) exp(−µω

2~
(x2 + y2))

e sia

Hr =
|~p|2
2µ

+
µω2

2
|~x|2 , ~x = (x, y) , ~p = (px, py) .

determinare Q(x, y, t).

3) Determinare i possibili valori di una misura dell’operatore lz al tempo t e le rispettive
probabilità.

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa:

{
~R = m1~r1+m2~r2

m1+m2

~r = ~r1 − ~r2

da cui
{
~r1 = ~R + m2

m1+m2
~r

~r2 = ~R− m1

m1+m2
~r

quindi

H = Hcm +Hr ,

Hcm =
|~P |2
2M

,

Hr =
|~p|2
2µ

+
µω2

2
|~r|2 ,

dove ~P = M
.

~R , ~p = µ
.

~r , M = m1 +m2 .
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In questo sistema di coordinate l’Hamiltoniana si separa nella somma di due Hamil-
toniane indipendenti: la prima descrive una particella libera di massa M , la seconda
descrive un oscillatore armonico bidimensionale isotropo di massa µ e pulsazione ω.

La soluzione dell’equazione di Schrödinger

H ψ(~R,~r) = E ψ(~R,~r)

sarà quindi del tipo

ψ(~R,~r) = φ(~R)ϕ(~r) , E = Ecm + Er

dove

φ(~R) =
1

2π
e
i
~
~P ·~R , Ecm =

|~P |2
2M

è la soluzione dell’Hamiltoniana di particella libera, mentre ϕ(~r) è soluzione di un
oscillatore bidimensionale isotropo. Pertanto

Hr = Hx +Hy =
p2
x

2µ
+
µω2

2
x2 +

p2
y

2µ
+
µω2

2
y2 ,

dove ~r = (x, y) , ~p = (px, py) ,

ϕ(~r) = ϕn1(x)ϕn2(y) , Er = (n1 +
1

2
)~ω + (n2 +

1

2
)~ω = (n1 + n2 + 1)~ω

ϕn(x) =
1√
2nn!

(µω
π~

)1/4

e−
ξ2

2 Hn(ξ) , ξ =

√
µω

~
x ,

H0(ξ) = 1 , H1(ξ) = 2ξ .

2)

Q(x, y, t = 0) = 2N
(µω
π~

)−1/2
(

1

4
ϕ1(x)ϕ1(y) + ϕ0(x)ϕ0(y)

)

=
1√
17

(ϕ1(x)ϕ1(y) + 4ϕ0(x)ϕ0(y)) ,

dove abbiamo determinato N imponendo la normalizzazione della funzione d’onda.

L’evoluzione temporale dello stato sarà quindi

Q(x, y, t) = e−
i
~HrtQ(x, y, t = 0)

=
1√
17

(
ϕ1(x)ϕ1(y)e−3iωt + 4ϕ0(x)ϕ0(y)e−iωt

)
.
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3) Per determinare i possibili valori di una misura di lz dobbiamo esprimere lo stato
Q(x, y, t) in funzione degli autostati del momento angolare, ovvero dobbiamo passare
dalla base |n1, n2〉 alla base |n, l, lz〉 con n = n1 + n2 .

Ricordiamo che siamo in uno spazio bidimensionale (x, y) pertanto

lx = ly = 0 , l2 = l2z , lz = ±l .

Le autofunzioni del momento angolare saranno quindi

ψn,l,lz(r, θ = π/2, φ) = Rn,l(r)Yl,±l (π/2, φ)

ϕ0(x)ϕ0(y) =
(µω
π~

)1/2

e−
µω
2~ (x2+y2) =

(µω
π~

)−1/4

R0,0(r)Y0,0(π/2, φ)

ϕ1(x)ϕ1(y) = 2
(µω
π~

)1/2

e−
µω
2~ (x2+y2)µω

~
xy = 2

(µω
π~

)1/2

e−
µω
2~ r

2 µω

~
r2 sinφ cosφ

=
(µω
π~

)−1/4

R2,2(r)
1√
2

(Y2,2(π/2, φ)− Y2,−2(π/2, φ)) ,

dove abbiamo usato che

R0,0(r) = 2
(µω
~

)3/4

π−1/4e−
µω
2~ r

2

, R2,2(r) =
4√
15

(µω
~

)7/4

π−1/4r2e−
µω
2~ r

2

Y0,0(θ, φ) =
1√
4π

, Y2,±2(θ, φ) =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ .

Perciò

Q(x, y, t) =

(
µω
π~
)−1/4

√
17

(
1√
2
R2,2(r) (Y2,2(π/2, φ)− Y2,−2(π/2, φ)) e−3it

+4R0,0(r)Y0,0(π/2, φ)e−it
)
.

I possibili valori di una misura di lz sono

lz =





2
0
−2

con probabilità

P (lz = 2) = P (lz = −2) =
1

34
P (lz = 0) =

16

17
.

19



Esercizio 9

Si consideri una particella di spin 1
2

e momento angolare 1, la cui evoluzione temporale è
descritta dall’Hamiltoniana

H = α~L2 + β~S2 + γ(Lz + 2Sz) .

1) Determinare gli autostati relativi al momento angolare totale, ~J2 e Jz, con ~J = ~L+ ~S.

2) Sia dato lo stato del sistema al tempo t = 0

|ψ〉t=0 = |3/2, 1/2, 1, 1/2〉j,jz,l,s ,

determinare quali valori può dare una misura di ~J2 e ~Jz ad un generico tempo t e
con che probabilità.

3) All’istante t̄ si misura j2 e si ottiene come risultato 3
4

; determinare quali valori può
dare e con che probabilità una misura di Sz ad un tempo t > t̄ .

Soluzione

1) Scriviamo il passaggio di base dalla base |j, jz, l, s〉 degli autostati degli operatori j2,
jz, l

2, s2, alla base |l, lz〉|s, sz〉 degli autostati degli operatori l2, lz, s
2, sz.

Partiamo dallo stato con jz = lz + sz massimo ovvero jz = 3
2
, lz = 1, sz = 1

2
e

applichiamo ripetutamente l’operatore j− = l− + s−, otteniamo cos̀ı i seguenti stati:

|3/2, 3/2, 1, 1/2〉 = |1, 1〉|1/2, 1/2〉 ,

|3/2, 1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉+ |1, 1〉|1/2,−1/2〉

}
,

|3/2,−1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{
|1,−1〉|1/2, 1/2〉+

√
2|1, 0〉|1/2,−1/2〉

}
,

|3/2,−3/2, 1, 1/2〉 = |1,−1〉|1/2,−1/2〉 ,

|1/2, 1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉 − |1, 0〉|1/2, 1/2〉

}
,

|1/2,−1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{
|1, 0〉|1/2,−1/2〉 −

√
2|1,−1〉|1/2, 1/2〉

}
,

dove gli stati |j = 1
2
, jz = ±1

2
〉 sono stati ottenuti imponendo la condizione di

ortogonalità con i corrispondenti stati |j = 3
2
, jz = ±1

2
〉 .
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2) L’evoluzione temporale è data da

|ψ〉t = e−
i
~Ht|ψ〉t=0

= e−
i
~ [α~L2+β~S2+γ(Lz+2Sz)]t 1√

3

{√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉+ |1, 1〉|1/2,−1/2〉

}

=
1√
3

{√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉e−i(2α~+ 3

4
β~+γ)t + |1, 1〉|1/2,−1/2〉e−i(2α~+ 3

4
β~)t
}

=
1√
3
e−i(2α~+

3
4
β~+ 1

2
γ)t
{√

2|1, 0〉|1/2, 1/2〉e− i2γt + |1, 1〉|1/2,−1/2〉e i2 γt
}

=
1√
3
e−i(2α~+

3
4
β~+ 1

2
γ)t

{√
2

3

(√
2|3/2, 1/2, 1, 1/2〉 − |1/2, 1/2, 1, 1/2〉

)
e−

i
2
γt

+
1√
3

(
|3/2, 1/2, 1, 1/2〉+

√
2|1/2, 1/2, 1, 1/2〉

)
e
i
2
γt

}

=
1

3
e−i(2α~+

3
4
β~+ 1

2
γ)t
{(

3 cos
γt

2
− i sin

γt

2

)
|3/2, 1/2, 1, 1/2〉

−i2
√

2 sin
γt

2
|1/2, 1/2, 1, 1/2〉

}
.

Una misura di J2 darà come risultato

J2 = ~2j(j + 1) = ~2

{
15/4
3/4

con probabilità

P
(
j =

3

2

)
=

1

9

(
9 cos2 γt

2
+ sin2 γt

2

)
, P

(
j =

1

2

)
=

8

9
sin2 γt

2
;

mentre una misura di Jz darà come risultato

Jz =
~
2

con probabilità

P
(
jz =

1

2

)
= 1 .

3) Al tempo t = t̄ lo stato collassa nell’autostato di j2 con autovalore j(j + 1) = 3
4

perciò

|ψ〉t̄ = |1/2, 1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{
|1, 0〉|1/2, 1/2〉 −

√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉

}
.
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L’evoluzione temporale è data da

|ψ〉t>t̄ = e−
i
~Ht|ψ〉t̄

= e−
i
~ [α~L

2+β~S2+γ(Lz+2Sz)]t 1√
3

{
|1, 0〉|1/2, 1/2〉 −

√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉

}

=
1√
3

{
|1, 0〉|1/2, 1/2〉e−i(2α~+ 3

4
β~+γ)t −

√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉e−i(2α~+ 3

4
β~)t
}
.

Una misura di Sz darà come risultato

Sz = ~sz = ~
{

1/2
−1/2

con probabilità

P
(
sz =

1

2

)
=

1

3
, P

(
sz = −1

2

)
=

2

3
.
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Esercizio 10

Una particella di spin 1 e massa m è vincolata a muoversi sulla superfice di una sfera di
raggio R ed è immersa in un campo magnetico B diretto lungo l’asse z, la sua Hamiltoniana
è:

H =
|~L|2

2mR2
+
µB
~
B(Lz + 2Sz).

All’istante iniziale una misura di J2 dà con certezza 2~2, una di Jz dà con certezza +~ e
una di L2 dà un risultato minore o uguale a 2~2; la probabilità di trovare Sz = +~ è 2/3 e
quella di Sz = −~ è 0, infine il valor medio di cos θ è il massimo possibile.

1) Determinare lo stato del sistema a un tempo t generico.

2) Determinare in funzione del tempo il valor medio di cos θ e di J 2.

Soluzione

1) Abbiamo che:

J2 = ~2j(j + 1) = 2~2 , Jz = ~jz = ~ , L2 = ~2l(l + 1) ≤ 2~2 ,

ovvero

j = 1 , jz = 1 , l ≤ 1 ,

perciò nella base |j, jz, l, s〉 degli autostati di j2, jz, l
2 e s2 lo stato sarà descritto dal

vettore

|ψ〉t=0 = α|1, 1, 1, 1〉+ β|1, 1, 0, 1〉 , |α|2 + |β|2 = 1 , α, β ∈ C ,

mentre nella base |l, lz〉|s, sz〉 degli autostati di l2, lz, s
2, sz,

|ψ〉t=0 =
α√
2

{
|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉

}
+ β|0, 0〉|1, 1〉 .

Poichè dev’essere che

P (sz = 1) = 2/3 , P (sz = −1) = 0 , P (sz = 0) = 1/3 ,

avremo che

|α|2
2

+ |β|2 =
2

3
,

|α|2
2

=
1

3
,

perciò, a meno di un fattore di fase complessivo lo stato è dato da

|ψ〉t=0 =
1√
3

{
|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉

}
+
eiδ√

3
|0, 0〉|1, 1〉 .
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Imponiamo ora la condizione che il valor medio di cos θ sia massimo:

〈cos θ〉t=0 = 〈ψ| cos θ|ψ〉t=0

=

[
1√
3

{
〈1, 1|〈1, 0| − 〈1, 0|〈1, 1|

}
+
e−iδ√

3
〈0, 0|〈1, 1|

]
cos θ

[
1√
3

{
|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉

}
+
eiδ√

3
|0, 0〉|1, 1〉

]

=
1

3

{
〈1, 1| cos θ|1, 1〉l,lz + 〈1, 0| cos θ|1, 0〉l,lz − eiδ〈1, 0| cos θ|0, 0〉l,lz

−e−iδ〈0, 0| cos θ|1, 0〉l,lz + 〈0, 0| cos θ|0, 0〉l,lz
}

=
1

3

{∫
cos θ |Y1,1|2dΩ +

∫
cos θ |Y1,0|2dΩ− eiδ

∫
cos θ Y ∗1,0 Y0,0 dΩ

−e−iδ
∫

cos θ Y ∗0,0 Y1,0 dΩ +

∫
cos θ |Y0,0|2dΩ

}

=
1

4

∫ 1

−1

cos θ sin2 θ d cos θ +
1

2

∫ 1

−1

cos3 θ d cos θ − eiδ

2
√

3

∫ 1

−1

cos2 θ d cos θ

− e
−iδ

2
√

3

∫ 1

−1

cos2 θ d cos θ +
1

6

∫ 1

−1

cos θ d cos θ

= − 1

3
√

3

(
eiδ + e−iδ

)
= − 2

3
√

3
cos δ

dove

Y0,0(θ, φ) =
1√
4π

, Y1,0(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ , Y1,1(θ, φ) = −

√
3

8π
sin θ eiφ .

Perciò il valor medio di cos θ è massimo per δ = π , quindi

|ψ〉t=0 =
1√
3

(
|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉 − |0, 0〉|1, 1〉

)
.

Possiamo ora determinare l’evoluzione temporale dello stato:

|ψ〉t = e−
i
~Ht|ψ〉t =

e−
i
~Ht√
3

(
|1, 1〉|1, 0〉 − |1, 0〉|1, 1〉 − 1√

3
|0, 0〉|1, 1〉

)

=
1√
3

(
e−

i
~(

~2

mR2 +µB)t|1, 1〉|1, 0〉 − e− i
~(

~2

mR2 +2µB)t|1, 0〉|1, 1〉+ e−
i
~ 2µBt|0, 0〉|1, 1〉

)
.
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2)

〈cos θ〉t = 〈ψ| cos θ|ψ〉t

=
1

3

{
〈1, 1| cos θ|1, 1〉l,lz + 〈1, 0| cos θ|1, 0〉l,lz + ei

~t
mR2 〈1, 0| cos θ|0, 0〉l,lz

+e−i
~t
mR2 〈0, 0| cos θ|1, 0〉l,lz + 〈0, 0| cos θ|0, 0〉l,lz

}

=
1

3
√

3

(
ei

~t
mR2 + e−i

~t
mR2

)
=

2

3
√

3
cos
( ~t
mR2

)
.

Per calcolare 〈J2〉t dobbiamo esprimere lo stato nella base |j, jz, l, s〉 degli autostati
di j2, jz, l

2 e s2:

|1, 1〉|1, 0〉 =
1√
2

(
|2, 1, 1, 1〉+ |1, 1, 1, 1〉

)
,

|1, 0〉|1, 1〉 =
1√
2

(
|2, 1, 1, 1〉 − |1, 1, 1, 1〉

)
,

|0, 0〉|1, 0〉 = |1, 1, 0, 1〉 ,

|ψ〉t =
1√
3

{
1√
2

(
e−

i
~(

~2

mR2 +µB)t − e− i
~(

~2

mR2 +2µB)t
)
|2, 1, 1, 1〉

+
1√
2

(
e−

i
~( ~2

mR2 +µB)t + e−
i
~( ~2

mR2 +2µB)t
)
|1, 1, 1, 1〉

+e−
i
~2µBt|1, 1, 0, 1〉

}
.

〈J2〉t = 〈ψ|J2|ψ〉t =
1

3

{
3~2 (2− 2 cos (µBt/~)) + ~2 (2 + 2 cos (µBt/~)) + 2~2

}

=
~2

3
{10− 4 cos (µBt/~)} .
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Esercizio 11

L’Hamiltoniana di una particella di massa m e spin 1/2 che si muove in tre dimensioni ha
la forma:

H =
~p 2

2m
+
mω2~r 2

2
+ α~L · ~S .

1) Trovare gli autostati e gli autovalori dell’Hamiltoniana;

2) All’istante t = 0 la particella si trova in un autostato |ψ〉 tale che

i) una misura dell’energia può dare i valori E1 = 5/2~ω + α~2/2 oppure
E2 = 5/2~ω − α~2 ;

ii) se si misurano il momento angolare orbitale e lo spin lungo l’asse z si ottengono
con certezza i valori Lz = +~ e Sz = −~/2 .

Determinare il valor medio dell’energia e lo stato del sistema all’istante t generico;

3) Determinare il valor medio di Lz all’istante t generico.

Soluzione

1)

~J 2 = (~L + ~S)2 = ~L2 + ~S 2 + 2~L · ~S , ~L · ~S =
1

2
( ~J 2 − ~L2 − ~S 2) ,

H =
~p 2

2m
+
mω2~r 2

2
+
α

2
( ~J 2 − ~L2 − ~S 2) = Ho +

α

2
( ~J 2 − ~L2 − ~S 2) ,

Ho =
~p 2

2m
+
mω2~r 2

2
.

[J2, Ho] = [Jz, Ho] = [L2, Ho] = [S2, Ho] = 0 ,

perciò la base |n, j, jz, l, s〉 degli autostati degli operatori Ho, J
2, Jz, L

2, S2 è anche
una base di autostati di H. Gli autovalori sono

En,j,l,s = ~ω(n+
3

2
) + ~2α

2
[j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)] .
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2)

E1 =
5

2
~ω +

α

2
~2 ⇒ 5

2
~ω = ~ω(n+

3

2
) ⇒ n = 1, l = 1,

⇒ α

2
~2 =

α

2
~2
{
j(j + 1)− 2− 3

4

}
⇒ j =

3

2
.

E2 =
5

2
~ω − α~2 ⇒ 5

2
~ω = ~ω(n+

3

2
) ⇒ n = 1, l = 1,

⇒ −α~2 =
α

2
~2
{
j(j + 1)− 2− 3

4

}
⇒ j =

1

2
.

Omettiamo di scrivere n = 1 nello stato, sarà sottinteso quindi che

|j, jz, l, s〉 = |n, j, jz, l, s〉 = |1, j, jz, l, s〉 .
A meno di una fase complessiva lo stato sarà dato da

|ψ〉t=0 = a|3/2, 1/2, 1, 1/2〉+ beiδ|1/2, 1/2, 1, 1/2〉 , a2 + b2 = 1 , a, b ∈ R
scriviamo ora lo stato nella base |l, lz〉|s, sz〉:

|3/2, 1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{
|1, 1〉|1/2,−1/2〉+

√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉

}
,

|1/2, 1/2, 1, 1/2〉 =
1√
3

{√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉 − |1, 0〉|1/2, 1/2〉

}
,

|ψ〉t=0 =
a√
3

{
|1, 1〉|1/2,−1/2〉+

√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉

}

+
b√
3
eiδ
{√

2|1, 1〉|1/2,−1/2〉 − |1, 0〉|1/2, 1/2〉
}
,

siccome dev’essere che Lz = +~ e Sz = −~/2 allora
√

2

3
a− eiδ√

3
b = 0 , δ = 0 , a =

1√
3
, b =

√
2

3
.

Pertanto

|ψ〉t=0 =
1√
3
|3/2, 1/2, 1, 1/2〉+

√
2

3
|1/2, 1/2, 1, 1/2〉 .

L’evoluzione temporale è data da

|ψ〉t = e−
i
~Ht|ψ〉t=0 =

1√
3
e−

i
~E1t|3/2, 1/2, 1, 1/2〉+

√
2

3
e−

i
~E2t|1/2, 1/2, 1, 1/2〉 .

〈H〉t = 〈ψ|H|ψ〉t =
1

3
E1 +

2

3
E2 =

1

3
(E1 + 2E2) =

5

2
~ω − α~2

2
.
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3) Per determinare 〈Lz〉t bisogna scrivere lo stato |ψ〉t nella base |l, lz〉|s, sz〉:

|ψ〉t =
1√
3
e−

i
~E1t|3/2, 1/2, 1, 1/2〉+

√
2

3
e−

i
~E2t|1/2, 1/2, 1, 1/2〉

=
1

3
e−

i
~E1t

{
|1, 1〉|1/2,−1/2〉+

√
2|1, 0〉|1/2, 1/2〉

}

+

√
2

3
e−

i
~E2t

{√
2|1, 1〉|1/2,−1/2〉 − |1, 0〉|1/2, 1/2〉

}

=
1

3

{(
e−

i
~E1t + 2e−

i
~E2t

)
|1, 1〉|1/2,−1/2〉

+
√

2
(
e−

i
~E1t − e− i

~E2t
)
|1, 0〉|1/2, 1/2〉

}
,

da cui

〈Lz〉t = 〈ψ|Lz|ψ〉t =
1

9

{[(
e
i
~E1t + 2e

i
~E2t

)
〈1, 1|〈1/2,−1/2|

+
√

2
(
e
i
~E1t − e i~E2t

)
〈1, 0|〈1/2, 1/2|

]
~
(
e−

i
~E1t + 2e−

i
~E2t

)
|1, 1〉|1/2,−1/2〉

=
~
9

(
1 + 4 + 2e−

i
~ (E2−E1)t + 2e

i
~ (E2−E1)t

)
=
~
9

[
5 + 4 cos

(E2 − E1

~
t
)]

=
~
9

[
5 + 4 cos

(3

2
α~t
)]

.
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Esercizio 12

Una particella di spin 1 e massa m, vincolata a muoversi su una superficie di raggio R, è
descritta dall’Hamiltoniana

H =
~L2

2mR2
+
ω

~
~L · ~S .

Al tempo t = 0 lo stato della particella, nella base in cui Sz è diagonale, è descritto dallo
spinore

Ψ(θ, φ) = N




sin θe−iφ

2 cos θ + 2
√

2
sin θe+iφ


 .

1) Determinare al tempo t = 0 i possibili risultati di una misura di L2, Lz, Sz, J
2 e Jz,

dove ~J = ~L+ ~S, e le relative probabilità;

2) Determinare lo stato del sistema al tempo t;

3) Dire quali dei risultati di cui al punto 1. valgono ad ogni tempo.

Soluzione

1)

Y0,0(θ, φ) =
1√
4π

, Y1,0(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ , Y1,±1(θ, φ) = ∓

√
3

8π
sin θ e±iφ ,

Ψ(θ, φ) = N




sin θe−iφ

2 cos θ + 2
√

2
sin θe+iφ


 = N

√
8π

3




Y1,−1√
2Y1,0 + 2

√
3Y0,0

−Y1,1




=
1

4




Y1,−1√
2Y1,0 + 2

√
3Y0,0

−Y1,1


 , N =

1

4

√
3

8π

dove abbiamo determinato N imponendo la normalizzazione della funzione d’onda.
Utilizzando la notazione di Dirac

|Ψ〉t=0 =
1

4

(
|1,−1〉l,lz |1, 1〉s,sz +

√
2|1, 0〉l,lz|1, 0〉s,sz + 2

√
3|0, 0〉l,lz |1, 0〉s,sz

−|1, 1〉l,lz |1,−1〉s,sz
)
.
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Una misura di L2, Lz e Sz darà come risultato:

L2 = ~2

{
2
0

con

{
P (l = 1) = 1/4
P (l = 0) = 3/4

,

Lz = ~





1
0
−1

con




P (lz = 1) = 1/16
P (lz = 0) = 14/16
P (lz = −1) = 1/16

,

Sz = ~





1
0
−1

con




P (sz = 1) = 1/16
P (sz = 0) = 14/16
P (sz = −1) = 1/16

.

Scriviamo lo stato nella base |j, jz, l, s〉:

|1,−1〉|1, 1〉 =
1√
6
|2, 0, 1, 1〉 − 1√

2
|1, 0, 1, 1〉+ 1√

3
|0, 0, 1, 1〉 ,

|1, 0〉|1, 0〉 =

√
2

3
|2, 0, 1, 1〉 − 1√

3
|0, 0, 1, 1〉 ,

|0, 0〉|1, 0〉 = |1, 0, 0, 1〉 ,

|1, 1〉|1,−1〉 =
1√
6
|2, 0, 1, 1〉+ 1√

2
|1, 0, 1, 1〉+

1√
3
|0, 0, 1, 1〉 .

|Ψ〉t=0 =
1

2
√

3

(
|2, 0, 1, 1〉 −

√
3

2
|1, 0, 1, 1〉 − 1√

2
|0, 0, 1, 1〉+ 3|1, 0, 0, 1〉

)
,

perciò una misura di J2 e Jz darà come risultato:

J2 = ~2





6
2
0

con




P (j = 2) = 1/12
P (j = 1) = 7/8
P (j = 0) = 1/24

,

Jz = 0 con P (jz = 0) = 1 .

2)

H =
~L2

2mR2
+

ω

2~
( ~J 2 − ~L2 − ~S 2) ,

H|2, 0, 1, 1〉 =
~2

mR2
+ ~ω ,
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H|1, 0, 1, 1〉 =
~2

mR2
− ~ω ,

H|0, 0, 1, 1〉 =
~2

mR2
− 2~ω ,

H|1, 0, 0, 1〉 = 0 .

L’evoluzione temporale dello stato è data da

|Ψ〉t = e−
i
~Ht|Ψ〉t=0 =

=
e−

i~t
mR2

2
√

3

(
e−iωt|2, 0, 1, 1〉 −

√
3

2
eiωt|1, 0, 1, 1〉 − e2iωt

√
2
|0, 0, 1, 1〉

)
+

√
3

2
|1, 0, 0, 1〉 .

3)

[J2, H] = [Jz, H] = [L2, H] = 0 ,

perciò i possibili valori di una misura di J2, Jz e L2 e le rispettive probabilità
rimangono invariati nel tempo.

[Lz, H] = [Sz, H] 6= 0 ,

perciò Lz e Sz in generale variano nel tempo.

Tuttavia Jz = Lz + Sz commuta con l’Hamiltoniana e lo stato |Ψ〉 è autostato di Jz
con autovalore 0. Pertanto

P (lz = 1) = P (sz = −1) , P (lz = 0) = P (sz = 0) , P (lz = −1) = P (sz = 1) , ∀t .
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Esercizio 13

Si consideri un sistema tridimensionale la cui Hamiltoniana è data da

H =
~p 2

2m
+
mω2~x 2

2
+ γLz ,

dove Lz è il momento angolare lungo l’asse z e γ è una costante positiva (γ < ω).

1) Determinare gli autovalori e le autofunzioni dell’Hamiltoniana per lo stato di energia
più bassa e per i primi due livelli sucessivi. Discutere le relative degenerazioni;

2) Se si aggiunge all’Hamiltoniana la correzione relativistica

V =
−(~p 2)2

8m3c2
,

trovare al primo ordine della teoria delle perturbazioni lo spostamento in energia
dello stato fondamentale dovuto a V .

Soluzione

1)

H =
~p 2

2m
+
mω2~r 2

2
+ γLz = Ho + γLz

Ho =
~p 2

2m
+
mω2~r 2

2
,

[Ho, Lz] = 0 .

Le autofunzioni sono del tipo

ψn,l,lz(r, θ, φ) = Rn,l(r)Yl,lz(θ, φ) ,

e in notazione di Dirac
|ψ〉 = |n, l, lz〉 .

Gli autovalori sono

En,lz = ~ω(n+
3

2
) + γ~lz .

La degenerazione è data dai possibili valori che può assumere l dato il valore di n.
Perciò

deg(En,lz) =

{
n/2 + 1 n pari

(n+ 1)/2 n dispari
.
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Lo stato fondamentale è |0, 0, 0〉

ψ0,0,0(r, θ, φ) = R0,0(r)Y0,0(θ, φ) , E0,0 =
3

2
~ω

e non ha degenerazione deg(E0,0) = 1 .

Il primo stato eccitato è |1, 1,−1〉

ψ1,1,−1(r, θ, φ) = R1,1(r)Y1,−1(θ, φ) , E1,−1 =
5

2
~ω − ~γ .

e non ha degenerazione deg(E1,−1) = 1 . Notiamo è la che la condizione |γ| < ω che
permette di dire che E1,−1 > E0,0.

Il secondo stato eccitato è |1, 1, 0〉

ψ1,1,0(r, θ, φ) = R1,1(r)Y1,0(θ, φ) , E1,0 =
5

2
~ω .

e non ha degenerazione deg(E1,0) = 1 .

2) Lo spostamento in energia dello stato fondamentale è dato da

E = E0,0 + V0,0 =
3

2
~ω + 〈0, 0, 0|V |0, 0, 0〉 =

3

2
~ω − 〈0, 0, 0| ~p 4

8m3c2
|0, 0, 0〉 ,

dove
~p 4 = p4

x + p4
y + p4

z + 2p2
xp

2
y + 2p2

xp
2
z + 2p2

yp
2
z ,

|0, 0, 0〉n,l,lz = |0〉nx|0〉ny |0〉nz ,
e chiaramente

〈0|〈0|〈0|p4
x|0〉|0〉|0〉 = 〈0|〈0|〈0|p4

y|0〉|0〉|0〉 = 〈0|〈0|〈0|p4
z|0〉|0〉|0〉 ,

〈0|〈0|〈0|p2
x|0〉|0〉|0〉 = 〈0|〈0|〈0|p2

y|0〉|0〉|0〉 = 〈0|〈0|〈0|p2
z|0〉|0〉|0〉 ,

perció

〈0|〈0|〈0|~p 4|0〉|0〉|0〉 = 〈0|〈0|〈0|(3p4
x + 6p2

xp
2
y)|0〉|0〉|0〉 = 3

(m~ω
2

)2

〈0|〈0|〈0|
[
(a†x − ax)4

+2(a†x − ax)2(a†y − ay)2
]
|0〉|0〉|0〉 ,

dove

ax =
1√

2m~ω
(ipx +mωx) , a†x =

1√
2m~ω

(−ipx +mωx) ,

px = i

√
m~ω

2
(a†x − ax) , p2

x =
m~ω

2
(a†x − ax)2 , p4

x =
(m~ω

2

)2

(a†x − ax)4 ,
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e analogamente per ay e py .

Ricordiamo inoltre che

a†x|nx〉 =
√
nx + 1|nx + 1〉 , ax|nx〉 =

√
nx|nx − 1〉 .

Perció

〈0|〈0|〈0|(a†x − ax)4 + 2(a†x − ax)2(a†y − ay)2|0〉|0〉|0〉

= 〈0|〈0|〈0|(a†x − ax)3a†x + 2(a†x − ax)2(a†y − ay)a†y|0〉|0〉|0〉

= 〈0|〈0|〈0|(a†x − ax)2a†xa
†
x − (a†x − ax)2axa

†
x − 2(a†x − ax)2aya

†
y|0〉|0〉|0〉

= 〈0|〈0|〈0| − (a†x − ax)axa†xa†x − (a†x − ax)a†x − 2(a†x − ax)a†x|0〉|0〉|0〉
= 〈0|〈0|〈0|axaxa†xa†x + axa

†
x + 2axa

†
x|0〉|0〉|0〉

= 〈0|〈0|〈0|axaxa†xa†x + 3axa
†
x|0〉|0〉|0〉 = 2 + 3 = 5 .

Quindi

E = E0,0 + V0,0 =
3

2
~ω − 15(m~ω)2

32m3c2
=

3

2
~ω
(

1− 5~ω
16mc2

)
.
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Esercizio 14

Sia data una particella vincolata in un segmento la cui Hamiltoniana è data da

H =
p 2

2m
+ V (x) , V (x) =





+∞ x < −L
2

0 −L
2
< x < L

2

+∞ x > L
2

1) Determinare gli autostati e gli autovalori dell’Hamiltoniana;

2) Si aggiunga ora la perturbazione

λ
~2π2

2mL2
sin
(πx
L

)
,

determinare lo spostamento di energia del livello fondamentale al second’ordine della
teoria delle perturbazioni e la correzione al second’ordine del corrispondente autosta-
to.

Soluzione

1) L’equazione di Schrödinger è data da

∂2ψ(x)

∂x2
+

2m

~2
(E − V (x))ψ(x) = 0 .

All’esterno della buca la soluzione è

ψ(x) = 0 x < −L
2
∪ x >

L

2
,

all’interno della buca le soluzioni sono pari o dispari

ψp(x) =

√
2

L
cos(kpx) , ψd(x) =

√
2

L
sin(kdx) , k2

p,d =
2mE

~2
, −L

2
< x <

L

2
,

dove abbiamo imposto che ∫ L
2

−L
2

|ψ(x)|2dx = 1 .

Imponendo la continuità delle soluzioni abbiamo che

ψ
(
−L

2

)
= ψ

(L
2

)
= 0

perciò

kp
L

2
= (2n− 1)

π

2
, kd

L

2
= nπ n = 1, 2, 3, . . .
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Le autofunzioni del problema imperturbato sono quindi

ψ(0)
n (x) =

√
2

L

{
cos(nπx

L
) n dispari

sin(nπx
L

) n pari

e i rispettivi autovalori

E(0)
n =

~2π2

2mL2
n2 , n = 1, 2, 3, . . .

senza degenerazione: deg(En) = 1 .

2)

λV (x) = λ
~2π2

2mL2
sin
(πx
L

)
, −L

2
< x <

L

2
lo stato fondamentale è

ψ
(0)
1 (x) =

√
2

L
cos
(πx
L

)
,

con energia

E
(0)
1 =

~2π2

2mL2
.

La correzione in energia al second’ordine dello stato fondamentale è data da

E1 = E
(0)
1 + λV11 + λ2

∑

i6=1

|Vi1|2

E
(0)
1 − E(0)

i

+ o(λ2) ,

dove

V11 =

∫ ∞

−∞
ψ

(0)
1

∗
(x)V (x)ψ

(0)
1 (x)dx =

~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

2

L
cos2

(πx
L

)
sin
(πx
L

)
dx = 0 ,

mentre

Vi1 =

∫ ∞

−∞
ψ

(0)
i

∗
(x)V (x)ψ

(0)
1 (x)dx =

~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x) sin

(πx
L

)√ 2

L
cos
(πx
L

)
dx

=
~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x)

1

2

√
2

L
sin
(2πx

L

)
dx =

1

2

~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x)ψ

(0)
2 (x)dx

=
1

2

~2π2

2mL2
δi,2 =

1

2
E

(0)
1 δi,2 .

Perciò

E1 = E
(0)
1 + λ2 |V21|2

E
(0)
1 − E(0)

2

+ o(λ2) = E
(0)
1 + λ2 E

(0)
1

2

4(−3E
(0)
1 )

+ o(λ2)

= E
(0)
1

(
1− λ2

12

)
+ o(λ2) .
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La correzione al second’ordine dell’autostato corrispondente è data da

ψ1(x) = ψ
(0)
1 (x) + λ

∑

i6=1

c
(1)
i ψ

(0)
i + λ2

∑

i6=1

c
(2)
i ψ

(0)
i + o(λ2) ,

dove

c
(1)
i =

Vi1

E
(0)
1 − E(0)

i

= −1

6
δi,2 ,

c
(2)
i =

∑

j 6=1

VijVj1

(E
(0)
1 − E(0)

j )(E
(0)
1 − E(0)

i )
− Vi1V11

(E
(0)
1 − E(0)

i )2

=
∑

j 6=1

1

6

−δj,2Vij
(E

(0)
1 − E(0)

i )
=

1

6

−Vi2
(E

(0)
1 − E(0)

i )
.

Vi2 =

∫ ∞

−∞
ψ

(0)
i

∗
(x)V (x)ψ

(0)
2 (x)dx =

~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x) sin

(πx
L

)√ 2

L
sin
(2πx

L

)
dx

=
~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x)

1

2

√
2

L

[
cos
(πx
L

)
− cos

(3πx

L

)]
dx

=
1

2

~2π2

2mL2

∫ L
2

−L
2

ψ
(0)
i

∗
(x)
(
ψ

(0)
1 (x)− ψ(0)

3 (x)
)
dx =

1

2

~2π2

2mL2
(δi,1 − δi,3)

=
1

2
E

(0)
1 (δi,1 − δi,3) .

Perciò

∑

i6=1

c
(2)
i ψ

(0)
i =

∑

i6=1

1

12

E
(0)
1 (δi,1 − δi,3)

E
(0)
1 − E(0)

i

ψ
(0)
i =

1

12

−E(0)
1

E
(0)
1 − E(0)

3

ψ
(0)
3 =

1

96
ψ

(0)
3 ,

ψ1(x) = ψ
(0)
1 (x)− λ

6
ψ

(0)
2 +

λ2

96
ψ

(0)
3 + o(λ2) .
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Esercizio 15

Sia data una particella di spin 1
2

la cui Hamiltoniana è data da

H0 =
ε

~2

(4

3
~L2 + 2~L · ~S + ~(Lz + Sz)

)
.

1) Determinare gli autostati e gli autovalori di H0;

2) Si consideri ora l’Hamiltoniana

H = H0 + λV , dove V = ε
z

|~r| ,

considerando V come una perturbazione, λ� 1, si calcoli lo spostamento in energia
dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la funzione d’onda del primo
stato eccitato al prim’ordine della teoria delle perturbazioni.

Soluzione

1)

2~L · ~S = ~J 2 − ~L 2 − ~S 2

perciò

H0 =
ε

~2

(1

3
~L2 + ~J 2 − ~S 2 + ~Jz

)
,

una base di autostati è quindi |j, jz, l, s〉 , formata dagli autostati degli operatori J 2,
Jz, L

2 e S2 .

Gli autovalori sono

Ej,jz,l,s = ε
(1

3
l(l + 1) + j(j + 1)− 3

4
+ jz

)
.

Lo stato fondamentale è con il rispettivo autovalore è

|0〉 = |1
2
,−1

2
, 0,

1

2
〉 , E0 = − ε

2
,

mentre il primo stato eccitato con il rispettivo autovalore è

|1〉 = |1
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉 , E1 =

ε

6
.

2)

V = ε
z

|~r| = ε
r cos θ

r
= ε cos θ .

Lo stato fondamentale espresso nella base |l, lz〉|s, sz〉 , degli autostati degli operatori
L2, Lz, S

2, Sz è

|1
2
,−1

2
, 0,

1

2
〉 = |0, 0〉|1

2
,−1

2
〉 .
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Lo spostamento in energia dello stato fondamentale al prim’ordine è dato da

E = E0 + λV00 + o(λ2) ,

dove

V00 = 〈0|V |0〉 = 〈0, 0|〈1
2
,−1

2
|V |0, 0〉|1

2
,−1

2
〉

= 〈1
2
,−1

2
|1
2
,−1

2
〉
∫ 2π

0

∫ 1

−1

Y ∗0,0ε cos θ Y0,0 d cos θ dϕ = 2π
ε

4π

∫ 1

−1

cos θd cos θ = 0 .

Il primo stato eccitato espresso nella base |l, lz〉|s, sz〉 è

|1
2
,−1

2
, 1,−1

2
〉 =

1√
3

(
|1, 0〉|1

2
,−1

2
〉 −
√

2|1,−1〉|1
2
,

1

2
〉
)
.

Lo spostamento in energia del primo stato eccitato al prim’ordine è dato da

E = E1 + λV11 + o(λ2) ,

dove

V11 = 〈1|V |1〉 =
ε

3

∫ 2π

0

∫ 1

−1

Y ∗1,0 cos θ Y1,0 d cos θ dϕ+
2ε

3

∫ 2π

0

∫ 1

−1

Y ∗1,−1 cos θ Y1,−1 d cos θ dϕ

=
2π

3

3ε

4π

∫ 1

−1

cos3 θd cos θ +
4π

3

3ε

8π

∫ 1

−1

cos θ sin2 θd cos θ = 0 .

Infine la correzione al prim’ordine della funzione d’onda dello stato fondamentale è
data da

ψ(x) = ψ0(x) + λ
∑

k 6=0

Vk0

E0 − Ek
ψk + o(λ2) ,

dove

Vk0 = 〈j, jz, l, s|ε cos θ|1
2
,−1

2
, 0,

1

2
〉 =

∑

lz ,sz

C ls
lzsz〈l, ls|〈s, sz|ε cos θ|0, 0〉|1

2
,−1

2
〉

= ε
∑

lz ,sz

C ls
lzsz〈s, sz|

1

2
,−1

2
〉〈l, lz| cos θ|0, 0〉

= ε
∑

lz ,sz

C ls
lzszδs, 12

δsz ,− 1
2
2π

∫ 1

−1

Y ∗l,lz cos θY0,0d cos θ

= ε
∑

lz ,sz

C ls
lzszδs, 12

δsz ,− 1
2
2π

∫ 1

−1

Y ∗l,lz
1√
3
Y1,0d cos θ =

ε√
3

∑

lz ,sz

C ls
lzszδs, 12

δsz ,− 1
2
δl,1δlz ,0 .

39



Gli autostati della base |j, jz, l, s〉 che contribuiscono alla correzione dell’autovalore
sono gli stati in cui è non nullo il coefficiente di Clebsch-Gordan con lo stato con
lz = 0, e sz = −1

2
, ovvero gli stati

|3
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉 =

1√
3

{
|1,−1〉|1

2
,

1

2
〉+
√

2|1, 0〉|1
2
,−1

2
〉
}

|1
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉 =

1√
3

{
|1, 0〉|1

2
,−1

2
〉 −
√

2|1,−1〉|1
2
,
1

2
〉
}
,

le energie di questi stati sono

E 3
2
,− 1

2
,1, 1

2
=

19

6
ε

E 3
2
,− 1

2
,1, 1

2
=
ε

6
.

Perciò la correzione allo stato fondamentale espressa nella base degli autostati del-
l’Hamiltoniana imperturbata è data da

|ψ〉 = |1
2
,−1

2
, 0,

1

2
〉+ λ

√
2

3

ε

− ε
2
− 19ε

6

|3
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉+ λ

1

3

ε

− ε
2
− ε

6

|1
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉+ o(λ2)

= |1
2
,−1

2
, 0,

1

2
〉 − λ2

√
2

25
|3
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉 − λ

2
|1
2
,−1

2
, 1,

1

2
〉+ o(λ2) .
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Esercizio 16

In uno spazio unidimensionale è data l’Hamiltoniana di un sistema di due particelle iden-
tiche di spin 1/2

H =
p 2

1

2m
+
p 2

2

2m
+
µω2

2
(r1 − r2) 2 , µ =

m

2
.

1) Determinare gli autovalori e gli autostati dell’Hamiltoniana nel sistema del centro di
massa.

2) Se si aggiunge all’Hamiltoniana il termine

V = λ(r1r2)(~S1 · ~S2) ,

come vengono modificati gli autovalori dell’Hamiltoniana. Rispondere risolvendo il
problema esattamente.

3) Considerando V come una perturbazione (λ � 1) calcolare lo spostamento in energia
dello stato fondamentale e per il primo stato eccitato al prim’ordine della teoria delle
perturbazioni. Confrontare il risultato con il calcolo esatto.

4) Rispondere alla domanda del punto 1) nel caso in cui le particelle siano bosoni di spin 1.

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa e passiamo nel sistema di
riferimento del centro di massa:

{
R = (r1 + r2)/2
r = r1 − r2

da cui
{
r1 = R + r/2
r2 = R− r/2

quindi

H = Hcm +Hr ,

Hcm =
P 2

2M
= 0 , Hr =

p2

2µ
+
µω2

2
r2 ,

dove P = MṘ , p = µṙ , M = m1 +m2 .

Perciò

H =
p2

2µ
+
µω2

2
r2 .

41



Gli autovalori sono quindi

En = ~ω
(
n+

1

2

)
,

mentre le autofunzioni sono

Ψn,s,sz(r) = ψn(r)χs,sz ,

dove ψn(r) sono le autofunzioni dell’oscillatore armonico mentre χs,sz è la parte
spinoriale e può valere

χ0,0 singoletto antisimmetrico

χ1,sz tripletto simmetrico .

Le particelle sono fermioni identici di spin 1/2 perciò la funzione d’onda complessi-
va dev’essere antisimmetrica rispetto allo scambio delle particelle. Nel sistema di
riferimento del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla trasformazione

{
R = (r1 + r2)/2 → (r2 + r1)/2 = R
r = r1 − r2 → r2 − r1 = −r

quindi

ψn(r) → ψn(−r) =

{
ψn(r) se n è pari
−ψn(r) se n è dispari

perciò l’autofunzione complessiva antisimmetrica sarà

Ψn,s,sz(r) =

{
ψn(r)χ0,0 se n è pari
ψn(r)χ1,sz se n è dispari

.

2)

H =
p2

2µ
+
µω2

2
+ λ(r1r2)(~S1 · ~S2) .

Nel sistema del centro di massa R = 0 perciò

r1r2 = (R +
r

2
)(R− r

2
) = R2 − r2

4
= −r

2

4
,

~S1 · ~S2 =
1

2
(~S2 − ~S2

1 − ~S2
2) =

1

2
(~S2 − 3

2
~2) ,

quindi

H =
p2

2µ
+
µω2

2
r2 − λr

2

8

(
~S2 − 3

2
~2
)
.

Per n pari gli stati sono di singoletto perciò su questi stati

~S2 = ~2s(s+ 1) = 0 ,
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H =
p2

2µ
+
µω2

2
r2 + λ

3

16
~2r2 =

p2

2µ
+
µω2

2

(
1 +

3

8

λ~2

µω2

)
r2 =

p2

2µ
+
µω̃p

2

2
r2 ,

dove ω̃p = ω

√
1 +

3

8

λ~2

µω2
,

En = ~ω̃p
(
n +

1

2

)
= ~ω

√
1 +

3

8

λ~2

µω2

(
n +

1

2

)
, n pari .

Per n dispari gli stati sono di tripletto perciò su questi stati

~S2 = ~2s(s+ 1) = 2~2 ,

H =
p2

2µ
+
µω2

2
r2 − λ 1

16
~2r2 =

p2

2µ
+
µω2

2

(
1− 1

8

λ~2

µω2

)
r2 =

p2

2µ
+
µω̃d

2

2
r2 ,

dove ω̃d = ω

√
1− 1

8

λ~2

µω2
,

En = ~ω̃d
(
n+

1

2

)
= ~ω

√
1− 1

8

λ~2

µω2

(
n+

1

2

)
, n dispari .

3)

V = (r1r2)(~S1 · ~S2) = −r
2

8

(
~S2 − 3

2
~2
)
,

considerando V come una perturbazione abbiamo che la correzione in energia al
prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

λVnn = −λ
8
〈s, sz|~S2 − 3

2
~2〉|s, sz〉〈n|r2|n〉 ,

dove

〈n|r2|n〉 = 〈n| ~
2µω

(a+ a†)2|n〉 =
~

2µω
〈n|a2 + aa† + a†a + a†

2|n〉

=
~

2µω
(n+ n+ 1) =

~
µω

(
n+

1

2

)
,

〈s, sz|~S2 − 3

2
~2〉|s, sz〉 =

{
〈0, 0|~S2 − 3~2/2〉|0, 0〉 = −3~2/2 per n pari

〈1, sz|(~S2 − 3~2/2〉|1, sz〉 = ~2/2 per n dispari
.

Perciò

Vnn =
3~3

16µω

(
n +

1

2

)
, En = ~ω

(
n +

1

2

)
+ λ

3~3

16µω

(
n+

1

2

)
+ o(λ) n pari ,

Vnn = − ~3

16µω

(
n +

1

2

)
, En = ~ω

(
n +

1

2

)
− λ ~3

16µω

(
n+

1

2

)
+ o(λ) n dispari .
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Il risulato coincide con il calcolo esatto al prim’ordine in λ infatti,

En = ~ω

√
1 +

3

8

λ~2

µω2

(
n+

1

2

)
= ~ω

(
1 +

3

16

λ~2

µω2

)(
n +

1

2

)
+ o(λ) n pari ,

En = ~ω

√
1− 1

8

λ~2

µω2

(
n +

1

2

)
= ~ω(1− 1

16

λ~2

µω2
)
(
n+

1

2

)
+ o(λ) n dispari .

4) Nel caso in cui le due particelle sono bosoni di spin 1 le autofunzioni devono essere
simmetriche per scambio delle particelle. Abbiamo che

~S = ~S1 + ~S2 =





2
1
0

Scriviamo i possibili stati dello spin totale |s, sz〉 in funzione della base
|s1, s1z〉1|s2, s2z〉2

|2, 2, 1, 1〉 = |1, 1〉1|1, 1〉2

|2, 1, 1, 1〉 =
1√
2

{
|1, 0〉1|1, 1〉2 + |1, 1〉1|1, 0〉2

}

|2, 0, 1, 1〉 =
1√
6

{
|1, 1〉1|1,−1〉2 + 2|1, 0〉1|1, 0〉2 + |1,−1〉1|1, 1〉2

}

|2,−1, 1, 1〉 =
1√
2

{
|1,−1〉1|1, 0〉2 + |1, 0〉1|1,−1〉2

}

|2,−2, 1, 1〉 = |1,−1〉1|1,−1〉2

|1, 1, 1, 1〉 =
1√
2

{
|1, 1〉1|1, 0〉2 − |1, 0〉1|1, 1〉2

}

|1, 0, 1, 1〉 =
1√
2

{
|1, 1〉1|1,−1〉2 − |1,−1〉1|1, 1〉2

}

|1,−1, 1, 1〉 =
1√
2

{
|1, 0〉1|1,−1〉2 − |1,−1〉1|1, 0〉2

}

|0, 0, 1, 1〉 =
1√
3

{
|1, 1〉1|1,−1〉2 − |1, 0〉1|1, 0〉2 + |1,−1〉1|1, 1〉2

}
,

perciò gli stati sono simmetrici per scambio di particelle se s è pari (s = 2, 0),
antisimmetrici se s è dispari (s = 1).

Le autofunzioni complessive simmetriche per il sistema sono quindi

|Ψn,s,sz(r)〉 =

{
|ψn(r)〉 |s, sz〉 per s e n pari,
|ψn(r)〉 |s, sz〉 per s e n dispari,

,
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mentre gli autovalori rimangono immutati rispetto al caso dei fermioni

En = ~ω
(
n+

1

2

)
.
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Esercizio 17

Siano date due particelle identiche con Hamiltoniana

H =
~p 2

1

2m
+
~p 2

2

2m
− g2

|~r1 − ~r2|
.

1) Determinare gli autovalori dell’Hamiltoniana nel caso in cui le due particelle siano due
bosoni di spin 0 .

2) Determinare gli autovalori dell’Hamiltoniana nel caso in cui le due particelle siano due
fermioni di spin 1/2 .

3) Scrivere le possibili funzioni d’onda per il livello di energia più basso ed il primo stato
eccitato, nel caso che le particelle siano due fermioni di spin 1/2, e discutere le relative
degenerazioni.

4) Data la perturbazione

V = K |~r1 − ~r2| ~S1 · ~S2 ,

calcolare lo spostamento in energia dello stato fondamentale. Si ricorda che la
funzione d’onda radiale nello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno é data da

R10(r) =
2

r
3/2
0

e−r/r0 .

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa e passiamo nel sistema di
riferimento del centro di massa:

{
~R = (~r1 + ~r2)/2
~r = ~r1 − ~r2

da cui
{
~r1 = ~R + ~r/2

~r2 = ~R− ~r/2

quindi

H = Hcm +Hr ,

Hcm =
~P 2

2M
= 0 , Hr =

~p 2

2µ
− g2

|~r | ,

dove ~P = M
.

~R , ~p = µ
.

~r , M = m1 +m2 .
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Perciò

H =
p2

2µ
− g2

|~r | .

Le autofunzioni saranno quindi del tipo

Ψn,l,lz,s,sz(~r ) = ψn,l,lz(~r )χs,sz ,

dove ψn,l,lz(~r ) sono le autofunzioni dell’atomo di idrogeno mentre χs,sz è la parte
spinoriale.

Nel sistema di riferimento del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla
trasformazione

{
~R = (~r1 + ~r2)/2 → (~r2 + ~r1)/2 = ~R
~r = ~r1 − ~r2 → ~r2 − ~r1 = −~r

quindi

ψn,l,lz(~r ) → ψn,l,lz(−~r ) =

{
ψn,l,lz(~r ) se l è pari
−ψn,l,lz(~r ) se l è dispari

Nel caso in cui le due particelle sono bosoni di spin 0 la parte spinoriale della funzione
d’onda |s, sz〉 espressa in funzione degli spin delle singole particelle |s1, s1z〉1|s2, s2z〉2
sarà data da

|0, 0〉 = |0, 0〉1|0, 0〉2 ,
ed è chiaramente simmetrica rispetto allo scambio delle particelle.

Poichè la funzione d’onda complessiva dev’essere simmetrica rispetto allo scambio
delle particelle le autofunzioni saranno

|Ψn,l,lz,s,sz(~r)〉 = |ψn,l,lz(~r )〉 |0, 0〉 , con l pari ,

e siccome per le autofunzioni dell’atomo di idrogeno abbiamo che

l = n− 1, n− 2, . . . 0

gli autovalori saranno

En = − g2

2r0n2
, n ≥ 1 .

2) Nel caso in cui le due particelle sono fermioni di spin 1/2 la parte spinoriale della
funzione d’onda |s, sz〉 espressa in funzione degli spin delle singole particelle
|s1, s1z〉1|s2, s2z〉2 sarà data dal tripletto simmetrico o dal singoletto antisimmetrico:

|1, sz〉 =





|1, 1〉 = |1/2, 1/2〉1|1/2, 1/2〉2
|1, 0〉 =

{
|1/2, 1/2〉1|1/2,−1/2〉2 + |1/2,−1/2〉1|1/2, 1/2〉2

}
/
√

2

|1,−1〉 = |1/2,−1/2〉1|1/2,−1/2〉2

|0, 0〉 =
1√
2

{
|1/2, 1/2〉1|1/2,−1/2〉2 − |1/2,−1/2〉1|1/2, 1/2〉2

}
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Poichè la funzione d’onda complessiva dev’essere antisimmetrica rispetto allo scambio
delle particelle le autofunzioni saranno

|Ψn,l,lz,s,sz(~r)〉 =

{
|ψn,l,lz(~r )〉 |0, 0〉 , se l è pari
|ψn,l,lz(~r )〉 |1, sz〉 , se l è dispari

,

mentre gli autovalori saranno

En = − g2

2r0n2
, n ≥ 1 .

3) Nel caso in cui le particelle sono fermioni di spin 1/2 la funzione d’onda del livello
fondamentale è data da

|Ψ1,0,0,0,0(~r)〉 = |ψ1,0,0(~r )〉 |0, 0〉 ,
il rispettivo autovalore è

E1 = − g2

2r0
,

con degenerazione nulla
deg(E1) = 1 .

per il primo livello eccitato abbiamo invece che

|Ψ2,l,lz,s,sz(~r)〉 =

{
|ψ2,1,lz(~r )〉 |1, sz〉
|ψ2,0,0(~r )〉 |0, 0〉 ,

il rispettivo autovalore è

E2 = − g2

8r0

,

con degenerazione
deg(E2) = 3× 3 + 1 = 10 .

4)

V = K |~r1 − ~r2| ~S1 · ~S2 = K|~r|
2

(~S2 − ~S2
1 − ~S2

2) ,

V00 =
K
2
〈0, 0|~S2 − ~S2

1 − ~S2
2 |0, 0〉〈ψ1,0,0(~r )|(|~r |)|ψ1,0,0(~r )〉

dove

〈0, 0|~S2 − ~S2
1 − ~S2

2 |0, 0〉 = −3

2
~2 ,

〈ψ1,0,0(~r )|(|~r |)|ψ1,0,0(~r )〉 =

∫ ∞

0

|R10|2|~r |r2dr

∫
|Y0,0|2dΩ =

4

r3
0

∫ ∞

0

e−2r/r0r3dr =
3

2
r0 ,

dove l’ultimo integrale si risolve per parti .

Quindi

V00 = −9

8
K~2r0 .
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Esercizio 18

Si consideri un sistema unidimensionale la cui Hamiltoniana è data da

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2 + α(x− x0) ,

1) Determinare esattamente gli autovalori e le autofuzioni dell’Hamiltoniana.

2) Considerando il termine V = α(x − x0) come una perturbazione, calcolare, al primo
ordine perturbativo, la funzione d’onda per lo stato fondamentale e al secondo ordine
perturbativo il valore dell’energia corrispondente ai due stati imperturbati di energia
più bassa.

3) Per i due stati imperturbati di energia più bassa, confrontare il risultato esatto con
quello ottenuto al primo ordine perturbativo.

Soluzione

1)

H =
p2

2m
+
mω2

2
x2 + α(x− x0)

=
p2

2m
+
mω2

2

(
x2 +

2α

mω2
x+

( α

mω2

)2)
− α2

2mω2
− αx0

=
p2

2m
+
mω2

2
y2 − α2

2mω2
− αx0 ,

dove
y = x+

α

mω2
, p = mẋ = mẏ .

Perciò gli autovalori sono

En = ~ω
(
n +

1

2

)
− α2

2mω2
− αx0 ,

mentre le autofunzioni sono quelle dell’oscillatore armonico unidemensionale

ψn(y) = ψn

(
x +

α

mω2

)
,

ψn(x) =
1√
2nn!

(mω
π~

)1/4

Hn(
√
mω/~ x) e−

mω
2~ x

2

,

H0(ξ) = 1 , H1(ξ) = 2ξ , H2(ξ) = 4ξ2 − 2 , ξ =

√
mω

~
x .
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2) La correzione al prim’ordine perturbativo della funzione d’onda dello stato fondamen-
tale è data da

ψ0(x) = ψ
(0)
0 (x) +

∑

i6=0

c
(1)
i ψ

(0)
i

dove

c
(1)
i =

Vi0

E
(0)
0 − E(0)

i

,

Vi0 = 〈i|α(x− x0)|0〉 = α

√
~

2mω
〈i|a+ a†|0〉 − αx0δi0 = α

√
~

2mω
δi1 − αx0δi0 ,

perciò

c
(1)
i6=0 = − α

~ω

√
~

2mω
= − α√

2m~ω3
,

ψ0(x) = ψ
(0)
0 (x)− α√

2m~ω3
ψ

(0)
1 .

La correzione in energia al second’ordine dello stato fondamentale è data da

E0 = E
(0)
0 + V00 +

∑

i6=0

|Vi0|2
E

(0)
0 − E(0)

i

,

dove

V00 = 〈0|α(x− x0)|0〉 = α

√
~

2mω
〈0|a+ a†|0〉 − αx0 = −αx0 ,

perciò

E0 =
~ω
2
− αx0 −

α2

2mω2
,

La correzione in energia al second’ordine del primo stato eccitato è data da

E1 = E
(0)
1 + V11 +

∑

i6=1

|Vi1|2

E
(0)
1 − E(0)

i

,

dove

V11 = 〈1|α(x− x0)|1〉 = α

√
~

2mω
〈1|a+ a†|1〉 − αx0 = −αx0 ,

Vi1 = 〈i|α(x− x0)|1〉 = α

√
~

2mω
〈i|a+ a†|1〉 − αx0δi1

= α

√
~

2mω
(δi0 +

√
2δi2)− αx0δi1 ,
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perciò

E1 =
3

2
~ω − αx0 +

α2

2mω2
(1− 2) =

3

2
~ω − αx0 −

α2

2mω2
.

3) È immediato verificare che gli autovalori del risultato esatto coincidono con quelli
corretti al second’ordine della teoria delle perturbazioni.

Per quanto riguarda la funzione d’onda sviluppiamo la soluzione esatta dello stato
fondamentale al prim’ordine nel parametro α .

ψ0

(
x +

α

mω2

)
= ψ0

(
x +

α

mω2

)∣∣∣
α=0

+
∂ψ0(x+ α

mω2 )

∂α

∣∣∣
α=0

α + o(α)

= ψ0(x) +
(mω
π~

)1/4

e−
mω
2~ (x+ α

mω2 )2
(
− 1

~ω
(x+

α

mω2
)
)∣∣∣

α=0
α + o(α)

= ψ0(x) +
1√
2

(mω
π~

)1/4

2

√
mω

~
xe−

mω
2~ x

2
(
−
√

~
2mω

1

~ω

)
α + o(α)

= ψ0(x)− α√
2m~ω3

ψ1(x) + o(α) ,

il risultato coincide con quello ottenuto in teoria delle perturbazioni.
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Esercizio 19

Un sistema composto di due particelle identiche, è descritto dall’Hamiltoniana:

H0 = α

(
~L2 +

~J 2

2
+
~Jz
2

)
, α > 0

dove ~L è il momento angolare orbitale del sistema e ~J il momento angolare totale.

1) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano bosoni di spin 0 .

2) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano fermioni di spin 1/2 .

3) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano bosoni di spin 1 .

4) Se si aggiunge ad H0 un termine di interazione

V = ε α~L · ~S , ε� 1

dove ~S è lo spin totale del sistema, ricalcolare i livelli di energia richiesti al punto 3) .

5) Nel caso dei bosoni di spin 1, calcolare lo spostamento dei livelli al primo ordine in ε
considerando V come una perturbazione e confrontare i risultati con il punto 4) .

Soluzione

Gli autovalori dell’Hamiltoniana sono:

Ej,jz,l = α~2
(
l(l + 1) +

j(j + 1)

2
+
jz
2

)
.

Una base di autostati dell’Hamiltoniana sarà quindi data da

|j, jz, l, s〉 .
A seconda che le particelle siano bosoni o fermioni la funzione d’onda complessiva

dev’essere simmetrica o antisimmetrica per scambio di particelle, scriviamo quindi la base
degli autostati dell’Hamiltoniana in funzione della base |l, lz〉|s, sz〉 e imponiamo la giusta
simmetria.

|j, jz, l, s〉 = |l, lz〉|s, sz〉 .
Per quanto riguarda la parte orbitale, nel sistema del centro di massa lo scambio delle
particelle equivale all’operazione di parità, perciò la parte orbitale della funzione d’onda è
simmetrica per scambio di particelle se l pari, antisimmetrica se dispari.

|l, lz〉 1↔2−→ (−1)l|l, lz〉 .
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1) Nel caso in cui le due particelle siano due bosoni identici di spin 0 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, sz〉 in funzione della base |s1, s1z〉1|s2, s2z〉2 è data da

|0, 0〉s,sz = |0, 0〉1|0, 0〉2
ed è chiaramente simmetrica per scambio di particelle.

Affinché la funzione d’onda complessiva sia anch’essa simmetrica dobbiamo imporre
che anche la parte orbitale della funzione d’onda sia simmetrica per scambio di
particelle quindi l dev’essere pari.

Lo stato fondamentale è dato da

|0, 0〉l,lz|0, 0〉s,sz = |0, 0, 0, 0〉j,jz,l,s ,

con autovalore
E0,0,0 = 0 .

Il primo stato eccitato è dato da

|2,−2〉l,lz |0, 0〉s,sz = |2,−2, 2, 0〉j,jz,l,s ,

con autovalore
E2,−2,2 = 8α~ .

Il secondo stato eccitato è dato da

|2,−1〉l,lz |0, 0〉s,sz = |2,−1, 2, 0〉j,jz,l,s ,

|2,−1, 2, 0〉j,jz,l,s ,
con autovalore

E2,−1,2 =
17

2
α~ .

2) Nel caso in cui le due particelle siano due fermioni identici di spin 1/2 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, sz〉 in funzione della base |s1, s1z〉1|s2, s2z〉2 è data da

|s, sz〉 =

{
|0, 0〉s,sz singoletto antisimmetrico
|1, sz〉s,sz tripletto simmetrico

.

Affinché la funzione d’onda complessiva sia antisimmetrica per scambio di particelle
dobbiamo associare la parte orbitale della funzione d’onda con l pari al singoletto di
spin e la la parte orbitale con l dispari al tripletto di spin.

Lo stato fondamentale è dato da

|0, 0〉l,lz|0, 0〉s,sz = |0, 0, 0, 0〉j,jz,l,s ,

con autovalore
E0,0,0 = 0 .

53



Per gli stati eccitati dobbiamo considerare gli stati

|1, lz〉l,lz |1, sz〉s,sz =




|2, jz, 1, 1〉j,jz,l,s
|1, jz, 1, 1〉j,jz,l,s
|0, 0, 1, 1〉j,jz,l,s

,

il primo stato eccitato è quindi

|0, 0, 1, 1〉j,jz,l,s =
1√
3

{
|1, 1〉l,lz|1,−1〉s,sz − |1, 0〉l,lz|1, 0〉s,sz + |1,−1〉l,lz |1, 1〉s,sz

}
,

con autovalore
E0,0,1 = 2α~ ,

mentre il secondo stato eccitato è dato da

|1,−1, 1, 1〉j,jz,l,s =
1√
2

{
|1, 0〉l,lz|1,−1〉s,sz − |1,−1〉l,lz|1, 0〉s,sz

}
,

con autovalore

E1,−1,1 =
5

2
α~ .

2) Nel caso in cui le due particelle siano due bosoni identici di spin 1 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, sz〉 in funzione della base |s1, s1z〉1|s2, s2z〉2 è data da

|s, sz〉 =




|2, sz〉s,sz pentapletto simmetrico
|1, sz〉s,sz tripletto antisimmetrico
|0, 0〉s,sz singoletto simmetrico

.

Affinché la funzione d’onda complessiva sia simmetrica per scambio di particelle dob-
biamo associare la parte orbitale della funzione d’onda con l pari al singoletto o al
pentapletto di spin e la la parte orbitale con l dispari al tripletto di spin.

Lo stato fondamentale è dato da

|0, 0〉l,lz|0, 0〉s,sz = |0, 0, 0, 0〉j,jz,l,s ,

con autovalore
E0,0,0 = 0 .

Per gli stati eccitati dobbiamo considerare gli stati

|0, 0〉l,lz |2, sz〉s,sz = |2, jz, 0, 2〉j,jz,l,s ,

e gli stati

|1, lz〉l,lz |1, sz〉s,sz =




|2, jz, 1, 1〉j,jz,l,s
|1, jz, 1, 1〉j,jz,l,s
|0, 0, 1, 1〉j,jz,l,s

,
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Per il primo stato eccitato abbiamo i seguenti stati degeneri

|0, 0, 1, 1〉j,jz,l,s =
1√
3

{
|1, 1〉l,lz|1,−1〉s,sz − |1, 0〉l,lz|1, 0〉s,sz + |1,−1〉l,lz |1, 1〉s,sz

}
,

|2,−2, 0, 2〉j,jz,l,s = |0, 0〉l,lz|2,−2〉s,sz,

con autovalore
E0,0,1 = E2,−2,0 = 2α~ ,

con degenerazione 2.

Per il secondo stato eccitato abbiamo i seguenti stati degeneri

|1,−1, 1, 1〉j,jz,l,s =
1√
2

{
|1, 0〉l,lz|1,−1〉s,sz − |1,−1〉l,lz |1, 0〉s,sz

}
,

|2,−1, 0, 2〉j,jz,l,s = |0, 0〉l,lz|2,−1〉s,sz,

con autovalore

E1,−1,1 = E2,−1,0 =
5

2
α~ ,

con degenerazione 2.

4) Se aggiungiamo all’Hamiltoniana il termine

V = εα~L · ~S

abbiamo che
~L · ~S =

1

2

(
~J 2 − ~L2 − ~S 2

)
,

H = α

((
1− ε

2

)
~L2 + (1 + ε)

~J 2

2
+
~Jz
2
− ε

2
~S 2

)
, (1)

Ej,jz,l,s = α~2
(

(1− ε

2
)l(l + 1) + (1 + ε)

j(j + 1)

2
+
jz
2
− ε

2
s(s+ 1)

)
.

I livelli di energia calcolati nel punto 3) saranno ora:

|0, 0, 0, 0〉j,jz,l,s , E0,0,0,0 = 0 ,

|0, 0, 1, 1〉j,jz,l,s , E0,0,1,1 = 2α~2(1− ε) ,
|2,−2, 0, 2〉j,jz,l,s , E2,−2,0,2 = 2α~2 ,

|1,−1, 1, 1〉j,jz,l,s , E1,−1,1,1 =
5

2
α~2(1− 2

5
ε) ,

|2,−1, 0, 2〉j,jz,l,s , E2,−1,0,2 =
5

2
α~2 ,

la perturbazione perciò rimuove la degenerazione .
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5) Per calcolare la correzione in energia in teoria delle perturbazioni dobbiamo calcolare il
valore di aspettazione di V fra gli stati trovati nel punto 3) tenendo conto del fatto
che i primi due livelli eccitati sono degeneri con degenerazione 2 .

V =
εα

2

(
~J 2 − ~L2 − ~S 2

)
,

la perturbazione è diagonale nella base |j, jz, l, s〉 degli autostati dell’Hamiltoniana,
perciò nei sottospazi degeneri gli elementi di matrice di V fuori della diagonale
sono nulli, le correzioni agli autovalori saranno date dai valore di aspettazione di
V calcolato su ogni stato del punto 3).

〈0, 0, 0, 0|V |0, 0, 0, 0〉 = 0

〈0, 0, 1, 1|V |0, 0, 1, 1〉 = −2εα~2

〈2,−2, 1, 1|V |2,−2, 1, 1〉 = 0

〈1,−1, 1, 1|V |1,−1, 1, 1〉 = −εα~2

〈2,−1, 1, 1|V |2,−1, 1, 1〉 = 0 .

Si verifica immediatamente che le correzioni trovate coincidono con quelle calcolate
nel punto 4) .
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Esercizio 20

Sia dato un sistema di due bosoni identici di spin 0 e massa m in uno spazio unidimensionale
la cui Hamiltoniana ha la forma

H = H0 + λV ,

dove

H0 =
p2

1

2m
+
mω2

2
x2

1 +
p2

2

2m
+
mω2

2
x2

2 , V = mω2x1x2 .

1) Determinare gli autovalori e i corrispondenti autoket del livello fondamentale e dei primi
due livelli eccitati del problema imperturbato e le correzioni in energia al prim’ordine
della teoria delle perturbazioni. Discutere le degenerazioni in assenza e in presenza
della perturbazione.

2) Rispondere al punto 1) nel caso in cui le particelle siano fermioni di spin 1/2 .

3) Risolvere esattamente il problema, nel caso di bosoni di spin 0 e di fermioni di spin 1/2,
facendo un’opportuna trasformazione delle coordinate e confrontare il risultato con
quello ottenuto con la teoria delle perturbazioni.

Soluzione

1) Gli autovalori e gli autoket del problema imperturbato sono

E(0)
n1,n2

= ~ω
(
n1 + n2 + 1

)
, |n1, n2, s, sz〉 = |n1〉|n2〉|0, 0〉s,sz

dove |n〉 è l’autoket di un oscillatore armonico unidimensionale e |s, sz〉 è la parte
spinoriale della funzione d’onda.

〈x|n〉 = ψn(x) =
1√
2nn!

(mω
π~

)1/4

Hn(
√
mω/~x) e−

mω
2~ x

2

,

|s, sz〉 = |0, 0〉s1,s1z |0, 0〉s2,s2z .
La parte spinoriale della funzione d’onda è chiaramente simmetrica per lo scambio
delle particelle, affinchè la funzione d’onda complessiva del sistema sia simmetrica
per scambio di particelle la parte spaziale della funzione d’onda dev’essere simmetrica
rispetto allo scambio dei due bosoni.

L’autoket, l’autovalore e la degenerazione dello stato fondamentale sono

|0〉 = |0〉|0〉|0, 0〉s,sz , E
(0)
0 = ~ω , g = 1 .

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈0|V |0〉 = mω2〈0|〈0|x1x2|0〉|0〉 = mω2 ~
2mω

〈0|〈0|(a1 + a†1)(a2 + a†2)|0〉|0〉 = 0 .
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L’autoket, l’autovalore e la degenerazione del primo stato eccitato sono

|1〉 =
1√
2

{
|1〉|0〉+ |0〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz , E

(0)
1 = 2~ω , g = 1 .

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈1|V |1〉 =
~ω
4

{
〈1|〈0|+ 〈0|〈1|

}
(a1 + a†1)(a2 + a†2)

{
|1〉|0〉+ |0〉|1〉

}
=
~ω
2

,

E1 = E
(0)
1 + λ

~ω
2

= ~ω
(

2 +
λ

2

)
.

Gli autoket, l’autovalore e la degenerazione del secondo stato eccitato sono

|2I〉 =
1√
2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉

}
|0, 0〉s,sz , |2II〉 = |1〉|1〉|0, 0〉s,sz ,

E
(0)
2 = 3~ω , g = 2 .

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈2I|V |2I〉 =
~ω
4

{
〈2|〈0|+ 〈0|〈2|

}
(a1 + a†1)(a2 + a†2)

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉

}
= 0 ,

〈2II|V |2II〉 =
~ω
2
〈1|〈1|(a1 + a†1)(a2 + a†2)|1〉|1〉 = 0 ,

〈2I|V |2II〉 =
~ω

2
√

2

{
〈2|〈0|+ 〈0|〈2|

}
(a1 + a†1)(a2 + a†2)|1〉|1〉

=
~ω

2
√

2

{
〈2|〈0|+ 〈0|〈2|

}{
|0〉|0〉+

√
2|0〉|2〉+

√
2|2〉|0〉+ 2|1〉|1〉

}
= ~ω ,

perciò

V = ~ω
(

0 1
1 0

)
, λ± = ±~ω , |λ±〉 =

1√
2

{
|2I〉+ |2II〉

}
.

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

E2± = E
(0)
2 ± λ~ω = ~ω(3± λ) ,

|2+〉 =
1√
2

{
|2I〉+ |2II〉

}
=

1

2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉+

√
2|1〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz , g = 1 ,

|2−〉 =
1√
2

{
|2I〉 − |2II〉

}
=

1

2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉 −

√
2|1〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz . g = 1 .
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2) Nel caso in cui le particelle sono due fermioni identici la parte spinoriale della funzione
d’onda è data da

|s, sz〉 =

{
|0, 0〉s,sz singoletto antisimmetrico
|1, sz〉s,sz tripletto simmetrico

Affinchè la funzione d’onda complessiva del sistema sia antisimmetrica per lo scambio
dei fermioni bisogna associare la parte spaziale della funzione d’onda simmetrica al
singoletto e quella antisimmetrica al tripletto.

L’autoket, l’autovalore e la degenerazione dello stato fondamentale sono

|0〉 = |0〉|0〉|0, 0〉s,sz , E
(0)
0 = ~ω , g = 1 .

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈0|V |0〉 = mω2〈0|〈0|x1x2|0〉|0〉 = mω2 ~
2mω

〈0|〈0|(a1 + a†1)(a2 + a†2)|0〉|0〉 = 0 .

Gli autoket, l’autovalore e la degenerazione del primo stato eccitato sono

|1I〉 =
1√
2

{
|1〉|0〉+ |0〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz ,

|1II〉 =
1√
2

{
|1〉|0〉 − |0〉|1〉

}
|1, 0〉s,sz ,

E
(0)
1 = 2~ω , g = 4 .

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈1I|V |1I〉 =
~ω
4

{
〈1|〈0|+ 〈0|〈1|

}
(a1 + a†1)(a2 + a†2)

{
|1〉|0〉+ |0〉|1〉

}
=
~ω
2

,

〈1II|V |1II〉 =
~ω
4

{
〈1|〈0| − 〈0|〈1|

}
(a1 + a†1)(a2 + a†2)

{
|1〉|0〉 − |0〉|1〉

}
= −~ω

2
,

〈1I|V |1II〉 =
mω2

2

{
〈1|〈0|+ 〈0|〈1|

}
x1x2

{
|1〉|0〉 − |0〉|1〉

}
〈0, 0|1, sz〉 = 0 .

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

E1+ = E
(0)
1 + λ

~ω
2

= ~ω
(

2 +
λ

2

)
,

E1− = E
(0)
1 − λ

~ω
2

= ~ω
(

2− λ

2

)
,

|1+〉 = |1I〉 , g = 1 ,

|1−〉 = |1II〉 , g = 3 .
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Gli autoket, l’autovalore e la degenerazione del secondo stato eccitato sono

|2I〉 =
1√
2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉

}
|0, 0〉s,sz ,

|2II〉 = |1〉|1〉|0, 0〉s,sz ,

|2III〉 =
1√
2

{
|2〉|0〉 − |0〉|2〉

}
|1, sz〉s,sz ,

E
(0)
2 = 3~ω , g = 5 .

Poiché la perturbazione non agisce slla parte spinoriale della funzione d’onda gli
elementi di matrice di V fra stati con spin differente sono nulli.

〈2I|V |2III〉 = 〈2II|V |2III〉 = 0

Possiamo perciò considerare separatamente gli stati di singoletto e gli stati di triplet-
to.

Per gli stati di singoletto la trattazione è identica al caso di bosoni di spin 0 ; la
correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è data da

〈2I|V |2I〉 = 〈2II|V |2II〉 = 0 ,

〈2I|V |2II〉 = ~ω ,

perciò

V = ~ω
(

0 1
1 0

)
, λ± = ±~ω , |λ±〉 =

1√
2

{
|2I〉+ |2II〉

}
.

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

E2± = E
(0)
2 ± λ~ω = ~ω(3± λ) ,

|2+〉 =
1√
2

{
|2I〉+ |2II〉

}
=

1

2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉+

√
2|1〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz , g = 1 ,

|2−〉 =
1√
2

{
|2I〉 − |2II〉

}
=

1

2

{
|2〉|0〉+ |0〉|2〉 −

√
2|1〉|1〉

}
|0, 0〉s,sz . g = 1 .

Per lo stato di tripletto la correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni è
data da

〈2III|V |2III〉 = 0

L’autovalore corretto al prim’ordine, con il rispettivo autoket e degenerazione è

E20 = E
(0)
2 = 3~ω ,

|20〉 = |2III〉, g = 3 .
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3) Per risolvere esattamente il problema introduciamo la coordinata del centro di massa e
relativa e passiamo nel sistema di riferimento del centro di massa

{
X = (x1 + x2)/2
x = x1 − x2

da cui

{
x1 = X + x/2
x2 = X − x/2

quindi

x2
1 + x2

2 = 2X2 +
x2

2
, x1x2 = X2 − x2

4
.

H =
P 2

2M
+
p2

2µ
+
mω2

2

(
2X2 +

x2

2

)
+ λmω2

(
X2 − x2

4

)
= HN +Hn ,

HN =
P 2

2M
+
Mω2

2
(1 + λ)X2 =

P 2

2M
+
Mω2

+

2
X2 ,

Hn =
p2

2µ
+
µω2

2
(1− λ)x2 =

p2

2µ
+
Mω2

−
2

x2 ,

dove P = MẊ , p = µẋ , M = 2m , , µ = m/2 , ω± = ω
√

1± λ .
Gli autovalori e le autofunzioni dell’Hamiltoniana sono quindi

EN,n = ~ω+(N +
1

2
) + ~ω−(n+

1

2
) , |N, n, s, sz〉 = |N〉|n〉|s, sz〉

dove |N〉 è l’autoket di un oscillatore armonico unidimensionale di massa M e pul-
sazione ω+ mentre e |n〉 è l’autoket di un oscillatore armonico unidimensionale di mas-
sa µ e pulsazione ω−; |s, sz〉 è la parte spinoriale della funzione d’onda. Sviluppando
per λ� 1

EN,n = ~ω
(
N + n+ 1 +

λ

2
(N − n)

)
+ o(λ) .

Nel sistema del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla trasformazione

{
X = (x1 + x2)/2 → (x2 + x1)/2 = X
x = x1 − x2 → x2 − x1 = −x

quindi gli autoket si trasformano nel seguente modo

|N〉 → |N〉 , |n〉 → (−1)n|n〉 .

Nel caso di bosoni di spin 0 la parte spinoriale della funzione d’onda è simmetrica
per scambio di particelle percui dobbiamo scegliere n pari per garantire la simmetria
della funzione d’onda complessiva per scambio di particelle.
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I primi livelli energetici con i rispettivi autoket, autovalori e degenerazioni nell’ap-
prossimazione λ� 1 sono

|0〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω , g = 1 ,

|1〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω
(

2 +
λ

2

)
, g = 1 ,

|0〉N |2〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω(3− λ) , g = 1 ,

|2〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω(3 + λ) , g = 1 .

Nel caso di fermioni di spin 1/2 la parte spinoriale della funzione d’onda può essere
antisimmetrica o simmetrica per scambio di particelle dovremo perciò accoppiarla
rispettivamente con la parte spaziale con n pari o dispari per garantire l’antisimmetria
della funzione d’onda complessiva per scambio di particelle.

I primi livelli energetici con i rispettivi autoket, autovalori e degenerazioni nell’ap-
prossimazione λ� 1 sono

|0〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω , g = 1 ,

|0〉N |1〉n|1, sz〉s,sz , E ' ~ω
(

2− λ

2

)
, g = 3 ,

|1〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω
(

2 +
λ

2

)
, g = 1 ,

|0〉N |2〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω(3− λ) , g = 1 ,

|1〉N |1〉n|1, sz〉s,sz , E ' 3~ω , g = 3 ,

|2〉N |0〉n|0, 0〉s,sz , E ' ~ω(3 + λ) , g = 1 .

Gli autovalori calcolati al prim’ordine in λ corrispondono a quelli trovati con lateoria
delle perturbazioni, per dimostrare che anche gli autoket corrispondono notiamo che

X =

√
~

2Mω+
(A+A†) '

√
~

4mω+
(A+A†) , x =

√
~

2µω−
(a+a†) '

√
~

mω−
(a+a†)

x1 + x2

2
=

1

2

√
~

2mω
(a1 + a†1 + a2 + a†2) , x1 − x2 =

√
~

2mω
(a1 + a†1 − a2 − a†2)

perció

A ' 1√
2

(a1 + a2) , a ' 1√
2

(a1 − a2) .

Consideriamo solo la parte spaziale della funzione d’onda in quanto la parte spinoriale
coincide per entrambi i metodi.
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Il livello fondamentale è dato da

|0〉N |0〉n ' |0〉n1|0〉n2 ,

ricaviamo gli altri autostati applicando gli operatori A† e a†:

A†|0〉N |0〉n = |1〉N |0〉n '
1√
2

(a†1 + a†2)|0〉n1|0〉n2 =
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 + |0〉n1|1〉n2

}
,

A†|1〉N |0〉n =
√

2|2〉N |0〉n '
1√
2

(a†1 + a†2)
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 + |0〉n1|1〉n2

}

=
1

2

{√
2|2〉n1|0〉n2 +

√
2|0〉n1|2〉n2 + 2|1〉n1|1〉n2

}
,

a†|0〉N |0〉n = |0〉N |1〉n '
1√
2

(a†1 − a†2)|0〉n1|0〉n2 =
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 − |0〉n1|1〉n2

}
,

a†|0〉N |1〉n =
√

2|0〉N |2〉n '
1√
2

(a†1 − a†2)
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 − |0〉n1|1〉n2

}

=
1

2

{√
2|2〉n1|0〉n2 +

√
2|0〉n1|2〉n2 − 2|1〉n1|1〉n2

}
,

a†|1〉N |0〉n = |1〉N |1〉n '
1√
2

(a†1 − a†2)
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 + |0〉n1|1〉n2

}

=
1

2

{√
2|2〉n1|0〉n2 −

√
2|0〉n1|2〉n2

}
,

ricapitolando,

|0〉N |0〉n ' |0〉n1|0〉n2 ,

|1〉N |0〉n '
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 + |0〉n1|1〉n2

}
,

|0〉N |1〉n '
1√
2

{
|1〉n1|0〉n2 − |0〉n1|1〉n2

}
,

|2〉N |0〉n '
1

2

{
|2〉n1|0〉n2 + |0〉n1|2〉n2 +

√
2|1〉n1|1〉n2

}
,

|0〉N |2〉n '
1

2

{
|2〉n1|0〉n2 + |0〉n1|2〉n2 −

√
2|1〉n1|1〉n2

}
,

|1〉N |1〉n '
1√
2

{
|2〉n1|0〉n2 − |0〉n1|2〉n2

}
.
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Esercizio 21

Si consideri l’effetto di un campo elettrico uniforme sugli stati eccitati di un atomo di
idrogeno (effetto Stark lineare).

H =
~p 2

2m
− e2

|~r| − ez|
~E| .

1) Considerando il campo elettrico come una perturbazione e trascurando gli effetti di
struttura fine dell’atomo di idrogeno determinare le correzioni degli autovalori al
prim’ordine della teoria delle perturbazioni per lo stato fondamentale e per il primo
stato eccitato. Discutere le relative degenerazioni.

Soluzione

1) Gli autostati e gli autovalori con relativa degenerazione dell’atomo di idrogeno sono

ψn,l,lz = Rn,l(r)Yl,lz(θ, φ) , (0 ≤ l < n) , En = − e2

2r0n2
, g = n2 .

Per lo stato fondamentale abbiamo che

|1, 0, 0〉 , E1 = − e2

2r0
, g = 1 ,

e la correzione al prim’ordine dell’energia è data da

〈1, 0, 0|V |1, 0, 0〉 = −e| ~E|〈1, 0, 0|r cos θ|1, 0, 0〉 = 0

Per il primo stato eccitato abbiamo che

|2, 1, lz〉 , |2, 0, 0〉 , E2 = − e2

8r0
, g = 4 ,

per ottenere la correzione al prim’ordine dell’energia dobbiamo calcolare il valore di
aspettazione di V nel sottospazio degenre di dimensione 4. Notiamo che poiché la
perturbazione è dispari per operazione di parità avrà elementi di matrice non nulli
solo fra gli stati con parità opposta (nel nostro caso l = 1 e l = 0); inoltre V non
agisce sulla componente lz degli autostati quindi avrà elementi di matrice non nulli
fra gli stati con ugual valore di lz. Dobbiamo perció calcolare solamente

〈2, 1, 0|V |2, 0, 0〉 = −e| ~E|
∫ ∞

0

R∗21(r)R20(r)rr2dr

∫
Y ∗10(θ, φ)Y00(θ, φ)dΩ

= −e| ~E| 1

4
√

3r4
0

∫ ∞

0

e−r/r0
(

1− r

2r0

)
r4dr 2π

√
3

4π

2

3

= −e|
~E|

12r4
0

(
−3

2

∫ ∞

0

e−r/r0r4dr

)
= 3e| ~E|r0 ,
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dove l’ultimo integrale si effettua integrando ripetutamente per parti.

Abbiamo quindi che

V = 3e| ~E|r0




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 ,

nella base degli autostati




1
0
0
0


 = |2, 0, 0〉 ,




0
1
0
0


 = |2, 1, 0〉 ,




0
0
1
0


 = |2, 1, 1〉 ,




0
0
0
1


 = |2, 1,−1〉 .

Diagonalizzando la matrice otteniamo come autovalore λ0 = 0 con molteplicità 2 e
gli autovalori λ± = ±3e| ~E|r0 con molteplicità 1.

Una base di autostati che diagonalizza V è quindi

|2, 1, 1〉 , |2, 1,−1〉 , 1√
2

{
|2, 0, 0〉+ |2, 1, 0〉

}
,

1√
2

{
|2, 0, 0〉 − |2, 1, 0〉

}
.

Per effetto della perturbazione la degenerazione viene quindi parzialmente rimossa:
abbiamo infatti i due stati con lz 6= 0 la cui energia non viene modificata dalla
perturbazione

|2, 1, 1〉 , |2, 1,−1〉 , E = E2 , g = 2 ,

e i due stati con lz = 0 la cui degenerazione viene rimossa

1√
2

{
|2, 0, 0〉+ |2, 1, 0〉

}
, E+ = E2 + 3e| ~E|r0 , g = 1

1√
2

{
|2, 0, 0〉 − |2, 1, 0〉

}
, E+ = E2 − 3e| ~E|r0 , g = 1 .
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