Esercizio 1

Sia dato il seguente stato di un sistema

2+y2 22

G(E,t=0)=Ne @ (z+y+z).
1) Quali valori pué dare una misura di [? e L, e con che probabilita?

2) Sia H = —\L, determinare (L,); e (L,); .

Soluzione

1) Passiamo in coordinate sferiche:
x =rsinfcosy
y =rsinfsing
2z =rcost

. r? L e el _ e — e
Y(Z) = Nexp(—?) (’r sin @ ) + rsmHT + 7 cos 6)
r2 |, [8t1—i /8wl +1 Y
= Nr exp(—ﬁ) [Z ? 5 Y171 —1 ? 5 Yl,fl —1 ?Yl,()
8Tr r? , , ,
— Ny S5 exp(=p) [(L+ Yan + (1= )i, 1 — iv2Vig] -
32 a?
Percio i valori di una misura di L2 e L, saranno
. 1
(L*) = Rl + 1) = 2R° e (L.)=h<{ 0
-1
Ovviamente
Pl=1)=1
mentre
J -1 A\ 2
P 1) - @)L = 1u(@)
(¥ (@)[¢(2))]
B (1 +3)]? _1
(1= (14 + (1441 —10)—2¢2 3
1
Pll,=-1) = -
(l=-1) =3
1
P(l,=0)=-.
(.=0) =




2) Siccome [H, L,] =0, L, ¢ una costante del moto quindi

(OL:]¢)e _ (W]L:|¢h)e=0

Ll = 00y~ s
_ B(1+ )] = Bl(1 = )| —0
=D+ +d+ol—n-22
([Lalt)e _ (@ler™ " Loe” i)
Ly)y = = ity — 1 Ht
N T P N LI
_ {lem B e ) g
(Y[1) =0
- é [((1— i)e M (1, 1] + (1 +14)e™ (1, —1] +iv/2(1, 0!)(L++L_)
( (L D™ 1,1) 4 (1= i)e ™1, 1) = iV2[1,0) ) |

= 5 (1= 9PV + (14 e VE(-iv)
FVR(L+ DMV + V(L - ) MV2] = 0.



Esercizio 2
Sia dato il seguente stato di un sistema
V(T T =0) =9(r0,9,t =0) = R(r)[aoY1,1(0,¢) + SoY1,-1(0, )]

e "Hamiltoniana

1) Determinare ¥(Z,1).
2) Quali valori pud dare una misura di |L|2, L, e L, e con che probabilita?
3) Per quale t la probabilita di avere L, = 1 & massima?

4) Si definiscano gli stati ¥_ e 1, nel seguente modo

)
w@j)* - \/é

. R(r)
Y(@)y = 5 Y11+ Y1 ]

Vi1 — Y11

e I'operatore F' dalle seguenti proprieta

Fiy_ =0 e Fy,=19_.
Determinare il valore di aspettazione dell’operatore F' ad un generico tempo ¢, ovvero
F(t) = (¥[F[¢)

e calcolare il seguente limite

1 T
lim /0 Ft)dt .

T—o00

Soluzione

1) Imponiamo la normalizzazione della funzione d’onda,

/ r?|R(r)|2dr = 1

0



ol + B> =1
Lo stato al tempo ¢ e dato da
Y(T,t) = e FP(Z,0) = R(r){aoe 1YLy + Boe 177y 11}

2) Siccome [L? H| = [L.,H] = 0, L*> e L, sono costanti del moto, calcoliamo i possibili
valori di una misura di L? e L, al tempo t = 0.

L*[R(r)(aol1,1) + fo|1, —1))] = R*[R(r)(200|1, 1) + 260[1, —1))]
L:[R(r)(ao|1,1) + fo[1, =1)] = h[R(r)(ao[1,1) — Bo[1, —1))]
quindi
P(L?=2n*) =1
mentre
P(L. =h) = |ao|* e P(L.=—h)= ||

Per vedere che valori pud dare una misura di L, scriviamo gli autostati di L? ed L,
nella base degli autostati di L? ed L,, per fare questo dobbiamo diagonalizzare la
matrice che rappresenta l'operatore [, nella base degli autostati di {2 ed .

1 0 0
Lo={o], mo={1], n-u=1_o],
0 0 1
0 1 0
I+ 1
L) = @ L ey = — 10 1],
2 V2\p 1 0

gli autovalori sono [, = 1,0, —1, mentre gli autostati

1 1 1 1 1 1
|lm:1>:_ \/é s |lm:_1>:_ _\/é 5 |l$:O>:— 0 s
2 2 \/5
1 1 —1
da cui otteniamo
1
11, )2y, = 5(\17 Dz, + |1, 12y, + V2|1, 1))
1
11, =1)pzy, = §(|17 D2y, + |1, )2y, — V2|1, 1),
1
11,002, = —2(|1, Dy, — [1,1)2,,) -



Lo stato espresso nella base degli autostati di I2 e [, & dunque

(@) = A

+ (aoefiat +ﬁo€+iat)‘1, _1>$ + \/i(aoe*iat _ 506+iat>|1’0>$] )

et [(Ozoe_mt + Boet )1, 1),

Per L, sono possibili i valori —1,0 e 1 con probabilita:

P(L, = —1) = § [|ao]* + |Bo|* + 2c/3) cos(2at)]
P(L, =0) = 3 [Jao|* + |Bo|* — 2c0/3 cos(2at)]
P(L, =1) = { [Jao* + |Bo|* + 2a0 30 cos(2at)]

dove |ap|? + |6o]? = 1.

3) Affinche la probabilita di avere L, = 1 sia massima dobbiamo imporre che il cos(2at)
sia massimo, ovvero che 2at = 2kw. Quindi la probabilita € massima ad ogni tempo

che sia multiplo intero di ¢t = Z.

4) Scriviamo le due funzioni ¢_ e ¥

S

[ —
—

Vo= R(T)Hlv 1> - |17_1>}
Yy = K [|171> + |17_1>} .

S

quindi

{\1 = 2 ()
|17 1) = 2}3/(%) (’17/)_ +¢+)

ora possiamo scrivere la funzione d’onda in funzione di ¥_ e

[(T,1)) = —= {[ T Boe™ ] |9 4+ (e = Boe' ) -}
Calcoliamo il valore d’aspettazione dell’operatore F':

OFI): = L2 [ l(age™ + Gie ™) + _(bl(aje™ - Beo)]

V2 [(coe™™" + Boe™)[¢) -]

2
1 * zat —tat —iat iat
- 5( — Boe™" ) (awe™ + [oe™™)
1 2 2 . .
= §(|a0| — |Bo|” + 2i|apl|Fo] sin(2at)) .

Infine calcoliamo il limite



‘040|2 - \50‘2

2

1.
—1Bo|* - T22|a0||ﬁ0|

cos(2aT) — 1

2x

)



Esercizio 3

Sia dato il seguente stato di un sistema

W(r,0,¢0) = A z(r) (cosf + sin 6 cos p)

/ lz(r)[Pridr =1 .
0

1) Calcolare |A] in modo che v sia ben normalizzata.

con

2) Dimostrare che (L;) = (L_) .
3) Sia

2

L
H=="14aL,
T

calcolare I’evoluzione temporale e i possibili valori che puo dare una misura di L, con
le rispettive probabilita.

Soluzione

1)
00 2m g
/W('/’,H, ©)[*ridrdQ) = \A[z/ |a:(r)|2r2d'r/ / |(cos 6 + sin 6 cos )| sin OdOdp

47r 81
\/—10——\/ Y1 1—Y11

) -

‘A|2 sin 8dfdy

1
A2 1
= |A] (+2+2

/3

0, ol+5 (-1 <1 1|}L+[ é|1,o>—%|1,—1>+%|1,1>

Quindi

2)

(Ly) = WILy )=

&\@

11 0
2 2
analogamente

(L) = (IL_|¥) = 0.



3) L’evoluzione temporale ¢ data da
i
V2
i

— _éx(r)efi%t (\/§Y170 + efiatYLl _ €+iatY1771>

1

w(f7 t) = ei%Htw(f? 0) = x(r)eii%t < Yl,O - 2€7iaty*171 =+ 3‘eJriC‘{tle,l)

2

percié i valori di una misura di L, sono

con probabilita



Esercizio 4

Sia dato lo stato di un sistema |¢);—¢ tale che una misura del momento angolare totale da
come risultato 1.

Inoltre
L,+L. B
NG [)i=0 = [¥) =0
1) Determinare [¢));— .
2) Sia
2
H=—+alL,

21

calcolare 1'evoluzione temporale e (L.)s, (Lyz)¢, (Ly):.

Soluzione

1) Abbiamo che [ = 1 quindi
|77Z)>t:O = a’|17 1> + b|1a O> + C|17 _1>

con |al> + [b]* +|c]*=1.

L L+l
=T
quindi,
L,+ L, 1 (Ly+L_
o = 5 (B 4 L) @12 401,04 L, 1)

L /b ¢ a
-7 (Eu,l) + E|1,0> + ﬁ|170>

+ %H, —1) +all,1) — 1, —1>)

b+ /2 b— /2
_ +2\fa|1,1>+agcu,owr 2\&

= a’“? 1> + 6’170> + C|17 _1> )

risolvendo otteniamo

a =

DO | =
7N
—_
+
s
~__
o>
|
DO | =
o
I
DO | —
7 N
—_
|
~is

[\S)
~_



2)
[ = e F|)—g = e F 1 (a] 1, 1) +B|1,0) + c[1, —1))
— e i1t (e7"al1,1) + b|1,0) + €*c[1, 1)) .

[L., H] = 0 percio:

1
2 2
=a" —c —\/5 :
(La)t=0 = (V] = JQr = ()0 = 2v2(ab + be) ,
(Ly)i=0 = (Y| Ly — L [V)i=0 =0 .

27

Calcoliamo 1'evoluzione temporale di L, e Ly:

dL, i i1, B
-~ Z[H, L] = ( [L,L$]+a[LZ,Lx])_ oL,

L ’ (1
dL, = %[H, L, = ! (—[LQ,Ly] +a[LZ,Ly]) =al,

dt r\2I
cioe
dj—; —=ial, | Ly(t) = Ly(0)e"™ = L,(0)e™
Vol L) = Lo (0)e ™ = Lu(0)e
pertanto
L.(t) = L+(t) ; L-(t = L,(0) cos(at)
L) = W - L) _ 1 (0)sin(at)

10



Esercizio 5

Al tempo t = 0, lo stato di un sistema di due particelle & rappresentato, nella base
1,1.,11,15) degli autostati di 1%, I, 2, I3, dal vettore

|w>t=0 = Oé|17 17 17 1> + ﬁ|17 17 17 0>
1) Quali sono i possibili valori di una misura di [, ls., (2, [3 e con quale probabilita?

Soluzione

1) Imponiamo innanzitutto la normalizzazione della funzione d’onda,

(W) =la* + 18" =1.

Scriviamo lo stato del sistema nella base |l1,11.), |l lo.) degli autostati di 12, [y,

l%, lzzi
1
11,1,1,1) = ﬁ(‘171>’170> —1{1,0)|1,1))
11,1,1,0) = |1,1)|0,0)
[0
|"7Z)>t:0 - E(|171>|170> - |170>|1’ 1>) +ﬁ|171>|070> :

Avremo quindi che

_ 1 P(l, =1) = |a*/2+ 6]
he = {0 con {P(llz =0) = |al?/2
_ )1 P(lp, = 1) = |af?/2
lr, = {0 con {P<l2z = 0) = |a]2/2 + |82
Lh=1 con Pli=1)=1
ly = L con {P<l2 =1)=|af
* 0 P(ly =0) =5/

11



Esercizio 6

Al tempo t = 0, lo stato di un sistema di due particelle & rappresentato, nella base
11, 112)| 12, 1o.) degli autostati di 12, I1., 13, Iy, dal vettore

[¥)=0 = [1, 1)|1, =1)
1) Quali sono i possibili valori di una misura di [, e [? e con quale probabilita?
2) Sia

2

L
H=-"+)L,-L
2]+ 142,

determinare |¢),; e il valor medio dell’Hamiltoniana.
3) Rispondere alla domanda 1) con ¢ generico.

4) Una misura di [, e [? al tempo t = £ da come risultato [, = [> = 0. Quali sono i possibili
valori di una misura di Iy, e [ ad un tempo ¢ > t e con quale probabilita?

Soluzione
1) Una misura di [, dara come risultato
lz:llz+l22207

con probabilita

Per determinare i possibili risultati di una misura di /2 scriviamo lo stato del sistema
nella base |1, 1,11, ls) degli autostati di 2, L., 2, I3

11, 1)[1,—1) = «[2,0,1,1) + 8]1,0,1,1) +~[0,0,1,1) .

Sapendo che

2,0,1,1) = 7(|1 YL, 1)+ 2[1,091,0) + |1, —1)|1,1)) ,
1,0,1,1) = %ul (L —1) — |1~ 1)L 1)) .
‘070717 > %(H 1>‘1 _1> |170>|170>+ ‘17—1>|171>) )

12



2)

3)

imponiamo le relazioni di ortonormalita per ottenere i coefficienti o, 5 e 7v:

a9
0 = (1,0[(1,0[1, 1)|1, —1) = 2—= — —— |
(1,0[(1,0[1, 1)[1, =1) %57
a 07
0= (1,—1[(1, 11, H]1,-1) = — + — + |
(1, =11, 11, DT, =1) 5T ATA
a B 7
1= (1,1)(1, =11, 1)|1, -1) = — — = + .
(LA[(L, =11, D1, =1) NN AR
1 3 1 1
Q{:—’ :_’ —_—
V6 V2 NG
Quindi
1
_o=—2,0,1, 1,0,1 0,0,1
)0 = 512,01, 1)+ f\ 1)+ f\ 1),
6 P(l=2)=1/6
P=Il+1)=<X2 con P(l=1)=1/2
0 P(l=0)=1/3
L= (L1 + Ly)* = L2+ L2+ 2L, - L,
quindi
L2 L2 A 2 2
H—§+M1M—ﬁ+?L —L3-L3).

L’evoluzione temporale ¢ data da

V) = 67%Htw>t=o

1

A I ‘
—e_Zh(%+>‘)t|2, 0,1,1) — ﬁe—zﬁ(%—k)ql’ 0,1,1) + 62h2)\t|0’ 0,1,1) .

ve
<H>=<¢|H|¢>=%2G+A)+%2<Y—A)—2—?2A_h2(%—)\>

[H,L% = [H,L.,] =0

percio il possibili valori delle misure di [? e [, e le rispettive probabilita non variano
nel tempo.

13



4)

1

percio
P=0L(+1)=2 con Plh=1)=1
1 P, =1)=1/3
l.=¢ 0 con P(l;,=0)=1/3
~1 P(ly, =—1)=1/3

14



Esercizio 7

Si consideri la seguente Hamiltoniana:

o= LI >0,
MR onpe Tt @

1) Determinare le condizioni per cui H & limitata inferiormente.
2) Determinare autostati e autovalori di H.

3) Sia dato, nella base |y, l1.)|lz,lo.) degli autostati di L?, L., L3, Lo, lo stato definito
al tempo t =0

|w>t:0 = |17 O>|17 _1>
determinare lo stato al tempo t.

4) Determinare i valori possibili di una misura di L; e di Ly, .

Soluzione

1)

quindi

oD Proprop\ aii/on o
=it o T - ( _a)+_L '

Chiaramente se
a>1/MR?
H non e limitata inferiormente infatti per Eg = —El abbiamo che L = 0 e
1 72
Hz—(a—MRz)Ll

ovvero negativa e arbitrariamente grande. Percio la condizone da imporre perche H
sia limitata inferiormente e

a<1/MR?.

15



2) Scegliamo come base, la base |l, 1,11, ls) degli autostati simultanei di L? L., L; e Lo.
Dal momento che

[H,L?) = [H,L.,) = [H,L] = [H,Ly] =0

I,1,,11,1l3) & una base di autostati di H.

Gli autovalori sono

(i +1)+ 1l +1 1

3) Esprimiamo lo stato |1,0)|1, —1) nella base di |l, 1., 1, ls):

I1,0)|1,—1) = a|2,—-1,1,1) + b]1,—1,1,1) ,

dove
2,-1,1,1) = %(|1,—1>|1,0> 11,001, 1))
1,-1,1,1) %(|1,—1>11,o> 11,01, 1))

imponiamo le condizioni di ortonormalita:

1= (1,0[(1, —1]1,0)|1, —=1) = a* + b?

0= (1,—1|{1,0]1,0)|1, —1) = — +

%l
ol

e otteniamo

|1,0)|1, —1) = (12,-1,1,1) — |1,—1,1,1)) .

1
V2
L’evoluzione temporale ¢ data da

1ht
e MR2 . .
——— (e —1,1,1) — ™M1, —1,1,1))
V2

= 67%<C08(aht”1,0>’1, —1) +isin(aht)|1,—1)|1,0)) .

W), = e #H1,0)|1, —1) =

3) Una misura di Ly e L, dara come risultato:
Li=h con Pli=1)=1

I —h P(ly, = —1) = sin®(aht)
e con P(ly, = 0) = cos?(aht)

16



Esercizio 8
Sia data, in uno spazio bidimensionale, I’'Hamiltoniana di un sistema di due particelle:

p1? |pe]? o 9 mims w? w?
H=——+4+ " +Ek|lr;— d = ——“° 7 — ;==
le + 27712 + |T1 T2| ove mi + Mo 2 . 2

1) Determinare autostati e autovalori di H.

2) Sia dato uno stato descritto dalla funzione

Hw Hw
Qr,y,1=0) = N2+ 5y) exp(~ G (a” +7)
e sia
2 2
p po - 7!
HT:% Tﬂza T=(x,y), P=(papy) -

determinare Q(z,y,t).

3) Determinare i possibili valori di una misura dell’operatore [, al tempo t e le rispettive
probabilita.

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa:

5 miTi+mof
R = mrmars
F = _)1 — FQ
da cui
{1=§+¢%J
2= R— M1+17712T
quindi
H=H,,+ H, ,
|PJ?
Hcm ars o
2M
H o* 4 HY 2
T 2“ 2 bl

doveﬁ:Mﬁ, ﬁ:u?, M =mi;+msy .

17



In questo sistema di coordinate I’Hamiltoniana si separa nella somma di due Hamil-
toniane indipendenti: la prima descrive una particella libera di massa M, la seconda
descrive un oscillatore armonico bidimensionale isotropo di massa p e pulsazione w.

La soluzione dell’equazione di Schrodinger
H (R, 7) = E (R,7)

sara quindi del tipo

W(R,7) = ¢(R)p(7),  E=FEpy+E,
dove
S 1 ipf B |]5’|2
O(ft) = o™, Bem = o5

¢ la soluzione dell’Hamiltoniana di particella libera, mentre () ¢ soluzione di un
oscillatore bidimensionale isotropo. Pertanto

2 2 2 2

p:l: ,LLC() 2 py IU/(,L) 2

H, =H, + H, =+ 4 = Ly (B9 2
Ty =gty Y

dove 7= (z,y) , P = Pz, Py)
. 1 1
P(7) = pm (@)enay) s Br = (4 H)hw + (02 + 5)hw = (1 + 1y + 1w
1 pw\ /4 ¢ Hw
o)== (55) e THO. &=y /Fa

Qz,y,t =0) = 2N (i_;;)m Gwl(x)sm(y) + @o(x)wo(y))

1

— Nt (p1(z)e1(y) + 4eo(x)eo(y))

dove abbiamo determinato N imponendo la normalizzazione della funzione d’onda.

L’evoluzione temporale dello stato sara quindi
Qla,y.1) = ¢ i1Q(z,y.t = 0)

- \/Lﬁ (1 (@)pr(y)e " + dgpo(x)po(y)e ™) .

18



3) Per determinare i possibili valori di una misura di [, dobbiamo esprimere lo stato
Q(z,y,t) in funzione degli autostati del momento angolare, ovvero dobbiamo passare
dalla base |ni, ng) alla base |n,[,1,) con n =ny + ngy .

Ricordiamo che siamo in uno spazio bidimensionale (x,y) pertanto
l.=1l,=0, =02, l,==.
Le autofunzioni del momento angolare saranno quindi

V1. (1,0 =7/2,0) = Ry (1)Y) 10 (7/2, 9)

1/2 ;w —-1/4
po@)eoly) = (52) 7 e BN — (B0) 0 Roo(r)Yoo(r/2,0)

1/2 w 2 e
o1(z)p1(y) = 2 (%) e_g_h(x2+y2)'%d:py =2 (i—;;) e_g_ﬁTQ%TZ sin ¢ cos ¢

= ()" Baalr) & Oae/2.0) Vool /2.0))

dove abbiamo usato che

3/4 w2 4 7/4 w2
RO,O( ) =2 (N;) m e BT ) 32,2(7") = \/—1—5 (%) g ViAp2em By

1 15 . .
Y00(0,0) = — ., Yo12(0,0) = %SIHQ Pet2io

Percio

(&)™
e,y t) = Loi) (ﬁRzm (Vaa(m/2.6) — Yao(r/2.0)) ¢

+4Ro.0(1)Yo0(m/2, ¢)e“) .

I possibili valori di una misura di [, sono

2
l, = 0
-2
con probabilita
1 16
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Esercizio 9

Si consideri una particella di spin % e momento angolare 1, la cui evoluzione temporale e
descritta dall’Hamiltoniana

H=al?+ 5% +~(L, +25.) .
1) Determinare gli autostati relativi al momento angolare totale, J% e J,, con J=L+8S.

2) Sia dato lo stato del sistema al tempo ¢t = 0
|77Z)>t:0 = |3/27 1/27 1a 1/2>j,jz,l,s )
determinare quali valori puo dare una misura di J% e J:, ad un generico tempo ¢ e

con che probabilita.

3) All'istante # si misura j2 e si ottiene come risultato % ; determinare quali valori puo

dare e con che probabilitd una misura di S, ad un tempo ¢ > ¢ .
Soluzione

1) Scriviamo il passaggio di base dalla base |j, j.,[, s) degli autostati degli operatori 52,
J., 12, 8%, alla base |I,1.)|s, s.) degli autostati degli operatori (2, L., s?, s..

Partiamo dallo stato con j, = [, + s, massimo ovvero j, = %, l, =1, s, = % e
applichiamo ripetutamente l'operatore j_ = [_ + s_, otteniamo cosi i seguenti stati:
3/2,3/2,1,1/2) = [1,1)|1/2,1/2) ,
1
3/2,1/2,1,1/2) = ﬁ{ﬂu,owl/z 1/2)+ [1,D11/2,-1/2)} |
1
13/2,-1/2,1,1/2) = %{Il, —1)I1/2,1/2) + V2I1,0[1/2,-1/2)} |
1
11/2,1/2,1,1/2) = <= { V211, 1)I1/2,-1/2) = [1,0)[1/2,1/2) } .
V3
1
11/2,-1/2,1,1/2) = —={1,0)[1/2,-1/2) = V2[1,-1)]1/2,1/2) } ,
V3
dove gli stati [j = %, J. = j:%} sono stati ottenuti imponendo la condizione di

ortogonalita con i corrispondenti stati [j = %, j, = :i:%) )

20



2) L’evoluzione temporale ¢ data da

[¥)e = € F ) g
i abr eSS L -
. [L+gs+»yL+2s]ﬁ{\/ﬁ\1,o>y1/2,1/2>+|1,1>|1/2, 1/2>}

1 . A
= —={ V2L 0)[1/2,1/2)e RN 1|1 1) [1/2, -1 /2) e o301}
V3
]_ . 1 i i
_ Lot f V31 0)L/2, 1/2)e 7+ |1 1IL/2,—1/2)e )
V3
1 ) 2 ;
::———eZ@ah+iﬁh+2”t{\/tj<yﬁﬂ3/2,1/2,1,1/2>-—\1/2,1/2,1,1/2>>ezﬂ
V3 3
1 ;
4———(|3/2,1/2,1,1/2>+x/§|1/2,1/2,1,1/2)>ezvt}
V3
i T B oo
= 3e APy {(30085—zsm?)|3/2,1/2,1,1/2)

t
—42\/§sn1%%¢1/2,1/2,1,1/2>}.

Una misura di J? dara come risultato

. 15/4
2 32 _ 32
Jo=hjG+1)=nh { 3/4
con probabilita
1 t t 1 8 t
P-3)- Yo ) ro-b)-fer
mentre una misura di J, dara come risultato
h
J, = B
con probabilita
1
P<;:—>:1.
G
3) Al tempo t =t lo stato collassa nell’autostato di j* con autovalore j(j + 1) = 2 percid
1
Ve =11/2,1/2,1,1/2) = Z{[LO)I1/2,1/2) = VRIL1)[1/2,-1/2)}
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L’evoluzione temporale e data da

W)ist = € F )

i 72 32 1
= crileraSi sl {1 o 2,172 - VAL I2 -1/2))

1 . .
= o {10)11/2,1/2) MM — B1,1)[1/2, 1 e CemERIN
Una misura di S, dara come risultato
e ) 1/2
Sz—hsz—h{_1/2
con probabilita
1 1 1 2
P(SZ_—>:—’ P(sz—__>:_
2 3 2 3
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Esercizio 10

Una particella di spin 1 e massa m e vincolata a muoversi sulla superfice di una sfera di
raggio R ed ¢ immersa in un campo magnetico B diretto lungo I’asse z, la sua Hamiltoniana
e:

H

|E|2 “B
— S 2 + fB(LZ +25,).

All'istante iniziale una misura di J? da con certezza 2h?, una di J, da con certezza +h e
una di L? da un risultato minore o uguale a 2h?; la probabilita di trovare S, = +h & 2/3 e
quella di S, = —h e 0, infine il valor medio di cos 8 & il massimo possibile.

1) Determinare lo stato del sistema a un tempo t generico.

2) Determinare in funzione del tempo il valor medio di cosf e di J2.

Soluzione

1) Abbiamo che:

JP =R+ 1) =2n%, J.=hj.=h, L*=hI(1+1) <2,
OVVero
Jg=1,  J.=1, I1<1,
percid nella base |4, 7., 1, s) degli autostati di 52, j., [* e s* lo stato sarad descritto dal
vettore
)0 = a|1,1,1,1) + 3]1,1,0,1) ,  |a*+|8*=1, «a,B€C,

mentre nella base |1,1.)|s, s.) degli autostati di I%, [, s?, s.,

Vim0 = Z5{ILDILO) = [LOJIL 1 | +510,0)[1,1)

Poiche dev’essere che
P(s,=1)=2/3, P(s,=-1)=0, P(s,=0)=1/3,

avremo che
T3 2 3’
percio, a meno di un fattore di fase complessivo lo stato e dato da

1 eié
Vim0 = Z={ 1L DI1L0) = [1,0)[1.1) } + —=10,0)]1,1)
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Imponiamo ora la condizione che il valor medio di cos sia massimo:

(cos@)i—g = (| cosB|1))—o

dove

—id

— [%{(1,1\@,0] — (L0[(1, 1/} + e\/g

[%{|1,1>|1,0> —~ |1,0>|1,1>} + f/—i;|0,0>|171>}

1 )
— §{<1’ 1l cos@|1,1);,. + (1,0]| cosf|1,0),,, — e“s(l, 0] cos 60, 0),,,

<0,0|<1,1@ cos 6

—e7(0, 0] cos b1, 0).1. + (0,0] cos 8]0, 0)1,12}
. :
_ g{ /COSQ |}/1’1|2d9+/(3088 |}/'170|2dQ — elé/COSQ }/f:o Yb,O d)

—ei‘;/cosﬁ Yoo Y10 dQ—i—/COSG ’Yb,O‘QdQ}

1 [t 1! et
:—/ cos@sin20d0050+—/ cos® 6 dcos — / cos2 6 dcosb
4./ 4 2J) 2v3 J 1

o0 1 1 [
— 00529d0050+—/ cos B dcosb
2v/3 J 4 6.J_4
1 5 7.5> 2
= ———e"4+e ") =———=cosd
3\/§< 3v3

1 /3 /3 . ;
%,0(67 (b) = \/—4_7T ) K,O(ea (b) = E cos 0 ) Y1,1<9> (b) = - 8_7T sinf e ¢ .

Percio il valor medio di cosf € massimo per 6 = 7 , quindi

1
Vim0 = = (11 1)11,0) = 1,0}, 1) = 10,0)]1,1) )

Possiamo ora determinare 1’evoluzione temporale dello stato:

|¥)e

_i
i e th 1

= emillty), = ﬁ(|1,1>\1,o>—|1,o>|1,1> ﬁm,om,w)

1 i (_h? i B2 .
= ﬁ<e_ﬁ<#+uB)t|1’ 1>|170> _ 6‘%(#+2M3)t|170>|17 1> + 6_52M3t|0,0>|1, 1>> '
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(cos ), = (| cos ),

1 . ht
= §{<1, 1| cos@|1,1);,. + (1,0]cosf|1,0),,, + elﬁ<1,0| cos 610,0);,.

+€7i%<O,O|C089’170>l,lz + <0>0’C059’0’O>l712}
1 < i fLi2 + - fii2> 2 < ht )
33 V3 Ami

Per calcolare (J?); dobbiamo esprimere lo stato nella base |7, 7., 1, s) degli autostati
di 52, 4., 1% e %

1
1,1)[1,0 :—(2,1,1,1 + 1,1,1,1),
11, 1)[1,0) \/§| )+ | )
1
1,0)[1,1 :—(2,1,1,1 1,11, )
1,0)[1, 1) \/5\ ) — | )

10,0)[1,0) = [1,1,0,1) ,

), = L{L(e—%<mh—;+u8>t _ e—%<mh—;+2“3>t) 12,1,1,1)

e w2BY ] 1,0, 1>} .

(J3, = (| J*|Y), = % {3h2 (2 — 2cos (uBt/h)) 4+ h* (2 + 2 cos (uBt/h)) + 2h2}

_ %2 {10 — 4 cos (uBt/h)} .
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Esercizio 11

L’Hamiltoniana di una particella di massa m e spin 1/2 che si muove in tre dimensioni ha
la forma:

72 mw?i? oL

o= L.g.
om Ty Tl

1) Trovare gli autostati e gli autovalori dell’Hamiltoniana;
2) All'istante ¢ = 0 la particella si trova in un autostato |¢) tale che

i) una misura dell’energia pud dare i valori £y = 5/2hw + ah?/2 oppure
Ey =5/2hw — ah? ;

ii) se si misurano il momento angolare orbitale e lo spin lungo ’asse z si ottengono
con certezza i valori L, = +he S, = —h/2.

Determinare il valor medio dell’energia e lo stato del sistema all’istante ¢ generico;

3) Determinare il valor medio di L, all’istante ¢ generico.

Soluzione

1)

2 272
g=2 M Y gy Y1257,
2 2 2
Ho_p_2 mw?r?
2m 2

[szHo] = [JzaHo] = [szHo] = [SzaHo] =0,

percio la base |n, j,j., 1, s) degli autostati degli operatori H,, J?, J,, L?, S* & anche
una base di autostati di H. Gli autovalori sono

3
Brji = ho(n+3) + hzg[j(j F1) =1+ 1) —s(s+1)] .
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2)

5 5 3
E2:§hw—ah2 = éhw:hw(n—l—a) = n=11=1,

= —ahQ:%hQ{j(j+1)—2—Z} = j:% .
Omettiamo di scrivere n = 1 nello stato, sara sottinteso quindi che
17,41 8) = |0, 4, gan 1 s) = (1, 5,52, L)
A meno di una fase complessiva lo stato sara dato da
[V)mo = a|3/2,1/2,1,1/2) +be®|1/2,1/2,1,1/2) , a*+b* =1, a,beR
scriviamo ora lo stato nella base |, 1,)[s, s.):

13/2,1/2,1,1/2) = i{|1,1>|1/2,—1/2) + ﬁ|1,0>|1/2,1/2>} ,

\/g
11/2,1/2,1,1/2) = %{\/5|1,1>\1/2,—1/2) . \1,0>y1/2,1/2)} ,
Vo = {11112, -1/2) +VRILO)I1/2,1/2) |
+%ei5{\/§\1,1>]1/2,—1/2> - |1,0>\1/2,1/2>} ,
siccome dev'essere che L, = +h e S, = —h/2 allora

2 et 1 2
—a — b=0, 0=0, a=—7, b=1/=.
\/; V3 V3 3

Pertanto
1 2

L’evoluzione temporale ¢ data da

|1/}>t = eiﬁch/})t:O = ﬁeiﬁElt‘3/27 1/27 17 1/2> + \/;ehEQt‘1/27 1/27 17 1/2> .

1 2 5 ah?

(H)u = WIHIYY = SEy+ 2By = 5(By +20) = Sho = °0
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3) Per determinare (L), bisogna scrivere lo stato [¢); nella base |I,1.)[s, s.):

W) = —me#P1(3/2,1/2,1,1/2) + \/;“Eﬁu/a, 1/2,1,1/2)

Sl

e—%Elt{u, 1)1/2,—1/2) + V2|1,0)|1/2, 1/2>}

W =

i a2, -12) — L0121/}

_ %{ (e—%Elt n 26*%&’5) 11,1)[1/2, —1/2)
VE( = L0212 )

da cui

(£ede = Wizl = g{ | (65 + 262) 112,12

+\/§(6%E1t - e%E2t> (1,0[(1/2, 1/2|} h(e*%Elt + 26*%“) I1,1)[1/2, —1/2)

h i i h Ey—F
= 5 (142 PPy i (Famin) — 254 gcos (S )|

h

= 9 [5 + 4 cos <;o¢ht>] .
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Esercizio 12

Una particella di spin 1 e massa m, vincolata a muoversi su una superficie di raggio R, e
descritta dall’Hamiltoniana

I? W
H= Y “F.§
omRE T R

Al tempo t = 0 lo stato della particella, nella base in cui S, e diagonale, & descritto dallo
spinore

sin Qe
U(h,¢) =N | 2cosb +2v2

sin fe T

1) Determinare al tempo ¢ = 0 i possibili risultati di una misura di L?, L., S., J* e J,,
dove J = L + S, e le relative probabilita;

2) Determinare lo stato del sistema al tempo ¢;

3) Dire quali dei risultati di cui al punto 1. valgono ad ogni tempo.

Soluzione

1)

sin fe . Yi
U(h,¢) = N | 2cos0 +2v2 | = Ny/— | V210 +2v3Y0,
K +Z¢ 3 7_ bl
sin fe Y1,
1 Yia 1 /3
= | VYo +2v3Yo | . N=7\/
4 v 4V &
—X11

dove abbiamo determinato N imponendo la normalizzazione della funzione d’onda.
Utilizzando la notazione di Dirac

1
|\I/>t:0 = Z <|17 _1>l,lz|1> 1)8,82 + \/§|17 0>l7lz|]‘7 0)8,82 + 2\/§|07 O>l,lz|17 0)8,82

_|17 ]‘>l7lz‘]‘7 _]‘>3752) :

29



2)

Una misura di L?, L, e S, dara come risultato:

2 2] 2 P(l=1)=1/4
=110 con {P(Z:O):3/4’
1 P(l. =1) =1/16
L,=h<0 con P(l,=0)=14/16
~1 P(l.=—-1)=1/16
1 P(s.=1)=1/16
S,=h0 con P(s,=0)=14/16
~1 P(s. = —1)=1/16

Scriviamo lo stato nella base |7, j., [, s):

|1, —1)|1,1) =

1
1,0)[1,0) \[20 — —|o,
1.0) 2011~

‘070>|17O> = ’170707]‘> )

|1, 1)1, —1) = 7

1
W = 5 (12.0.1 \[u 0,1

percid una misura di J? e J, dard come risultato:

L 12,0, 1,1) £ —[1,0,1,1) +
\/6777 bR Bt}

1 1 1
—|2,0,1,1) — —|1,0,1,1) + —|0,0,1, 1),
\/gl ) \/ﬁl ) \/gl )

0,1,1),
1
10,0,1,1) .

7

1
— —_10,0,1,1) +3]1,0,0, 1 )
)= 510.0.1,1) 4 3(1,0,0.1

6 P(j=2)=1/12
JP=h<2 con PGi=1)=17/8 ,
0 P(j=0)=1/24
J. =0 con P(j.=0)=1.

-,

_2mR2+2_h< L=57,
h2
H2,0,1,1) = hw
‘777> mRQ_'_ )



3)

h2

H|1,0,1,1) = — hw
‘7 ) 7> mR2 )
h2
H|0,0,1,1) = — 2hw
|7 Y 7> mR2 )
H|1,0,0,1) =0 .

L’evoluzione temporale dello stato e data da

(W), = e # M W),_g =

iht

e mRZ \/g . p2iwt ) \/g
= e 2,0,1,1) — y/=€**1,0,1,1) — —=]0,0,1,1) ) + 1/ =[1,0,0,1) .
S (7912.01,0) = SR 0.11) = 10,0, 1)) - 4/511,0.0.)

[J27H] = [JzaH] = [L27H] =0 )

percio i possibili valori di una misura di J?, J, e L? e le rispettive probabilita
rimangono invariati nel tempo.

[LZ7H] = [SmH] #0,

percio L, e S, in generale variano nel tempo.

Tuttavia J, = L, + S, commuta con 'Hamiltoniana e lo stato |¥) e autostato di J,
con autovalore 0. Pertanto
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Esercizio 13

Si consideri un sistema tridimensionale la cui Hamiltoniana ¢ data da

=2 mw2f2
=L+ + AL,
2m 2

dove L, ¢ il momento angolare lungo 'asse z e v € una costante positiva (7 < w).

1) Determinare gli autovalori e le autofunzioni dell’Hamiltoniana per lo stato di energia
piu bassa e per i primi due livelli sucessivi. Discutere le relative degenerazioni;

2) Se si aggiunge all’Hamiltoniana la correzione relativistica
i
8m3c?

trovare al primo ordine della teoria delle perturbazioni lo spostamento in energia
dello stato fondamentale dovuto a V.

Soluzione
1)
—2 w27,—,’2
H=r_ 4oL, = H, + L,
2m 2
" — ﬁ mw?r? |
2m 2
[H,,L,]=0.

Le autofunzioni sono del tipo

’l/}n,l,lz (Ta 67 ¢) = Rn,l<r>m,l2 (07 ¢) )

e in notazione di Dirac
) = In, 1 1) .
Gli autovalori sono
En.. = hw(n+ g) + A, .

La degenerazione e data dai possibili valori che puo assumere [ dato il valore di n.
Percio

B n/2+1 n pari
deg(En,.) = { (n+1)/2 n dispari
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Lo stato fondamentale ¢ |0, 0, 0)

3
Yo,00(r,0,0) = Roo(r)Yo0(0,¢) , Eyo = éhw

e non ha degenerazione deg(Epp) =1 .

Il primo stato eccitato e |1,1,—1)

5
VY11,-1(r,0,0) = Ri1(r)Y1,-1(0,9) , E, = 57%) —hy .

e non ha degenerazione deg(E; ;) =1 . Notiamo ¢ la che la condizione |y| < w che

permette di dire che £} 1 > Ey .

Il secondo stato eccitato e |1, 1,0)

Va0l 0,6) = Rul)Yio0,6) o= Sho.
e non ha degenerazione deg(E,o) =1 .
2) Lo spostamento in energia dello stato fondamentale ¢ dato da
E=FEyo+ Voo = §hw +(0,0,0/V10,0,0) = §hw — (0,0,0]ﬁ\0,0,@ ,
’ ’ 2 2 8m3c?

dove

P =P + P, + pi + 2000, + 2p2p7 + 2007

‘070>O>n,l,lz = ‘O>nz|0>ny|0>nz )
e chiaramente
(01(0[{0lp;10)10)[0) = (0[{0[{0]p,0)]0)|0) = (0](0](0[p]0}]0)]0) ,
(01(0[{0p2]0)10)0) = (0[{0[{0]p2]0)]0)]0) = (0[{0[{0]p2[0)|0)[0) ,

percio
4 4 2 2 mhw 2 ¥ 4
(0] (01015 10)10}10) = (010101 (3p% + 6p22) 0)|0)10) = 3( ) "(ol(01{0] (e — )
+2(a} — a,)*(a) — a,)?]|0)|0)]0) .
dove
! (1ps + mwzx) al ! (—ipy + mwx)
Ay = T 5 r — Pz 5
2mhw b 2mhw b
. [mhw s  mhw 9 4 (mhw\? 4
pe=i\|To(al —a) . =T — ) ph= (Tr) (el —an)?



e analogamente per a, e p, .

Ricordiamo inoltre che

al|nx) =vn; +1n, + 1), az|ng) = V/nglng, — 1) .

Percié

)*(a} — a,)*|0)[0)|0)
0(al — a)°al +2(al — as)*(a} — a,)a}|0)]0)0)

= (0[{0[{0[(a, i

= (0[{0[(0[(a} — az)?*alal — (a} — a,)*azal —2(af — a,)%a,af]0)[0)]0)
= (0[{O0] = (af, - as)asalal — (af — az)al — 2(al — a.)al]0)]0)]0)
= (0[{0|{0|aza.alal + azal + 2a.al]|0)]0)]0)

= (0](0|(0]azazalal + 3a.al|0)]0)]0) =24+3=5.

Quindi

3 15(mhw)? 3 5hw
E=E = Dp — A 2y (1— )
00+ Voo =g — =0 me = 16mc?
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Esercizio 14
Sia data una particella vincolata in un segmento la cui Hamiltoniana e data da

9 +00 r<—L
_ P _ L L
H—2 +V(z), V(z) = 0 5 < T <3
m +00 x>§

1) Determinare gli autostati e gli autovalori dell’Hamiltoniana;

2) Si aggiunga ora la perturbazione
\ hr? (mc)
sin (| —
2mL? L/’
determinare lo spostamento di energia del livello fondamentale al second’ordine della
teoria delle perturbazioni e la correzione al second’ordine del corrispondente autosta-

to.

Soluzione
1) L’equazione di Schrédinger e data da

7o) 2B~ V)i(n) = 0.

Ox?
All’esterno della buca la soluzione &
L L
all’interno della buca le soluzioni sono pari o dispari
2 2 2mE L L
Uy(x) =4/ zcos(kp:c) ;o Ya(x) =4/ Esin(k:da:) R % s Ty <E<g,
dove abbiamo imposto che
L
JRECRIE
_L

Imponendo la continuita delle soluzioni abbiamo che
L L
v(-3) =+(3) =0

percio
L
kdaznﬂ n=123,...

L T
kpg = (271 - 1)5 )
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2)

Le autofunzioni del problema imperturbato sono quindi

2 [ cos(BZ n dispari
- {5 1o
: pari

e i rispettivi autovalori

h2m?
0) _ 2 —
EO = S L n=123,...
senza degenerazione: deg(E,) =1 .
wr? sz L
AV (z) = 572 Sin <f) , T <e<g
lo stato fondamentale ¢
0 ffon ()
Oy =/ Feos (50 |
con energia
) _ h2m2
! 2mL?
La correzione in energia al second’ordine dello stato fondamentale ¢ data da
) 2 Vi >
By =E" +\Vir + X)) o 7o o)
i1 1 i

dove
00 2.2 %
_ 0 © _ W o e 2 2(E> : (W_f'f) _
Vn_/_ooz/;l ()V(x)py (x)dx = 2mL2/_ 7 cos” () sin (— dx =0,

mentre

00 2.2 L
- Ok O de = 2 [ 00" G sin (FEY 42 cos (75
Vi = /Oo v (2)V () (z)de = S~ /L ;7 () sin < 7 )\/;COS ( 7 )dx

Rr2 5 g 1 [2 o 1 R2n2 (5 o
= O ()=1/ 2 sin (222 dg = = 0) (0)
= 573 /% {08 (x)2 7 sm( 7 )dx = 59,77 /£ Uy (2)y (x)dx

1 h2n? 1
— ——52‘ - —E(O)él
29mL2 T 9t T2
Percio
2
V; EY
By = B 4+ )2 (O‘) 2l o7 o) = EY + X——— 4 o()?)
1 — Fy 4(—=3E7)
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La correzione al second’ordine dell’autostato corrispondente e data da

i) = 90 (2) + 2D @ + 22D Py 4 o(N?)

i#1 i#1
dove
1 Va _ 1o
G = Efo) _ EZ(O) - 6(5@,2 )
ViV, VaV;
¢}’ :Z 0, Jl<o> ONETO) : 11(o>
j#1 (£ _Ej WEY —E7)  (By —E7)?
_Zl —052Viy 1 —Vh
- 0 0)y 0 0)y *
=6E” -EY) 65" -E")

Vo= [ i V@ e = 2 [ 40 @y in ()2 sn

SISl

R2r? (3 « 1 /2 X 3rx
[T () e (52
T /_% v () sV zles T cos (—7 dx

2rx

L

LR 7 o (o) (0 1 h*r?
=3amr ), @@ = @) de = 53T 6 b

1
— §E£O) (52‘,1 52‘,3)

Percio
0,0 N~ BG83 o_ 1 —E” o 1 q

Zcz Y; _ZE 0 70 Vi T30 n0% —og?s o
i#1 i#1 By — E; By — By 96

O A0 Ao e
Yi(z) = 9P () 67/12 +96¢3 +0(A%) .
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Esercizio 15

Sia data una particella di spin % la cui Hamiltoniana ¢ data da

H, i(éEQ +20-S+hL. + Sz)) .

T m2\3

1) Determinare gli autostati e gli autovalori di Hy;

2) Si consideri ora ’'Hamiltoniana

H=H,+ \V, dove V==
considerando V' come una perturbazione, A\ < 1, si calcoli lo spostamento in energia

dello stato fondamentale e del primo stato eccitato e la funzione d’onda del primo
stato eccitato al prim’ordine della teoria delle perturbazioni.

Soluzione

1)

2L - S=J?-L*-§?
percio
e (1= - =
Hy= o (S0 + 2 = 52+ 1)
0= 73\3 + +
una base di autostati ¢ quindi |7, 7., [, s) , formata dagli autostati degli operatori .J?,
J.,, L e S?.

Gli autovalori sono

1 » 3.
Bijts = e(GU+D+G+1) =S +5.) -

Lo stato fondamentale e con il rispettivo autovalore e

1 1 1 €
0)=1|z,—%,0,= Ey=—=
| > |27 97 72> ) 0 9
mentre il primo stato eccitato con il rispettivo autovalore ¢
1 1 1 €
H=|=-—=1,= E=-—.
| > |27 27 9 2> ) 1 6
2)
0
V:e—z — Y cosd .
|7 r

Lo stato fondamentale espresso nella base |[,1,)|s, s,) , degli autostati degli operatori

L? L., 5% S, ¢
1

| 1
2 Y

1
3/

1

1O
277
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Lo spostamento in energia dello stato fondamentale al prim’ordine e dato da

E = Ey+ \Vyo + 0()\?) ,

dove
1 1 1 1
%0 = <O|V|O> = <070’<_7 __|V|O>O>‘_7 _§>
1 11 21 1 .
= {7 -, — = € COS 0,0 COS Y = 77— COS COsSU =
(555 [ Viuecosd¥i deosfdy =2 fdcosd =0 |

Il primo stato eccitato espresso nella base |[,1,)]s, s,) ¢

1 1 1 1 11
—3) = V2L -5 5)) -

e CUE
27 277 2_\/§ ) 27

Lo spostamento in energia del primo stato eccitato al prim’ordine ¢ dato da

E = By + A\Vi + 0o(X?) |

Vii = (1|V|1) = //lflocoseiﬁodcosedgp+—// _,cos0Y) _y1dcosfdy
-1

21 3
_ o cos® 0d cos O + —WE COS@SiDQQdCOSH =0.
3 4m 3 8m J

Infine la correzione al prim’ordine della funzione d’onda dello stato fondamentale ¢
data da

(@) = ol HZE v+ olV)

k#0
dove
1 1
Vio = (J, jz,l,s|ecose| Z 1%, (1 15| (s, 52| € cos 0]0, 0>|2 2)
12,52
1
= EZC (s, sz 5)(l,lz| cos 60, 0)
12,82
1
= ez 05,10, %QW/lYZklZ cos 0y od cos 6
12,82 -
! 1
— € 252 s_ s 127T/ Y YlodCOSG L Sx 3153 7151,151270 .
IZZSZ R NVE \/_IZSZ : oo
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Gli autostati della base |7, j., [, s) che contribuiscono alla correzione dell’autovalore
sono gli stati in cui € non nullo il coefficiente di Clebsch-Gordan con lo stato con

lzzo,eszz—% , ovvero gli stati
3 1.1 1 1
|_7__717_> = —{|17_1>|_7
27 2772 V3 2
1 1.1 1 1
1.y = —!11.0)=. —
33 by = Lol

le energie di questi stati sono

E

[SI[oN

1

[SIE
N

E

1

N

N
N

1 1
5)+ VL0, —3) ]

2

DO | =

b VAL -1

'}

| —

)

N | —

Percio la correzione allo stato fondamentale espressa nella base degli autostati del-

I’Hamiltoniana imperturbata e data da

1 1 1 V2 o e 3 1
== -0 ) AN |= =
) |2’ 2’ ’2>+ 3 —g—%|2’ 2’
1 1 1 2v/23 1 1
- |_7__707_> _A—|_7__717_> S
27 2779 25 27 277790 9
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Esercizio 16

In uno spazio unidimensionale ¢ data I’Hamiltoniana di un sistema di due particelle iden-

tiche di spin 1/2
w m
H: + + (Tl_T2)2’ /"[/:_2

1) Determinare gli autovalori e gli autostati dell’Hamiltoniana nel sistema del centro di
massa.

2) Se si aggiunge all’Hamiltoniana il termine
V= )\(Tl’f’z)(gl . gg) s

come vengono modificati gli autovalori dell’Hamiltoniana. Rispondere risolvendo il
problema esattamente.

3) Considerando V' come una perturbazione (A < 1) calcolare lo spostamento in energia
dello stato fondamentale e per il primo stato eccitato al prim’ordine della teoria delle
perturbazioni. Confrontare il risultato con il calcolo esatto.

4) Rispondere alla domanda del punto 1) nel caso in cui le particelle siano bosoni di spin 1.

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa e passiamo nel sistema di
riferimento del centro di massa:

{R: (r1+712)/2

T =T1—7T9

da cui
rn=R+r/2
ro=R—1r/2
quindi
H = H., + H, ’
p2 P’
Hcm:—zo Hr:_ —r?
oM o 2

dove P = MR, p=ur, M=mi+ms.

Percio ) )
g P et
21 2
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2)

Gli autovalori sono quindi

mentre le autofunzioni sono

W s, (1) = (1) Xs,s5

dove 1,(r) sono le autofunzioni dell’oscillatore armonico mentre y;;, ¢ la parte
spinoriale e puo valere

X0,0 singoletto antisimmetrico

X1,s. tripletto simmetrico .

Le particelle sono fermioni identici di spin 1/2 percio la funzione d’onda complessi-
va dev’essere antisimmetrica rispetto allo scambio delle particelle. Nel sistema di
riferimento del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla trasformazione

{R:(T1+T2)/2 — (T2+T1)/2:R

T =71 —7T9 — T9 —T1 =—T

quindi

Un(r) — Pp(—1) = { Un(r) sen e pari

—1,(r) se n & dispari

percio 'autofunzione complessiva antisimmetrica sara

| ¥n(r) x00 sen e pari
Wrse.(7) = {wn(T) X1,s. sen e dispari

2 2

w - -
H= g—lu + MT + )\(T1T2)<Sl . SQ) .
Nel sistema del centro di massa R = 0 percio
2 2
_ "\R_"y—pg_" __I
T1T2—(R+2)(R 2) R 1 4 s
**_1*2 a2 *2_1"2 32
Sy 52—2(5 h 52)—2(5 2h),
quindi
2 2 2
H:p—+£r2—)\r—<52—§h2> .
20 2 8 2

Per n pari gli stati sono di singoletto percio su questi stati

S =ns(s+1)=0,
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)\h2 2 ~ 2
H_p_+ﬂ +)\3h22 p_+ﬂi<1+§_)r:p_+/ﬂx}pr2’
24 2 16 24 2 8 pw? 21 2
- / 3 \h?
dove Wp =wq |1+ = 8uw2 ,
- 1 3 A\h? 1 .
En:ﬁwp(n+§>:hw 1+§W<n+§>, n pari .

Per n dispari gli stati sono di tripletto percio su questi stati

S? = W?s(s + 1) = 2h° |

2 2 2 1)\712 2 ~ 2
g e L h“_p—+“i<1___>r2:p_+”wdr2,
24 2 16 24 2 8 pw? 24 2

1 \h?
dove g =wyl—="— |
8 pw?
1 1 \R? 1
En:hdd<n+§> = hwy /1 — gm(n—Fi) 5 ndispari .

3)
= %2 3
V = (7‘17“2)(51 . SQ) = —g(SQ — §h2> s
considerando V' come una perturbazione abbiamo che la correzione in energia al
prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da

A .
Wi = —5 5,187 = S s, s2) (b}

dove

h h
(n|r®|n) = <n|2u—w(a + a")?|n) = 2M—w(n|a2 +aal +ala + aT2|n>

5 9 (0,015% — 3K2/2)|0,0) = —3k2/2 per n pari
; 52 o _h2 ) = ) . ) )
(s, 52| 2 )18 5:) { (1,s,](S? — 3h?/2)|1,s.) = h*/2 per n dispari

Percio
3h3 1 1 3h3 1
K 16uw<n+2) n+2 + 161w n+2 +o(A) n pari
h3 1 ]_ h3 1
nn — = En = ( _> _ ( _) . D
K 16 puw (n + 2) hw(n + 9 A 161w n+ 5 +o(A\) n dispari



Il risulato coincide con il calcolo esatto al prim’ordine in A infatti,

3 \h? 1 3 \h? 1 i
En:hw 1+§W<n+2) hw<1+1—6w>(n+§>+0(/\) n pari ,

1 \h? 1 1 \h? 1
E,=hw 1—§W<n+§>:hw(1 16 7 )<n+§)+o()\) n dispari .

4) Nel caso in cui le due particelle sono bosoni di spin 1 le autofunzioni devono essere
simmetriche per scambio delle particelle. Abbiamo che

Scriviamo i possibili stati dello spin totale |s, s,) in funzione della base
|51, 812)1]S2, S22)2

12,2,1,1) = |1, 1041, 1)s
1
1
2.01,1) = - {[L 101 =12+ 201, 004]1,0)2 + |1, ~1a]1.1).
1
2,-1,1,1) = —2{|1,—1>1\1,0>2+|1,0>1\1,—1>2}
|27_27171> ’17 > ‘1 _1>
1
1,1,1,1) = —2{|1,1 11,005 — [1,00,]1, 1) }
1
11,0 —2{|1,1 11, —1)s — |1, — 1)1, 1>}
1,-1,1,1) 1{|10|1 1)y — |1, 1)|10>}
) Ly \/5 2
1
|070717 1> = ﬁ{uu 1>1‘17_1>2 - |1>O>1‘170>2 + |17 _1>1‘171>2} )
percio gli stati sono simmetrici per scambio di particelle se s & pari (s = 2,0),

antisimmetrici se s ¢ dispari (s = 1).

Le autofunzioni complessive simmetriche per il sistema sono quindi

)

| |¥n(r))|s,s.) per sen pari,
‘\I/n,s,sz<r)> - { W}”(T» ‘3, 3z> per senmn dispari,
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mentre gli autovalori rimangono immutati rispetto al caso dei fermioni

En:hw<n+%) )
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Esercizio 17
Siano date due particelle identiche con Hamiltoniana

H— 1712 172 g

1) Determinare gli autovalori dell’Hamiltoniana nel caso in cui le due particelle siano due
bosoni di spin 0 .

2) Determinare gli autovalori dell’Hamiltoniana nel caso in cui le due particelle siano due
fermioni di spin 1/2 .

3) Scrivere le possibili funzioni d’onda per il livello di energia piu basso ed il primo stato
eccitato, nel caso che le particelle siano due fermioni di spin 1/2, e discutere le relative
degenerazioni.

4) Data la perturbazione
V:K‘Fl—F2‘§1'§2 y
calcolare lo spostamento in energia dello stato fondamentale. Si ricorda che la
funzione d’onda radiale nello stato fondamentale dell’atomo di idrogeno é data da
2

RlO (T) = 3—/26
To

—r/T0

Soluzione

1) Introduciamo la coordinata del centro di massa e relativa e passiamo nel sistema di
riferimento del centro di massa:

=Ty =172
da cui
7 = R+ 7/2
=R —1/2
quindi
H=4H.,+H,,
ﬁz —9 2
Hcm:—zoa Hr:p__gT7
2M 2u |7



Percio ) )
o=r_9_
2u |7

Le autofunzioni saranno quindi del tipo

=

W10z 5,5 (F> = Y. <F> Xs,82 »

dove 1y, () sono le autofunzioni dell’atomo di idrogeno mentre x, € la parte
spinoriale.

Nel sistema di riferimento del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla

trasformazione
R=(F+m)/2 — (H+7m)/2=R
T =T — 1T — Th—T =—T
quindi

o = nil. (T7) sel e pari
wn,l,lz(’f’) — wn,l,lz(—r) :{ 1/) 0l ( ) p

— 1. () se l ¢ dispari

Nel caso in cui le due particelle sono bosoni di spin 0 la parte spinoriale della funzione
d’onda |s, s,) espressa in funzione degli spin delle singole particelle |sq, $1,)1|S2, S2.)2
sara data da

|07 0> = |07 O>1|07 0)2 )

ed e chiaramente simmetrica rispetto allo scambio delle particelle.

Poiche la funzione d’onda complessiva dev’essere simmetrica rispetto allo scambio
delle particelle le autofunzioni saranno

|\:[In7l7lz73752 (F» = an,l,lz (F» |Ov O> ) con [ pari ,

e siccome per le autofunzioni dell’atomo di idrogeno abbiamo che
l=n—1n—-2,...0

gli autovalori saranno

g2

B, = -2,
2ron

n>1.

2) Nel caso in cui le due particelle sono fermioni di spin 1/2 la parte spinoriale della
funzione d’onda |s, s,) espressa in funzione degli spin delle singole particelle
|51, $12)1|S2, S2.)2 sara data dal tripletto simmetrico o dal singoletto antisimmetrico:

I1,1) = [1/2,1/2)1|1/2,1/2)
1s2) = § 11,00 = {11/2,1/21]1/2,=1/2)s + [1/2,=1/21]1/2,1/2)2} / V2
|1, —1) =|1/2,—1/2)1]1/2,—1/2),

10,0) = —%§{|1/2,1/2>ﬂ1/2,-1/2)2-|1/2,-1/2>ﬂ1/2,1/2>2}
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Poiche la funzione d’onda complessiva dev’essere antisimmetrica rispetto allo scambio
delle particelle le autofunzioni saranno

— ‘wn,l,lz<77)> ‘07 O> ) sele pari
P iess. (7)) = { [ (T)) |1, s2) se [ ¢ dispari ’
mentre gli autovalori saranno

g2

En=—52—,
2ron

n>1.

3) Nel caso in cui le particelle sono fermioni di spin 1/2 la funzione d’onda del livello
fondamentale & data da

|W1,0,000(7)) = [¥1,00(7)) 0,0) ,

il rispettivo autovalore e

2

B - 9

2T0 ’
con degenerazione nulla
deg(Ey) =1.

per il primo livello eccitato abbiamo invece che

_ e (7)) (1, 52)
(Wat.s,s. (7)) = { |19.0.0(7)) |0 0> :

il rispettivo autovalore e

2
E2:_g—7

87"0
con degenerazione
deg(Ey) =3x3+1=10.

4)

V= ’C|7”1—7”2|51 52 ’C‘?(gz—g%_gg)a

Voo = 5 (0,018% = 5% = 8310,0) w1007 )7 DI¥r0(7)

dove 3
(0,0]5% — 52 — 5210,0) = —éhz :
_’ —2r/r 3
(W1,0,0(M) (7)) [401,0,0(7) / | Ryol? |r|r2dr/|Y00|2dQ— —/ 2r/ro 3 gy — 570

dove 'ultimo integrale si risolve per parti .
Quindi
9
VE]() = —glch27’0 .
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Esercizio 18

Si consideri un sistema unidimensionale la cui Hamiltoniana ¢ data da

mw?
+

2
o
2m 2

22+ ol — ) ,

1) Determinare esattamente gli autovalori e le autofuzioni dell’Hamiltoniana.

2) Considerando il termine V' = «a(x — xy) come una perturbazione, calcolare, al primo
ordine perturbativo, la funzione d’onda per lo stato fondamentale e al secondo ordine
perturbativo il valore dell’energia corrispondente ai due stati imperturbati di energia
piu bassa.

3) Per i due stati imperturbati di energia piu bassa, confrontare il risultato esatto con
quello ottenuto al primo ordine perturbativo.

Soluzione

1)

2 2
H = 2p_m+m;d 22+ ar — )
;024_muﬂ<2+ a (a)2> a?
= — x — -«
2m 2 2 mw? 2mw? 0
2 2 2
Pty
“om T omw? 07

dove
y=r+—
mw
Percio gli autovalori sono
1 a?
oo ]) - o
n 2 omw? 0

mentre le autofunzioni sono quelle dell’oscillatore armonico unidemensionale

Uly) = n (@ +

mwQ) ’




2) La correzione al prim’ordine perturbativo della funzione d’onda dello stato fondamen-
tale e data da

Yo(z) = v (2) + Y
i#0

dove

RO Vio
EO _ O’

. | h . | h
Vio = (ila(z — 20)|0) = « 5 (ila + aT\()} — axgdpy = « %@1 — axodio ,
percio
C(~1) = —g h = —
70 hw V 2mw
«

Yo(z) = ?/f(()o)(l’) - W

La correzione in energia al second’ordine dello stato fondamentale ¢ data da

«
Vomhw?
(0)

1

|Vio|?
Bo=E +Vo+ Y —gr—s
(0) 0) ’
iz0 Bo — B
dove
h T
Voo = (Ola(z — 20)[0) = %(Om +a'l0) — axg = —axg ,
percio
hw a?
Bo=rg —om- g

La correzione in energia al second’ordine del primo stato eccitato e data da

(0 Vi |
El _El +‘/11+ZE(0)—E(0) 9

i;ﬁl 1 7
dove
Vi = (tale — 20)[1) = ay) ——(1]a + af|1) — azo =
11 = olx IO = Qmw a a Oé.CU(] = Oé.fE(] y
Vi = (il — z0)|1) " il + all1) — awod
i1 = (tlalx —x =« 1a - a — QT0;
0 2mw 0%
h
= a\/ — (00 + \/§5i2) — azpd; ,
2mw

20



percio

2 a2

3 o 3
E = -hw— ——(1—-2)= —hw — - —.
LT et + 2mw2( ) 2 A0 o
3) E immediato verificare che gli autovalori del risultato esatto coincidono con quelli
corretti al second’ordine della teoria delle perturbazioni.

Per quanto riguarda la funzione d’onda sviluppiamo la soluzione esatta dello stato
fondamentale al prim’ordine nel parametro « .

1/10<x + m%) - %(z + m(z:Q) ot W _atola)
= (o) + () ez (L L ) et
— sute)+ () e (- T Ly ok
= o) = —=——tia(2) + o(a)

il risultato coincide con quello ottenuto in teoria delle perturbazioni.
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Esercizio 19

Un sistema composto di due particelle identiche, e descritto dall’Hamiltoniana:

dove L ¢ il momento angolare orbitale del sistema e J il momento angolare totale.

1) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano bosoni di spin 0 .

2) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano fermioni di spin 1/2 .

3) Determinare lo stato fondamentale e i primi due livelli eccitati nel caso che le particelle
siano bosoni di spin 1 .

4) Se si aggiunge ad Hp un termine di interazione
V=calL-S , ek 1
dove S ¢ 1o spin totale del sistema, ricalcolare i livelli di energia richiesti al punto 3) .

5) Nel caso dei bosoni di spin 1, calcolare lo spostamento dei livelli al primo ordine in €
considerando V' come una perturbazione e confrontare i risultati con il punto 4) .

Soluzione

Gl autovalori dell’Hamiltoniana sono:

i(j+1) 7.
Ejj. Zahz(l(l+1)+%+%> '

Una base di autostati dell’Hamiltoniana sara quindi data da

|j7j27l7 8) *

A seconda che le particelle siano bosoni o fermioni la funzione d’onda complessiva
dev’essere simmetrica o antisimmetrica per scambio di particelle, scriviamo quindi la base
degli autostati dell’Hamiltoniana in funzione della base |l,1,)|s, s.) e imponiamo la giusta
simmetria.

14,321, s) = |1, 12)]s, s2)
Per quanto riguarda la parte orbitale, nel sistema del centro di massa lo scambio delle

particelle equivale all’operazione di parita, percio la parte orbitale della funzione d’onda e
simmetrica per scambio di particelle se [ pari, antisimmetrica se dispari.

12

|l7lz> - (_1)l|lalz> :
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1) Nel caso in cui le due particelle siano due bosoni identici di spin 0 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, s.) in funzione della base |s1, s1,)1|s2, S2.)2 € data da

|07 0>S,Sz - |O7 0>1|07 O>2

ed e chiaramente simmetrica per scambio di particelle.

Affinché la funzione d’onda complessiva sia anch’essa simmetrica dobbiamo imporre
che anche la parte orbitale della funzione d’onda sia simmetrica per scambio di
particelle quindi [ dev’essere pari.

Lo stato fondamentale ¢ dato da
|07 O>l,lz|07 O>s,sz = |0> 07 07 O>j,jz,l,s )

con autovalore
E()’0,0 - 0 .

Il primo stato eccitato ¢ dato da
|27 _2>l7lz|07 O>3752 = |2> —2,2, 0>]}J'Z7175 )

con autovalore
E27,2,2 = 8ah .

Il secondo stato eccitato e dato da
|27 _1>l,lz|07 O>s,sz = |27 _17 27 0>j,jz7l75 5

|27 _17 27 0>j,jz,l,8 )

con autovalore
17

2,-1,2 = —ah .
2

2) Nel caso in cui le due particelle siano due fermioni identici di spin 1/2 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, s,) in funzione della base |s1, $1,)1|52, S2.)2 € data da

5, 5.) |0,0)s,. singoletto antisimmetrico
1oF I1,s.)ss. tripletto simmetrico

Affinché la funzione d’onda complessiva sia antisimmetrica per scambio di particelle
dobbiamo associare la parte orbitale della funzione d’onda con [ pari al singoletto di
spin e la la parte orbitale con [ dispari al tripletto di spin.

Lo stato fondamentale ¢ dato da
|07 O>l,lz|07 O>s,sz = |0> 07 07 O>j,jz,l,s )

con autovalore
E()’0,0 - 0 .
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Per gli stati eccitati dobbiamo considerare gli stati

‘27.jz7 17 1>j,jZ7l7S
|17 l2>l,lz|17 5z>8,sz = ‘17.j27 L, 1>j7j27l75 )
‘07 07 17 1>j,jZ7l7S

il primo stato eccitato ¢ quindi
1

0,0, 1, 1)t = —={ 11 Drael L= = 11,0001, 00, + 11, D1, 1.

| Visjod, \/gl ). ) 11,0011, 0)s 5. + | 211, 1),
con autovalore

Eoo1 = 2ah,
mentre il secondo stato eccitato ¢ dato da
1

|]-7 _17 17 1>j,jz,l,8 - %{“—7 0>l7lz|].7 _1>s,sz - |].7 _1>l,lz|17 O>S,8z}’

con autovalore .
E17,1,1 = 50[7:1, .

2) Nel caso in cui le due particelle siano due bosoni identici di spin 1 la parte spinoriale
della funzione d’onda totale |s, s.) in funzione della base |s1, s1,)1|s2, S2.)2 € data da

12,5.)ss. pentapletto simmetrico
ls,s,) = ¢ |1,8,)ss. tripletto antisimmetrico
|0,0)ss. singoletto simmetrico

Affinché la funzione d’onda complessiva sia simmetrica per scambio di particelle dob-
biamo associare la parte orbitale della funzione d’onda con [ pari al singoletto o al
pentapletto di spin e la la parte orbitale con [ dispari al tripletto di spin.

Lo stato fondamentale ¢ dato da
|07 O>l,lz|07 O>s,sz = |0> 07 07 O>j,jz,l,s )

con autovalore
E0,070 =0.

Per gli stati eccitati dobbiamo considerare gli stati
‘07 0>l,lz |2> 5z>8,sz = |2> Jz, 0, 2>J}jz,l,8 )

e gli stati
|27jz7 L, ]'>jajz7l75
‘17 lz>l,lz‘1> Sz>s,sz = |]-7jza 17 ]->j=jz7l,s )
‘07 0,1, 1>j7j27175
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Per il primo stato eccitato abbiamo i seguenti stati degeneri
1
0,01 Disens = Zo{ 1 Dual =D, = 1,021, 00 + 11, ~Thus 1 s .
|27 _27 O? 2>j7j27175 = ‘07 0>l7lz‘27 _2>37527

con autovalore
FEop1 = Ea 20 =2ah,
con degenerazione 2.
Per il secondo stato eccitato abbiamo i seguenti stati degeneri
1
110 D = {10001 =D, = 1= D110, |
|27 _17 07 2>j7jz7l75 - |07 O>l,lz |27 _1>87527
con autovalore .
Ei 10 =FEy 10= 50471 )

con degenerazione 2.

4) Se aggiungiamo all’Hamiltoniana il termine

V =cal-S
abbiamo che ]
E'§:§<j2—[_:2—§2),
€\ - J?  hJ € =
H— (1——)L2 14— 42=_f32) 1
a< 5 + ( +e)2+ 5 25 (1)

Gy
Byo = al? (= S0+ 1+ 0+ 9L L 2 )

I livelli di energia calcolati nel punto 3) saranno ora:

10,0,0,0);5.1 » Eo000=0,

10,0, 1, 1)j 4.5 » Eoo11=2aR*(1—¢€),
12,-2,0,2) 5505,  Ea 902 =2ah”,

11, -1,1, )05,  Fi111= gaif(l - %e) :
|27 —17072>j,jz,l,s ) Es 102 = g@h2 )

la perturbazione percio rimuove la degenerazione .
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5) Per calcolare la correzione in energia in teoria delle perturbazioni dobbiamo calcolare il
valore di aspettazione di V fra gli stati trovati nel punto 3) tenendo conto del fatto
che i primi due livelli eccitati sono degeneri con degenerazione 2 .

V:%<j2—i2—§2),

la perturbazione ¢ diagonale nella base |7, j., [, s) degli autostati dell’Hamiltoniana,
percio nei sottospazi degeneri gli elementi di matrice di V' fuori della diagonale
sono nulli, le correzioni agli autovalori saranno date dai valore di aspettazione di
V' calcolato su ogni stato del punto 3).

(0,0,0,0[V0,0,0,0) =0

(0,0,1,1]V]0,0,1,1) = —2eah?
(2,-2,1,1|V]2,-2,1,1) = 0
(1,-1,1,1|[V[1, -1,1,1) = —eah?

0.

(2,-1,1,1|V|2,-1,1,1)

Si verifica immediatamente che le correzioni trovate coincidono con quelle calcolate
nel punto 4) .
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Esercizio 20

Sia dato un sistema di due bosoni identici di spin 0 e massa m in uno spazio unidimensionale
la cui Hamiltoniana ha la forma

H=Hy+\V,
dove
2 2 2 2
p mw p mw
Hy=got g oitg tp o,  Ve=mnsn.

1) Determinare gli autovalori e i corrispondenti autoket del livello fondamentale e dei primi
due livelli eccitati del problema imperturbato e le correzioni in energia al prim’ordine
della teoria delle perturbazioni. Discutere le degenerazioni in assenza e in presenza
della perturbazione.

2) Rispondere al punto 1) nel caso in cui le particelle siano fermioni di spin 1/2 .

3) Risolvere esattamente il problema, nel caso di bosoni di spin 0 e di fermioni di spin 1/2,
facendo un’opportuna trasformazione delle coordinate e confrontare il risultato con
quello ottenuto con la teoria delle perturbazioni.

Soluzione

1) Gli autovalori e gli autoket del problema imperturbato sono
EY(LOI)’nQ - hw(”l + na + ]-) ) |n17 ng, s, 82’) - |n1>|n2>|07 0>8,82

dove |n) ¢ l'autoket di un oscillatore armonico unidimensionale e |s,s.) ¢ la parte
spinoriale della funzione d’onda.

) = (o) = i () )5

|s,5.) = ‘070>51751z‘070>52,32z .

La parte spinoriale della funzione d’onda e chiaramente simmetrica per lo scambio
delle particelle, affinche la funzione d’onda complessiva del sistema sia simmetrica
per scambio di particelle la parte spaziale della funzione d’onda dev’essere simmetrica
rispetto allo scambio dei due bosoni.

L’autoket, ’autovalore e la degenerazione dello stato fondamentale sono
0) = [0)]0)[0,0)ss. , B =hw, g=1.

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da

(0[]0} = miw?(0](0]15]0) 0} = miw? = (0[{0] (e + ) (a2 + a})]0)J0) = 0 .

2mw
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L’autoket, ’autovalore e la degenerazione del primo stato eccitato sono
1
V2

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da

) =—={I0) + 01 }0,0)ss. . B =20, g=1.

I

Vi) = "L 01+ 0111} + al)aa + ) {1110 + [0y} =2

Fw A
E1:E§°)+A7:hw<2+§> .

Gli autoket, I’autovalore e la degenerazione del secondo stato eccitato sono
1

‘21> = \/5

{1210} + 10)12) b0, 0)ss. 120 = [1I1)]0, 0}

EY =3mw, g¢g=2.

La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da

(2iVI2) = "L (20{0] + (01421} + a}) as + ) {[2)10) +10)12) } = 0.

(2ulV|2u) = %(1\(1\((11 +aj)(az +a3)[1)|1) =0,

(2iIVi2n) = 2oL (21(0] + (012l }ar + af) (a2 + a}) 1)1

22
= s { il + ol {010 + V21012 + Va0 + 211} = ke
percio
vzm(?é) Ae = thw | |)\i):%{|21)+|2n>}-

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

Eyr = BV 4 Aw = hw(3 £ \)

1 1
20 = {120+ 1200 } = 5{1210) + )12 + VA1) }0,0)s. . 9=1,
2.) = {120 = P} = 3{2)10) + 02 ~ VA 0.0, g =1.
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2) Nel caso in cui le particelle sono due fermioni identici la parte spinoriale della funzione
d’onda ¢ data da

5, 5.) |0,0)5,. singoletto antisimmetrico
"L, Ss)ss.  tripletto simmetrico

Affinche la funzione d’onda complessiva del sistema sia antisimmetrica per lo scambio
dei fermioni bisogna associare la parte spaziale della funzione d’onda simmetrica al
singoletto e quella antisimmetrica al tripletto.

L’autoket, ’autovalore e la degenerazione dello stato fondamentale sono
0) = [0)[0)]0.0)ss. ,  E)=hw, g=1.
La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da
h
(0[V]0) = muw? (01{0]x1:22/0)[0) = mew?® -——(0|{0(as + a)(az + a})[0)[0) =0 .

Gli autoket, I'autovalore e la degenerazione del primo stato eccitato sono

1
1) = 25 { 1010} +10)11) 10, 0.
1
1) = —Z={1D10) = 10)11) }11, 0}
B9 =onw, g¢g=4.
La correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da
hw hw
(V) = Z={ @101+ (011 for +al)(az + a){[1)]0) + 0)1) } = =2,
hw hw
(ulVitn) = Z-{ (1101 = 011} (an + a) (@ + ah) {1)10) — 01} } = =57,

mw?

(Vi) = "L 01(0] + 011 o [110) — (01 }0.01,8) = 0.

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

hw A
E1+ :E§O)+)\7:FLW<2+§) )

hw A
B =EY -\ = (2——>
1_ 1 )\2 hw 2 3

|1+>:|1I>7 g=1,

1) =N, g=3.
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Gli autoket, I’autovalore e la degenerazione del secondo stato eccitato sono

%{|2>|0> +10)12) }10, 0)s,.

20) = [1)[1)[0, 0} -
1
2m) = = {1210) = 1020} 1,52}
EVY =3, g¢g=5.

Poiché la perturbazione non agisce slla parte spinoriale della funzione d’onda gli
elementi di matrice di V' fra stati con spin differente sono nulli.

20|V )2m) = 2u|V|2u1) =0

21) =

Possiamo percio considerare separatamente gli stati di singoletto e gli stati di triplet-
to.

Per gli stati di singoletto la trattazione ¢ identica al caso di bosoni di spin 0 ; la
correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni ¢ data da

(21|V]21) = ulV|21) =0,
21|V 211) = hw ,
percio

01
10

1

520+ )}

Gli autovalori corretti al prim’ordine, con i rispettivi autoket e degenerazioni sono

By, = B\ + Ahw = hw(3 £ )\) |

Vzhu)( ), A = Thw ML) =

2:) = {120 + R} = 5{RI0) + 02) + VEDID 0.0 9=1,
1 1
2) = —={120 —120) } = 3{ 1210} + 0)12) = VA }10. 0} g=1.

Per lo stato di tripletto la correzione al prim’ordine della teoria delle perturbazioni e
data da

(2m|V]2m) = 0
L’autovalore corretto al prim’ordine, con il rispettivo autoket e degenerazione e

By, = B = 3hw |

0 —

120) = |2m1), g=3.
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3) Per risolvere esattamente il problema introduciamo la coordinata del centro di massa e
relativa e passiamo nel sistema di riferimento del centro di massa

{X:(x1+x2)/2 da e {:pl:Xer/Q

T =T — Ty ro =X —1x/2
quindi
2 2 2 a? 2 x?
x1+x2:2X —|——, .ﬁUl.’L‘QIX —_ — .
2 4
2 2 22 22
7~ 9x? _) A\ 2(X2__>_H H,
it ( + ) + dmw 7 N+ H,
P? Mw? P? Mw?
H = — )\XQZ_ + 2
Ay VA R G oM 2 ’
2 2 2 2
P pw 27 Mo o,
H,="—+"—"—"(1-\Nz"=— ,
oyt - N =g+

dove P=MX, p=pi, M=2m,, p=m/2, wr=wyV1EtA\.

Gli autovalori e le autofunzioni dell’'Hamiltoniana sono quindi

1 1
EN,n = hfWJr(N + 5) + hw*(”’ + 5) ) |N>n7 S, 8z> = |N>‘n>’5752>

dove |N) e l'autoket di un oscillatore armonico unidimensionale di massa M e pul-
sazione wy mentre e |n) € 'autoket di un oscillatore armonico unidimensionale di mas-
sa 1 e pulsazione w_; s, s,) € la parte spinoriale della funzione d’onda. Sviluppando
per A < 1

A
EN,n:hw(N+n+1+§(N—n))+O(A>.

Nel sistema del centro di massa lo scambio di particelle equivale alla trasformazione

X=(x1+x)/2 — (r2+x1)/2=X
r =1 — T — To9 — X1 = —T

quindi gli autoket si trasformano nel seguente modo

Ny — Ny, n) = (1))

Nel caso di bosoni di spin 0 la parte spinoriale della funzione d’onda e simmetrica
per scambio di particelle percui dobbiamo scegliere n pari per garantire la simmetria
della funzione d’onda complessiva per scambio di particelle.
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I primi livelli energetici con i rispettivi autoket, autovalori e degenerazioni nell’ap-
prossimazione A < 1 sono

|0>N|0>n|070>5,5z ) E~hw, g=1,
A

11) 3] 0),]0, 0V, E:hw<2+§) Cog=1,

10)~]2)2]0,0)5.5. , E~h3-=M\), g=1,

12)n[0)n]0,0)s. E~h@B+X), g=1.

Nel caso di fermioni di spin 1/2 la parte spinoriale della funzione d’onda puo essere
antisimmetrica o simmetrica per scambio di particelle dovremo percio accoppiarla
rispettivamente con la parte spaziale con n pari o dispari per garantire I’antisimmetria
della funzione d’onda complessiva per scambio di particelle.

I primi livelli energetici con i rispettivi autoket, autovalori e degenerazioni nell’ap-
prossimazione A < 1 sono

10)5[0)]0,0)s5. E~hw, g=1,
A

O)nallsdes . Ex=ho(2-3), g=3,
A

N[00, 00, Exhe(2+5), g=1,

10)x[2)]0,0)ss. E~hw3-2N), g=1,

|1>N|1>N|1752>8,sz ) E~3hw, g=3,

12)5[0)]0,0)s5. E~hw3+A), g=1.

Gli autovalori calcolati al prim’ordine in A\ corrispondono a quelli trovati con lateoria
delle perturbazioni, per dimostrare che anche gli autoket corrispondono notiamo che

| h h | h | h
— Ty ~ T — T ~ T
X Mo (A+A") ~ T, (A+A"), =z T (a+a') ~ p— (a+a")

T+ x 1 h h
12 225\/2mw(a1+a1+a2+a§), Ty — Ty = Qmw(a1+ai—az—a£)

percié

1 1
A~ — (a1 +ag) , a~—(a; — ag) .

V2 V2

Consideriamo solo la parte spaziale della funzione d’onda in quanto la parte spinoriale
coincide per entrambi i metodi.
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11 livello fondamentale ¢ dato da

10) 5[0} 2~ [0)ny [0y

ricaviamo gli altri autostati applicando gli operatori Af e a':

ATIO)10)s = D10} 2 = (a] + a0} 0D = Z={ 1Dl0bs + 0D}
A1) |0y = V212) [0} = ﬂ<a1+a2> f{|1>m|o>n2+|o>m|1> .}

= V2120 00, + VIO 20+ 201 1)

a10)10)e = [0) 11} = —(a] = a)10)esl0)s = —={IDrul0n = 0|1}

Sl

1
a0}/ = V2I0)v[2)n = —=(ad — f{|1>m|o> — 10y s }

= V3200 00, + VEIO) 12} — 201} 1)}

1) I0)0 = D11} = (a} = ) Z={ 1000}, + [0} 1)

1
= 5{ V212,10, = V210)us2ns |

ricapitolando,
10)~ [0}

1)

12

0)ns [0}y
1

{10),10} s + 1), 1) } -

=

=
3
12

01} 2 —={ 1|0}y = 10} 1) } -

e

2)n[0)n =~

2) 010}z + 10hms 2 + V2L L |

0)n[2)n =~

N N

N

2) a0}z + 10ns2hms = V2L L }

M1 2 = 120100, = [0)s[2)as |

5l
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Esercizio 21

Si consideri 'effetto di un campo elettrico uniforme sugli stati eccitati di un atomo di
idrogeno (effetto Stark lineare).

=2 2
(& —
H:p————ez|E|.
om i
1) Considerando il campo elettrico come una perturbazione e trascurando gli effetti di
struttura fine dell’atomo di idrogeno determinare le correzioni degli autovalori al
prim’ordine della teoria delle perturbazioni per lo stato fondamentale e per il primo

stato eccitato. Discutere le relative degenerazioni.

Soluzione

1) GIli autostati e gli autovalori con relativa degenerazione dell’atomo di idrogeno sono

e
= Y, < E =——— =n?
Ynar. = Roa(r)Y.(0,¢) , (0<1<n), n 2rqn? g=n

Per lo stato fondamentale abbiamo che

62

1,0,0 F=—— =1
|77>7 1 27“0’ g )

e la correzione al prim’ordine dell’energia e data da
(1,0,0[V[1,0,0) = —e|E|(1,0,0rcos0|1,0,0) = 0

Per il primo stato eccitato abbiamo che

62

12,1,0.) , |2,0,0), Ez:_S—ro’ g=4,
per ottenere la correzione al prim’ordine dell’energia dobbiamo calcolare il valore di
aspettazione di V' nel sottospazio degenre di dimensione 4. Notiamo che poiché la
perturbazione e dispari per operazione di parita avra elementi di matrice non nulli
solo fra gli stati con parita opposta (nel nostro caso [ = 1 e [ = 0); inoltre V' non
agisce sulla componente [, degli autostati quindi avra elementi di matrice non nulli
fra gli stati con ugual valore di [,. Dobbiamo percié calcolare solamente

@ LOVI20,0) = ~clE| [ By () Rar)rr?dr [ Yi(6,0)Yia(6. 0)a0
0

=1 > 2
= —e|F| / e"/mo (1 - L) ridr 271'@—
4\/§7~61 0 21y 47 3

E| [ 3 [® =
— _LJL ——/ e Tmopddr | = 3e|E|rg
1208 \ "2/,
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dove I'ultimo integrale si effettua integrando ripetutamente per parti.

Abbiamo quindi che

0100
- 1000
V = 3e|E|ro 0000]|"
0000
nella base degli autostati
1 0 0 0
0 1 0 0
0 =12,0,0) , 0 =12,1,0) , 1 =12,1,1), 0 =12,1,-1) .
0 0 0 1

Diagonalizzando la matrice otteniamo come autovalore A\q = 0 con molteplicita 2 e
gli autovalori Ay = £3e|E|ry con molteplicita 1.

Una base di autostati che diagonalizza V' & quindi
1 1
V2 V2

Per effetto della perturbazione la degenerazione viene quindi parzialmente rimossa:
abbiamo infatti i due stati con [, # 0 la cui energia non viene modificata dalla
perturbazione

2,1,1), [2,1,-1), {\2,0,0> + 12,1,0>} , {|2,0,0> — 12,1,0>} .

|27171>7 |2717_1>7 EZEZ) g:27
e i due stati con [, = 0 la cui degenerazione viene rimossa
1
V2
1

V2

{|2,0,0> + \2,1,0)} , By =Ey+3¢Elry, g=1

{|2,0,0>—|2,1,0>}, E.=Ey—3¢|Elro, g=1.
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35. Clebsch-Gordan coefficients 1
35. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,
AND d FUNCTIONS
) J J
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —/8/15. Notation: M M
[ ] m m
1/2x1/2 | J—— 0 3 7 .
Y =4/-—cosd 5/2 ;
[Frzsizl 1] o o 1 4w 2X1/2 2 5n o my my | Coefficients
+1/2 —1/2]1/2 1/2] 1 3 _ |2 +1/2 1|+3/72+3/2
-1/2 +1/2|1/2-1/2]1 Yl = —/=— sinf¢i® +2 -1/2| 1/5 4/5| 5/2 372
|-12-1/2] 1 m +1 +1/2| 4/5-1/5)41/2 +1/2
5 /3 1 +1-1/2| 2/5 3/5] 5/2 3/2
o_ |/ 2
Yy = T(i cos= 0 — 5) 0+1/2| 3/5-2/5|-1/2 -1/2
1x1/2 |32 m
+3/2) 372 172 B | 0-1/2| 3/5 2/5| 5/2 3/2
|+1 +1/2 1h1/2 +1/2 )/21 __ 1o sinGcos@cid’ -1 +1/2| 2/5-3/5})-3/2 =3/2
V 8 2 -1-1/2| 4/5 1/5] 5/2
+1-1/2| 1/3 2/3| 3/2 1/2 3/2%1/2 |
0+1/2| 2/3-1/3|-1/2-1/2 , 1B, EERE *i i +1 _241/2] 1/5 —4/5]-5/2
— H 2 -2 —
0-1/2 2/3 1/3] 32| Y2 = 7\ 5, sin“fe ¢ B2
-1 +1/2| 1/3-2/3}-3/2 +3/2 -1/2 1/ 374 2 1
S E EEEEE +1/2 +1/2[3/a-1/4] o o
-1-— 5/2
+3[ 3 2 3/2X1 .2 o +1/2-1/2]172 12| 2 1
[+2 +1] 1]+2 +2 Gz itz +3/2 -1/2+1/2|1/2 -1/2) -1 -1
+2 ofi/3 273 3 2 1 32 ol 2/5 a5l 57z 32 12 -1/2 -1/2|3/4 1/4| 2
+1 +112/3 -1/3] +1 41 +1 +1/2 +1| 3/5 —2/5+1/2 +1/2 +1/2 —-3/2 +1/2| 1/4-3/4]-2
+2-1|1/15 1/3  3/5 +3/2-1]1/10  2/5 1/2 |=372-1/2] 1
1x1 ]2 +1 ols/15 1/6-3/10] 3 2 1 +1/2 of 3/5 1/15 —1/3| 572 3/2 1/2
+2] 2 1 0+1| 2/5 =1/2 1/10| 0 0 0 -1/2+1(3/10 —8/15 1/6|-1/2 -1/2 —1/2
frreif i+ +1-1[1/5 1/2 3/10 +1/2 -1[3/10 8/15 1/6
+1 ofi/z 12 2 1 o 0 0|3/5 0 -2/5 32 1 -1/2 0| 3/5 -1/15 -1/3| 5/2 3/2
o+1i/2-172) o o o -1 +1l1/5 -1/2 3/10|] -1 -1 -1 -3/2 +1|1/10 -2/5 1/2}-3/2 =372
+1-11/6 1/2 1/3 0-1| 2/5 1/2 1/10 |—1/2 -1] 3/5 2/5| 5/2
0o of2/3  o-1/3] 2 1 -1 o|s/15 -1/6-3/10| 3 2 -3/2 0| 2/5 =3/5|-5/2
141176 -1/2 1/3) 1 1] -2 +1|1/15 ~1/3  3/5] 2 -2 [-221] 1
0-1Q1i/2 172 2 -1 -1|2/3 1/3] 3
Y[’" = (=nmy™ -1 0l1/2-1/2]-2 -2 0[1/3-2/3}-3 (j172mimalj1i2 I M)
) 1= 4am i 2 - i .
mlalal = ymemime  baoil = (=1) 17 72(jojimami |joji JM)
’ 20+1
j _ (_qym—m 7] _qJ 3/2%x3/2| 3 0 1+ cosf
dm',mf( 1) dm,m’fdfm,fm’ +31 3 2 déO:cose d}/2127cosi— d}lzi—
[+372+3/2] 1]+2  +2 ’ /2:1/ 2 . 9
2X3/2 | 7/2 2+1/2| 1/2 1/2 2 1 sin 6
/ e :ijz I3j2 1;2 —1;2 +i +1 +1 diﬁ _1p = —sing dig=-—
[+2+3/2] 1}s5/2+5/2 e , ; NG
+3/2-1/2 |1/5 1/2 3/10
+2+1/2| 3/7 4/7| 7/2 5/2 3/2 +1/2+17/2 |3/5 0 —2/5 3 2 T o T 1 —cosf
+1+3/2| 4/7-3/7|43/2  +3/2 +3/2 —1/2+3/2 |1/5 -1/2 3/10 0o o 0 o Gl = 5
+2-1/2| 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2 |1/20 1/4 9/20 1/4
- +14+1/2| a/7 1735 -2/5| 772 s/2 3/2 172 i1/2 —1/2 |9/20 1/a-1/20-1/4
2x2 | 0+3/2] 2/7-18/35 1/5) +1/2 +1/2 +1/2 +1/2| |13 +1/2 [9/20 -1/4-1/20 1/4f 3 2 1
s +2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 |1/20 =1/4 9/20-1/4] -1 -1 -1
Lzralaf+s +5 +1-1/2|12/35 5/14 0 —=3/10
- - +1/2-3/2| 1/5 1/2 3/10
+2+111/2 1/2) 4 32 0+1/2(18/35 -3/35 -1/5 1/5| 7/2 s5/2 3/2 1/2 ,1;2,1;2 3§5 /o ,£/5 T
+1 +2|1/2-1/2| +2 +2  +2 -1 +3/2| 4/35-27/70 2/5 —1/10|-1/2 -1/2-1/2 -1/2 _3/2+1/2| 1/5-1/2 3710 =2 -2
+2 0(3/14 1/2 2/7 +1 -3/2| 4/3527/70 2/5 1/10 10 -
+1 41| 4/7 0 -3/7 4 3 2 1 0 -1/2 [18/35 3/35-1/5 -1/5 | 12 =3/211/2 1/2] 3
0 +213/14 -1/2 2/7] +1 41 41 41 -1 4172 [12/35 5714 0 3/10| 7/2  5/2 30| B2 ZL2]L2T1/2)S
2 1|1/14 3/10 3/7 1/5 -2 +3/2| 1/35 -6/35 2/5 —2/5|-3/2 -3/2-3/2 Fz/2-3/2] 1
41 0| 3/7 1/5-1/14-3/10 0 —3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 100 “1 —1/2| a7 21735275 772 s/2
-1 +2 |1/14-3/10 3/7 -1/5 0 0 0 0o 0 5 w12 | 1/7-16/35 2/5| =572 52
+2 -2 | 1/70 1/10 2/7 2/5 1/5 ~1-3/2| a/1  3/7| 7/2
+1 -1 | 8/35 2/5 1/14 -1/10 —1/5 —2-1/2| 377 —as1l-172
0 0 [18/35 0 —2/7 0 1/5
-1 +1 | 8/35 -2/5 1/14 1/10 -1/5| 4 3 2 1 —2-3/2| 1
d3/2 1+ cosf 0 -2 +2 | 1/70-1/10 2/7 -2/5 1/5] -1 -1 -1 -1
3/2,3/2 5 85 +1 -2(1/14 3/10 3/7 1/5
14+ cosf\2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
a2 _\/§1+—C059 sing d3,= (+—) -1 0| 3/7 -1/5-1/14 3/10| & 3 2
3/2,1/2 9 9 ) 2 -2 +1|1/14-3/10 3/7 -1/5| -2 -2 -2
3/2 1—cosf 6 9 _  l+cost 0 -2(3/14 1/2 2/7
A3 _1)2 = V3 585 34 5 sinf -1 -1| a7 o0-3/7] & 3
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Figure 35.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley (The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.



