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Esercizio n. 1

Una particella di spin 1/2 e massa m € vincolata a muoversi su una sfera

di raggio R.
Al tempo t =0 lo stato della particella & descritto dallo spinore
—sinf cos ¢
=00 = () o)
5 T cos

dove N ¢ la costante di normalizzaione.
La sua Hamiltoniana é&:

N

H = L? +w(L, +285.).

2mR?

1. Determinare al tempo ¢ =0 i possibili risultati di una misura di f/Q, ﬁz,
S., J% e J, e le relative probabilita, dove J = L + S;

2. determinare lo stato del sistema al tempo ¢;

3. dire quali dei risultati di cui al punto 1) valgono ad ogni tempo, e
motivare la risposta;

4. (facoltativo) determinare in funzione del tempo il valor medio di J2.

Le armoniche sferiche Y;™ (0, ¢) sono:

1 /3 , /3
YOO(HJ 90) = \/_4—7_[_7 Y'11<9730> == 8_7T sin 961@7 }/10(6)7()0) = E COoS 6)7
15 /15 -
Y2(0,p) = T ——sin?0e??, Y} (0,0) = — 8_7rSin9COS fe'?,
o —-m m m*
YI0.0) = \r(Beos?0 1), ¥ = () ()



Esercizio n. 2

Si consideri un oscillatore armonico tridimensionale descritto dall’Hamiltoniana

) 22
D mwr AFE .

= — —L 1
H 2m+ 5 + 5oL (1)

il cui stato, all’istante ¢ = 0 e descritto dalla funzione d’onda:
V() = = (\/ T v (Vimeohy) o (v/mwlh =)
\/7 2/10 w/h 37) Yo (\/ 3/) (G0 (\/ w/h > ’ (2)

dove le funzioni 1, (§) sono definite piu sotto.

1. Se si misura il momento angolare lungo 'asse z, L., dire quali valori si
possono ottenere e con quale probabilita;

2. Calcolare ’energia media dello stato;
3. Determinare lo stato del sistema all’istante ¢;

4. Facoltativo: calcolare il valor medio dell’operatore O = 2z in funzione
del tempo.

Le funzioni 1, (§) sono:

/a1 2

0l© = (5r) o Ha©e ", (3)
Ho(§) = 1 Hi(§) =26 Hy(§) = —2+4¢

Hs(§) = —126+8€ Hy(€) = 12 — 4867 + 16¢*.

Per il calcolo degli integrali si riportanto le seguenti formule utili:

) g _ T 1)
L 1)
L(z+1) = al(x), T(1/2) =/



SOLUZIONE ESERCIZIO 1

1. Riscriviamo lo stato iniziale in armoniche sferiche, tenendo conto del

fatto che
(o) =12 v2ss =10 () =lv2 —12ss =10 @

3 \/ & (Y11 — 1/1,—1))

Wo =10, ¢, t=0)=N _ 5
)0 = o ) (\/%m,om,@ (5)

2
- N g [(|1, D=1, =1))@[1/2,1/2)+v2 (|1,0)+0, 0 ) 21/ —1/2>}
(6)
dove abbiamo utilizzato una notazione

1) @ s, s2) - (7)

Scegliendo il fattore N in modo da normalizzare lo stato si ottiene

W) = \/g[(u, 1) -1, —1>) ©11/2,1/2) + V2 (|1,o> +o, o>) ®1/2, —1/2>}
(8)

I risultati possibili di misure di [:27 L,eS, ele rispettive probabilita
sono dunque:

[ = o=1/3

[ = ©0=2/3
I,=0 p=2/3
L=4+1 p=1/6
l,=—-1 p=1/6
s.=41/2 p=1/3
s, =-1/2 ©=2/3

Per rispondere alle stesse domande per J? e J, dobbiamo passare alla
base |7, j.; [, s); utilizzando gli opportuni coefficienti di Clebsch-Gordan

si ottiene:
3 3 1 13 1 1 21 1 1
_7_717_ - (\/j _7__7]-)_ - o _7__7]-)_>
2°2 2> 3|2 2 2> 3‘2 2 2> +



1 1 1 1 1
Rl (T R e ~§>>+'§v—§’0’§>]}—
1,33 1 13 1 1
= (/=5 201,2) — /= 1,=
\/g{|2’2’ ’2> 3’2 2’ ’2>+
11 1 1 1
e 2|=
3|27 2’ ’2>+\/—‘2’ 2’0 2>}

I valori richiesti sono quindi:

j=1/2 ©=7/9
j=3/2 9=2/9
je=3/2 p=1/6
j.=-1/2  p=5/6

. Gli stati |[,1,) ® |s, s.) sono autostati dell’hamiltoniana. Utilizzando
I'eq.(8) e raccogliendo una fase globale inessenziale, si ottiene dunque
facilmente

() = o {% \f 1,

oy e i
5 10+ 0.0 >} ©)

. 17, f/z, S, e J, commutano con I’hamiltoniana, pertanto questi opera-
tori sono costanti del moto e le probabilita calcolate in precedenza
valgono ad ogni t > 0; J? non commuta con H e quindi le probabilita
relative ai possibili risultati di una sua misura dipendono dal tempo.

e 2L 1) |+) — 1, —1)|+) +

. (facoltativo) Con un calcolo diretto (tornando nella base |7, j.;{, s) dopo
I'evoluzione temporale) si ha:

(J*) = h? [§ 2 coswt]

12 3 (10)



SOLUZIONE ESERCIZIO 2

1. Utilizzando le espressioni fornite con il testo, si ottiene:

o) = (D) e

@ﬁfgwﬁﬁf%*:

|
}?%) [sin@cos¢+ V2 cos@} =
= Rn%gl(r) [Yl,q —-Yi,+ 2Y1,0}

dove
3/4 12 /g -

3
(si puo controllare che lo stato é normalizzato).

Le probabilita richieste valgono:

I,=0 p=2/3
LL=+1 p=1/6
l,=—1 p=1/6

AFE 5 5
(HY = (How) + =—(L) = Sho+0=Sho,  (11)
poiche‘ il valor medio di L, é nullo e il contributo della parte radiale é
uguale per i tre stati ed é pari all’energia di un oscillatore isotropo con

n=1
1 2 1
(L,) = 6<1’ 1L, |1,1) + 5(1,O|LZ|1,O> + 6<1’ —1|L.|1,-1). (12)

3. Si ha facilmente

—i%"t anl,lzl (T)

V6

AE

U(t)=e Vig et — e Y, +2Yi0) . (13)

4. (facoltativo) Poiche l'operatore O é espresso in funzione delle coordi-
nate cartesiane x e z, é conveniente tornare nella vecchia base, |n,)|n,)|n.);

dopo evoluzione temporale risulta (posto A—FLE =Q):



vy = G

Vi€ Yy e oy =
1 mw 3/4 _mw .2 mw 1/2
- 5{(5) H ()
A7 3 o . , 3
- (i —ig i ; i¢ —it 9
3[ 87T<Sln9€ ™" +sinfe?e )+2\/4WC089}}
L[ /mw\3 e o fmwy /2
= Ve G) e ()
1
[\/;2Sin6cos(¢—ﬂt)+2cose]}:
54 [ v s
= (m_;;) \/ge_ﬁr [xcos(Qt)—i—ysin(Qt)—k\/ﬁz} =
m
1
= 3 (w0 cos 90 + 1011)10) v 20 + V2 000

Poiche le direzioni coordinate sono indipendenti, il valor medio richiesto
si fattorizza; inoltre, ricordando che gli elementi di matrice di & (o g
o z) sono non nulli solo se gli stati differiscono di una unita, é facile
trovare:

(O):

Hlzz|i)e = 2 g cos (§2¢)(1[{0](0[xz]0)|0)[1) =

— 2? cos (£2t)(1]2[0)(0]0)(0]z|1) = g/jz

cos (Qt) (14)

Esercizio d’esame 16/09/05

L’ Hamiltoniana di una particella di massa m vincolata a muoversi lungo
I’asse z e:
H= ip2 + L wte?
2m 2 '

Lo stato del sistema soddisfa le seguenti condizioni:
a) una misura dell’energia da certamete un risultato minore di 4hw,
b) & un autostato della parita,

c) (H) = hw,



d) il valor medio di #? all’istante iniziale ¢ il minimo possibile.
Determinare in funzione del tempo:

a) il ket di stato,

b) i valori medi dell'impulso e della posizione,

¢) (Facoltativo?) i valori medi di 2% e p*.

Soluzione

Determiniamo lo stato piu generale che soddisfa le condizioni a)-d). Ri-
cordiamo che le energie possibili per un’oscillatore armonico unidimensionale
sono:

1, 1.3 5 7.9
B, =hwn+>) = -hw, ~hw, ~hw, ~hw, ~hw... 1

Se una misura di energia da (con probabilitd 1) un risultato minore di 47w
(condizione a)), il nostro stato puo essere combinazione lineare dei soli primi
quattro livelli, pertanto:

|y = al0) + b|1) + ¢|2) + d|3) (16)

dove a,b, ¢, d sono coefficienti complessi, mentre |n) sono gli autostati (nor-
malizzati) dell’oscillatore armonico.

Poiche lo stato é autostato della parita (condizione b)), sono possibili solo
combinazioni lineari di stati con la stessa parita, quindi

Y1) = al0) +¢[2),  |¢-) = bl1) +d|3) (17)

autostati della parita con autovalore +1 e —1 rispettivamente. La condizione
di normalizzazione per questi due stati impone (gli |n) costituiscono un in-
sieme ortonormale, (n|n’) = 6, ) rispettivamente

lal* +1el* =1, [ +]d* =1 (18)

I1 valor medio dell’energia sullo stato é hw (condizione c)): ogni autova-
lore (E,) contribuisce all’energia totale con un peso pari alla probabilita del
corrispondente livello (|n)) nello stato del sistema (|(n]¥)|?), pertanto si deve
avere

(laf* +5c*) = hw

(3[p* +7ld[*) =

| Tl &
&



Questo ci porta a due sistemi di due equazioni (lineari) per le quantita
lal*, b, |cl?, |d]*:

lal*+ Jef* =1 b+ |d|* =1
lal* 4+ 5c)? = 2 3062 + 7|d]* = 2

I1 primo sistema fornisce (ad esempio sottraendo la prima equazione dalla

seconda) |a|> = 2, |¢[* = 1, mentre il secondo sistema non ha soluzioni (si

ottiene |d|? < 0); lo stato del nostro sistema ¢ quindi

V3 1,
W) = —-[0) + 5 €|2) (19)
2 2
dove ¢ é la fase relativa tra i numeri complessi a e ¢. Possiamo determinare
questa fase (e quindi lo stato in modo completo!) sfruttando il fatto che il
valore di z? sullo stato é minimo (condizione d)). Calcoliamo

Wlett) = 20010y + 2 (21a212) + L2 e iopa?z) + L2 eeqalatlo) -

3 h 1_ & V3 i
ZQmw+Z52mw+TCOS¢\/§2mw_

h

- —{4+\/6cos¢} (20)
dmw

dove abbiamo fatto uso di:

(0]2*]2) = (2]2*|0) (21)
) = 5(227;; D)y —222(” T2 gy VR =) Zgw_ Y9y (22)
e’ + e = 2cos ¢ (23)

Il valore di (2%), trovato é evidentemente minimo per ¢ = 7; in definitiva,
lo stato del sistema ¢é descritto dal ket

6 =) 112 24

Possiamo ora rispondere alle domande proposte:

a) Poiche lo stato (24) é espresso in termini degli autostati dell’energia,
I’evoluzione temporale risulta particolarmente semplice da determinare: ogni

LA meno di una fase globale inessenziale.



livello |n) evolve con un fattore di fase determinato dall’autovalore corrispon-
dente:

3 i, L imay
ey = Leiig - Loty
V3

- w 1 )
= 7 e_’ft\()) — 5 G_ZTt’2>

= ey - )

2
\/g |0> 672iwt
2 2

2) (25)

Nell'ultimo passaggio abbiamo eliminato la fase globale, irrilevante per la
fisica del sistema.

b) Per determinare i valori di (¢(¢)|x|v(t)) = (x(t)) e (p(t)) possiamo
procedere in due modi: calcolando direttamente i valori di aspettazione sullo
stato dipendente dal tempo (schema di Schrédinger), oppure trasferendo la
dipendenza dal tempo sull’'operatore e calcolando i valori medi sullo stato
al tempo iniziale (schema di Heisenberg); ricordiamo che, per un generico
operatore A che non dipenda esplicitamente dal tempo, vale la:

d

L d
it

(A1) = ([A, H]) (26)

Nota: la relazione (26) vale per i valori medi; un’espressione operatoriale
per A(t) € fornita da: _ ‘
A(t) = et Aemntlt

che pero non € facilmente calcolabile in modo esplicito nella maggior parte
det cast.
Seguendo il primo metodo, si ha semplicemente:

@a»z<“5m—émcox(“%m—gmwm):o (21)

2 2 92 2

poiche I'operatore x ha valore di aspettazione non nullo solo tra autostati di
H che differiscono di una unita, ovvero:

<7”L|[E’7’Ll> X 5n’,n:|:1



La seconda possibilita ci porta a valutare ([x, H]); possiamo procedere sia
in termini di operatori z e p, sia in termini di a, af; nel primo caso si ha

(r.H) = (|r.5s +§mwx]>
et b
- {elest+eslep)
— %pr'h (28)

s ih(# (1)) = m% p(0)

1
= (2()) = {2(0)) + — (p(0)) t (29)
che é ancora nullo per le ragioni esposte sopra (valor medio di coordinata
ed impulso nulli su stati a parita definita).
Per derivare questo risultato abbiamo tenuto conto del fatto che ogni
operatore commuta con se stesso, quindi con ogni sua potenza e pertanto

con ogni sua funzione analitica ed inoltre della proprieta
[A,BC|=BI[A,C|+ [A,B]C

valida per tre operatori A, B, C' qualsiasi.
Il secondo caso ci porta a valutare:

(a' 4+ a), hw(a'a + %) )

2mw

(lz. H]) = <[

= ihw([aT—l—a,aTaD

2mw

= \/2:;} ({[aT aTa]—i—[a,aTa]})
= at,a'la+d [a,a a,da la
Vo [of al+ (o aJatal[a,a]+[a a']a})

0 0 1

:f@+m¢7we%»

= Zh — (30)



con lo stesso risultato di sopra; in questo procedimento abbiamo ricordato
che ogni operatore commuta con l'identita e quindi con ogni operatore ad essa
proporzionale.

Puo essere utile notare che, se f(z) é una funzione analitica di z, si ha:

[z, f)] = [, fo+ fip+ fop® + .+ fip" ]
= filz,pl+ o[z, p’] + . 4 fu [z 0] + ...
= filzpl+ f2 (Pl pl + [z, plp) + - ..
= ih{fi+2fp+.. . +kfip" " +...}
= ihf'(p) (31)
ed allo stesso modo
[p, f(x)] = —ihf'(x) (32)
Per due generici operatori A e B e per ogni f analitica, nei casi in cui

[A, B] é (proporzionale ad) un terzo operatore C' costante (in particolare
I'identita, come nel caso di z e p), vale I'analoga

[A, f(B)] = C ['(B) (33)

c) 11 valor medio di 2% e p? si calcola allo stesso modo, tenendo conto della
(22) e dell’analoga:

Pln) = hmw(22n +1) n) + hmw+/(n —2|— 1)(n+2) n+2) 4
[ Fmey, g(" —Y 9 (34)

I calcolo di 2% é del tutto analogo a quello svolto nel derivare la (20), con
2wt al posto di ¢ ed il segno meno relativo tra i due autostati nella (24); si
ottiene

Ol(0) = o {4~ VBeos (200} (35)
Facendo uso della (34) si ottiene ancora
il 00) = " {44 VBcos (201) ) (36)

E’ utile notare che risulta:

| I 5, 1 hmw 1 5, h
— t - t) = — —— + = —— =hw=(H),={(H
2m<p (t) + 2mw (a: () 2m 4 + 2mw dmw < >O (H):



() + (U) = gho = 3 (H) (37)

con T ed U energia cinetica e potenziale del sistema: pertanto, per I'oscillatore
armonico, il contributo medio dell’energia cinetica e di quella potenziale sono
indipendenti dal tempo, uguali in valore e pertanto pari a meta dell’energia
totale.



Esercizio

Un’oscillatore armonico quantistico di massa m e pulsazione w si trova,
al tempo t = 0, nello stato specificato dalle seguenti condizioni:

e Una misura di energia fornisce i due valori piu bassi, con uguale proba-
bilita.

e [l valor medio dell’impulso é nullo.

e [l valor medio della posizione é positivo.

Si chiede di:

e Determinare, per t > 0, lo stato del sistema, il valor medio della po-
sizione e dell’impulso.

e Verificare le equazioni classiche del moto.

Al tempo 7 = %’r la pulsazione dell’oscillatore viene cambiata istantanea-
mente, w — w' = 3w.

e Determinare, per ¢ > 7, la probabilita di ottenere, in una misura di

energia, i valori %, % e le rispettive probabilita.

Soluzione

L’hamiltoniana del sistema é

2
A 1
szp—m+§mw2x2

I livelli energetici sono

1
En:m(n+§), n=20,1,2,...

Inoltre indichiamo con |n) i rispettivi autostati,
Hin) = E[n)

Determiniamo lo stato del sistema al tempo iniziale: la prima condizione
ci dice che lo stato si scrive

6(0)) = —=(10) + 1)) (38)

Sl



La seconda condizione implica
1 e} —iQ
(h=o = 5{ 0p]0) + (Lp[1) + e (0lp[1) + e (1lp|0) | =
1 )
= 523%{6“‘(0|p[1>}:

~ % {em (=) ,/@} o sin(a) = 0 (39)

Dove abbiamo utilizzato il fatto che 'operatore p connette solo autostati
dell’oscillatore armonico che differiscono di una unita; in particolare

hw
p = i\/mz (a* —a) (40)
1)mhw hw
pln) = i %pwn—i i —1) (41)
Pertanto, dalla (39)
a=0,m (42)

Per = valgono proprieta analoghe a quelle elencate per p, ovvero

r = 27Zw (a™ +a) (43)
o) = %|n+1>— %m—n (44)

Tenendo conto di queste relazioni, la terza condizione ci porta, con un
calcolo assolutamente analogo, a:

()10 = R{(0|z|1)} =4/ 27Zw cos(a) > 0 (45)

Possiamo concludere che

a=0 (46)

Lo stato del sistema a ¢ = 0 é ora completamente determinato (a meno
di una fase globale irrilevante):

(0)) = <= (10) + 1)) (47)

Sl -



Poiche lo stato é gia scritto nella base propria di H , 'evoluzione temporale
risulta semplicemente

1
V2

dove nuovamente abbiamo tralasciato un fattore di fase moltiplicativo.

Per calcolare il valor medio di posizione ed impulso a tempi successivi,
possiamo ripercorrere tutti i passaggi precedenti, sostituendo semplicemente
a con wt, ottenendo:

p)r = N {e_i“’t (—1) @} = —4/ m;iw sin(wt) (49)

(x); = %{e‘i‘“t 2i}: h cos(wt) (50)

(10) + 7111y (48)

mw 2mw

che ci permette di scrivere:

= — () (51)

Questo risultato ha validita generale: i valori medi degli operatori quan-
tistici soddisfano le equazioni classiche del moto.

Per rispondere alle ultime domande, calcoliamo per prima cosa lo stato
del sistema all’istante in cui la pulsazione dell’oscillatore viene modificata:

() = 5 () + 1) = 25 (10)+11) (52)

Da questo istante in poi, le energie possibili per il sistema sono date da:

1 1
En/:ﬁw' (n’+§>=3ﬁw (n'+§), n’:O,l,... (53)
Quindi i primi autovalori della nuova hamiltoniana sono
3hw bHhw Thw
27 27 277

Pertanto, per tempi ¢ successivi a 7, non é piu possibile trovare il valore

Ey = % in una misura di energia; il valore £} = % corrisponde al nuovo



stato fondamentale (che indichiamo con |0')), quindi la probabilita cercata é
data da:

o) = (00 =
5 010) -+ () =
= 200 (54)

dove abbiamo tenuto conto del fatto che I'autofunzione corrispondente
allo stato fondamentale della nuova hamiltoniana € in ogni caso una funzione
pari, mentre |1) é associato ad una funzione dispari; esplicitando

+oo 1/4
(00) = / (377?) e B <m_:>1/4 e 3 dr =
_ ™ m

o)
—+00

= () g / e~ B iy =
™ —

31/4 -
1 (55)

nella quale abbiamo utilizzato il risultato ben noto

+oo )
/ et — (56)

La probabilita richiesta vale

S

S

p(E) =

Esercizio

L’Hamiltoniana di una particella di massa m e:

2 2.9
P mw-x
H=—

2m+ 2

1. Determinare lo stato |¢) che soddisfa le seguenti condizioni:

e una misura dell’energia da certamete un risultato minore di 3Aw;
e una misura della parita da certamete il valore +1;

e all’istante iniziale il valor medio (¢|xp + px|¢) € il massimo pos-
sibile.



2. Determinare il valor medio della Hamiltoniana.

3. Determinare in funzione del tempo il valore del prodotto di indetermi-
nazione AzAp.

Soluzione

1. Gli autovalori dell’energia per 1’oscillatore armonico sono
1 1 3 5 7 9
E,=hon+ =) =-hw, hw, ~hw, —hw, —hw . ..
2 2 2 2 2 2

pertanto la prima condizione su |¢)) ci dice che dobbiamo considerare
solo i primi tre livelli; il fatto che lo stato sia autostato della parita
con autovalore +1 ci dice invece che [¢)) contiene solo livelli a parita
positiva, quindi |0) e |2); possiamo scrivere

V) = a|0) + 5]2) «,5€C

Poiche gli stati fisici sono definiti a meno di una fase globale irrilevante,
é possibile riscrivere

%) = al0) + Be?|2)
nella quale abbiamo scelto « e 3 reali (e positivi), esplicitando una

fase relativa ¢; inoltre possiamo scegliere o + 3% = 1 (condizione di
normalizzazione).

Sfruttiamo ora l'ultima condizione su |¢) con un calcolo diretto:
[z,p]| = xp — pxr = ih = xp = px + ih

e quindi
rp + px = 2px + 1h

Ricordiamo le espressioni esplicite di e p in termini di a e a:

h

_ T — T_
x = 2mw<a +a), p=i 5 (a' —a) (58)
Segue
i t
pr = E(a —a) (a —l—a) =
= atal + ala — aa’ —aa
~1

= %:L (a'a" — aa) — %_L (59)



dove abbiamo utilizzato
[a, aw =1

Possiamo calcolare la media richiesta sullo stato [):

(xp+pr) = (2px +ih) = ih((aTaT _ aa)) _
= in(Be*(2latal0) a — a0]aal2) fe®) =
= ihaBV2 (e =) =2/3hafsing  (60)
dove abbiamo fatto uso di:

aln)y = Vnln—1)
a'ln) = Vn+1jn+1)
e — e = 2ising (61)

ed abbiamo indicato solo i contributi non nulli.

Ora dobbiamo determinare «, 3 e ¢ tali che la quantita (60) sia mas-
sima, sotto il vincolo a? + 3% = 1; poiche ¢ é indipendente da « e
( si ha subito ¢ = Z; inoltre é noto? che il massimo del prodotto di
due numeri positivi, dei quali sia fissata la somma dei quadrati, si ha
quando i due numeri sono uguali.

Pertanto a = = \%, ¢ = 5 e lo stato del sistema ¢
0y = == (10) +112)) (62)
=— 7
V2

2. 11 valor medio dell’energia sullo stato si ottiene facilmente:

E=M)= b+ B=5 (5t =5  (63)

1. 1 l (hw  Shw) 3
2 72 7 2 2

3. Dobbiamo calcolare il prodotto di indeterminazione

(A2)2(Ap)2) = (22— @) (97— 07

2In caso di dubbio, é sufficiente scrivere 8 = /1 — a2 e calcolare il massimo di

aff —avl—a2, 0<a<l



Sullo stato iniziale (62), il valore medio di x e di p é nullo, perche questi
operatori ”connettono” solo autostati che differiscono tra loro di una
unita, nel senso che si hanno elementi di matrice (n|xz|n’) non nulli solo
se n’ = n £ 1 (analogamente per p), come risulta dalle (58) e (61);
poiche inoltre ’evoluzione temporale comporta solo dei fattori di fase
diversi per i diversi autostati di ‘H che intervengono nello stato, senza
pero cambiare la composizione dello stato, il risultato continua a valere
per ogni t > 0, pertanto:

()2=0, (pi=0, Wt

(i restano cosi da calcolare

WOl @), WGPl (E)

con

() = = (510 +ieF 1) = — () +ie ) (64

dove (al solito) abbiamo trascurato una fase globale. Possiamo ora
procedere al calcolo; ricordando che gli operatori 22 e p? connettono
solo autostati di H tra loro uguali o differenti di due unita, si ha:

(@2 = 5] (01210) + (2a%12) + 2R (ie2*0}a?2)) }

h .

= L{S +/2sin (2wt)} (65)

2mw
Allo stesso modo

W = {01710+ @I12) + 2R (e 012) |

_ FLTT”{l +5— 2/2sin (m)}
= hmTw{3 —V/2sin (th)} (66)
pertanto
(<(Ax)2><(Ap)2>)t = %{3 +v/2sin (2wt)}hmTw{3 —V/2sin (2wt)}
72

- = (9 ~ 2sin? (2wt))

2

= hZ <8 + cos (4wt)> (67)



Soluzione Primo Esonero di Introduzione alla Meccanica Quantistica
del 30/11/2005
Proff. G. Martinelli, S. Caprara

Compito A

Esercizio 1
1. In un sistema quantistico con hamiltoniana
) 1 00
H=hv| 0 0 1
010

dove w é una costante positiva, é definita una grandezza osservabile cui cor-
risponde 1'operatore

A=«

o = O

1
0
0

N OO

dove a é una costante positiva.

la. Si dica se esiste un insieme di autoket comuni per i due operatori Aed
H. In caso di risposta positiva, determinare tali autoket comuni. Giustificare
una eventuale risposta negativa.

1b. Si supponga che all’istante ¢t = 0 una misura della grandezza osserv-
abile associata ad A abbia dato per risultato il valore pitt basso possibile. Si
determini ’evoluzione temporale del sistema negli istanti successivi, t > 0.

1c. Si determini la probabilita di misurare ’autovalore piu alto di Ain
funzione del tempo t. Si determini la probabilita di misurare ’autovalore pit
alto dell’hamiltoniana in funzione del tempo.

Esercizio 2

2. Determinare lo stato quantistico di una particella di spin 1/2 (in unita

di k), sapendo che la probabilita delle misure dello spin lungo 1’asse z sono

t1p = 1/16 e PZ,, = 15/16 e che la probabilita di trovare il valore +1/2
in una misura di Sy, PY, /2> é la massima possibile.



Esercizio 1

la. H e A non commutano, pertanto non é possibile trovare una base di
autoket comuni.

1b. H ¢é costituita da due blocchi diagonali, uno di dimensione 1 ed uno
di dimensione 2; in quest’ultimo blocco, la matrice coincide con o,, pertanto
gli autovalori sono +hw (degenere due volte) e —hw (non degenere), mentre
i corrispondeni autoket sono facilmente:

1 1 0 1 0
0 V2 vz
Gli autovalori di A sono invece +a e 2a, con relativi autoket:
1 1 1 1 0
|O[> -~ 1 ) | - OZ> =75 -1 ) |20£> = 0 (69)
V2 \ o vz g 1
) = |—a)=
= (w11 )Y o1y + (21 - ) ) 2
(el = ) )1 - ) =
1 1 1
= —|hw,1) — =|hw,2) — =| — hw
Sl 1) = 5lho.2) = 5]~ )
VO) = Tee A1) — e, 2) — 26| — )
V2 ’ 2 ’ 2
= e 1) — 5w, 2) — e — )
A Tl E Tl
1c.
R 2
P(A — +2a,t) = ‘(2a|w(t))
1 iwt ’
f— — (e Wt 1
@
1 1
= 2 (1 — cos2wt) = 5 sin? wt (70)

P(H — hw,t) = P(|hw,1),t) + P(|hw,2),t) = = +

DN | =



Esercizio 2

‘§>:i(¢1—éem) ()

1 1 "
=3 :m(1+\/1_5@) (74)

1
Y = 32 [(1 + /15 cosv)? + 15 sin? 7}

1
= 3 [16 + 2v/15 cos 7]

Questa espressione é max per cosy = 1 ovvero v = 0: lo stato del sistema
é pertanto

V15| 1
R (75)

vy =]+ 3)

COMPITO B

Esercizio 1

1. In un sistema quantistico é definita una grandezza osserva-
bile cui corrisponde 'operatore O = p- &, dove

—

P = Pz, Dy, P2) =p (sinfcos ¢, sinfsin ¢, cosb)

é un vettore costante, p = \/p% -I-pg + p? > 0 ¢é il modulo del

vettore p, mentre ¢ = (0,, 0y, 0,) é il vettore delle matrici di
Pauli:

o (00) e (03) (3 0)



—

la. Si dimostri che gli autovalori di O sono +p e si deter-
minino i corrispondenti autoket |14 ).

1b. Sisupponga che all’istante ¢ = 0 una misura dell’osservabile
associato all’operatore O abbia dato il valore —p. Determinare
I’evoluzione temporale del sistema negli istanti successivi, sapendo
che Phamiltoniana del sistema é H = —hao,, con « costante
positiva.

1c. Si determinino i valori medi di o, e o, in funzione del
tempo. Si commenti il risultato.

Esercizio 2

2. Determinare lo stato quantistico di una particella di spin
1/2 (in unita di k), sapendo che la probabilita delle misure dello
spin lungo I'asse z sono P, = 4/9 ¢ PZ, , = 5/9 e che la
probabilita di trovare il valore +1/2 in una misura di S;, 1 /29

¢ la minima possibile.

SOLUZIONE

Esercizio 1

1a.

oL cos@ sinfe

Un]j_lg(sin@e”5 —cosf >:>)\—:l:p (77)
Per A = —p:

cosf+1 sinfe @ a) (0
< sin fe'? —cos€+1) <ﬁ> - <O> (78)



sin fe

0+ 1 in e "¢ = =
= a(cosf + 1) 4 Bsinfe 0=« 0080_1_15 (79)
Ricordando
1+cosf = 2cos*(0/2)
1 —cosf = 2sin*(6/2)
, _ _2sin (6/2) cos (0/2)e~® 5 _sin (0/2)e 5 (80
2 cos?(6/2) cos (6/2)
ed é possibile scegliere 3 = cos (0/2), quindi
o —sin(8/2)e"?
|=p) = ( cos (6/2) (81)
che risulta gia normalizzato; allo stesso modo:
_( cos(6/2)
| +p) = ( sin (6/2)e’ ) (82)
1b.
[t =0))=[-p)
H = —hab, (83)

pertanto gli autovalori dell’hamiltoniana sono —ha e +ha, men-
tre i relativi autoket sono

|-m>:%(i>, |+m>:%(_1) (84)

¥(O) = [-p)=
= ((=ha| =p))| = ha) + ({(+ha| = p))| + ha) =

1 , .
- +E(—sm(9/2)e . (9/2))\ ~ ha) +

1 _ i
+E( —sin (0/2)e™" — cos (9/2))| + ha)



(b)) = (—sm(e/g)e—imcos(e/m) e~  ha) +

Sl -

1 : —1 1ot
—|—E(—sm(8/2)e ¢—cos(0/2))e | + ha)

_ ( sin (6/2) cos(at)e™ — i cos (6/2) sin(at) )
isin (6/2) sin(at)e " — cos (0/2) cos(at)

1c. Poiche 6, commuta con H, il suo valor medio non dipende
dal tempo e puo essere anche calcolato sullo stato iniziale:

W61y (1)) = Wlo:1¥) = (—plos| —p) = (85)
(—sin(0/2)e® cos(6/2) ) ( ? é ) < _Sizs(%?%;_w > =
(86)
= —sinf cos ¢
mentre

(Y(t)|o,|Y(t)) = sin b sin ¢ sin 2at — cos 6 cos(2at) (87)

Esercizio 2

w=F+prLe-p=3(an) ©
1 1 1
|Sx:§>zﬁ<1) (89)
1 1 "
(S: = 5l) = 25 @+ V5e?) (90)



1
Yr = T (2 + V5 cosy)® + 5sin® ]

1
= 1—8[9 + 4v15 cos 7]

Questa espressione é min per cosy = —1 ovvero v = m: lo
stato del sistema é pertanto

W =2+ b -2 - 4 o)
16/12,/2005

Proff. S. Caprara, M. Cassandro, M. Falcioni
G. Martinelli, A. Pugliese

Esercizio n. 1

Sia dato un sistema fisico descritto da due stati che, in una
base assegnata, indichiamo come |1) e |2). Il sistema & descritto
da un’Hamiltoniana H , indipendente dal tempo, i cui elementi
di matrice sono (1|H|1) = 0, (2|H|2) = E, (1|H|2) = ¢™/* 2 E
e I/ e un parametro reale e positivo.

1. Descrivere 1’evoluzione temporale del sistema nel caso in
cui lo stato iniziale sia

1
V) 1—0 = E(ID +12));

2. Sotto le stesse ipotesi di cui al punto precedente, scrivere
e risolvere le equazioni del moto per gli operatori O =
1) (2| +12)(1] e Oy = —i (|1)(2] — |2)(1]) e commentare il
risultato.



Soluzione dell’Esercizio n. 1

L’Hamiltoniana ¢ un operatore Hermitiano e pertanto deve
valere la relazione (2|H|1) = (1|H|2)*:

R < 0 6i7T/4 \/§E >

H = 6—2'71'/4 \/§E E (92)

L’equazione secolare per trovare gli autovalori

—A et \/2 E
d“<emMV6E By >—0, (93)

e data da
N —\E —2E%, (94)
che ha come soluzioni A* = 2F e A= = —F, a cui corrispondono
i due autovettori:
1 2 i
3 —\/;e o
") = , )= . (95)

2 —in/d 1
\/g € 3

Questi vettori soddisfano le condizioni (v |v™) = (v7|v™) =1
e (vT|v™) = (v |v") = 0. Si noti che qualunque ridefinizione
degli autovettori, ottenuta moltiplicando le soluzioni in eq. (95)
per un fattore complesso arbitrario, dara sempre autovettori
dell’Hamiltoniana corrispondenti agli stessi autovalori e ortogo-
nali tra loro. Tra tutte le scelte possibili e tuttavia conveniente
lavorare con una base di vettori ortonormali, ovvero di modulo
unitario. In questo modo possiamo scrivere 1’operatore identita
come

= *) "]+ )] (96)

Questo ci consente di decomporre immediatamente lo stato all’istante
t =0, [1)=0, come combinazione lineare degli autostati dell’Hamiltoniana.



Utilizzando per gli autovettori le espressioni date in eq. (95), ot-
teniamo

(im0 = I [)1=0 = [07) (W H ) im0t |07 ) (07 [} =g = CF ") +C~ u7)

(97)
con
o - 1 +ei7f/4_2+z'
V6 V3 V6
1 —im /4 :
C- c ! (98)

V6 V3 VE
Lo stato all’istante ¢ generico si ricava immediatamente dalla
decomposizione in eq. (97)

|¢>t — C—i— e—iQMt/h ‘U+> + O 6Z'Mt/h ’U_> ' (99)

Da questa espressione si calcolano immediatamente i valori medi
degli operatori O e Oy in funzione del tempo. Tenendo conto
che (¢ |1); = 1, otteniamo

OV(t) = (O]} = é (4+ 5 cos (3—]‘?)) (100)

Ou(t) = (|0, = é (—4+4cos <37Mt> _ 3sin (3—?» |

Come atteso dall’espressione dello stato all’istante ¢t = 0, se
poniamo t = 0 nelle (100), otteniamo O;(0) =1 e O2(0) = 0.

Esercizio n. 2

L’ hamiltoniana di una particella di massa m e:

1 mw?

H=—p
oml T

z2,




Al tempo t = 0 la sua funzione d’onda normalizzata é:

ot =0)= (52) /€@ —i)e ™,

dove § = /% .
a) Determinare i possibili risultati di una misura dell’energia, le
rispettive probabilita e il valor medio dell’hamiltoniana.
b) Determinare in funzione del tempo i valori medi degli opera-
tori £ e p e commentare il risultato.

Si consiglia di svolgere tutti i conti utilizzando la coordinata

x nelle unita adimensionali &.

NOTA BENE: le autofunzioni normalizzate dell’oscillatore
armonico sono

Uy () = (7;;:)4 \Ijgi_i)!e_gj.

i primi polinomi di Hermite sono:
Ho(§) =1, Hi(§) =2,
Hy(€) = 462 =2, Hy() = 86 —12¢

Soluzione dell’Esercizio n. 2

Lo stato all’istante ¢ = 0 e proporzionale a un polinomio di
terzo grado in z moltimplicato per la gaussiana caratteristica
delle autofunzioni dell’oscillatore armonico. Pertanto lo stato
all'istante iniziale, |1);— (¥(z,t = 0) = (x]|¥));—9) non puo
che essere una combinazione degli autostati dell’hamiltoniana
0) ... |3) corrispondenti agli autovalori £ = hw/2(1,3,5,7):

[U)i—0 = Co |0) + C1 |1) + C2[2) + C53) , (101)



con .

C, = / dr ) (z)Y(x,t =0). (102)

—00

Si puo evitare di calcolare gli integrali che determinano i coeffici-
enti, costruendo un sistema di equazioni lineari per i coefficienti
delle funzioni u, (z) tali che il coefficiente di £* sia uguale a 1 e
il coefficiente del termine costante sia uguale a —z. In entrambe
i casi la soluzione e

/8 9
G = ~i53  G=ym
Cy = 0, Cy=q/2 (103)
2 — ') 3 — 237

con |Co|* + |C1]* + |C5]? = 1.
I valori possibili di una misura di energia sono dunque E =

hw/2, E = 3hw/2 e E = Thw/2 con probabilita 8/23, 9/23

e 6/23 rispettivamente. Il calcolo del valore medio ¢ a questo

punto immediato

8hw 93hw 6 Thw TThw

E=—= —
232+232 +232 46

(104)

Lo stato del sistema all’istante ¢ generico sara dato dall’espressione
W) = e 2 (Ch|0) + e Oy 1) + e 1 C503)) . (105)

Per il calcolo dei valori medi della posizione e dell’impulso in
funzione del tempo e conveniente utilizzare le espressioni di 2 e
p in termini degli operatori di creazione e distruzione af e a

h
i= "Ll ta)  p=—

\/i \/§$0

con xg = \/h/(mw). Gli unici elementi di matrice non nulli sono
quelli che collegano autostati dell’hamiltoniana che differiscono

Lo

(a' —a), (106)



di una unita. Nel caso della funzione d’onda in esame, e neces-
sario dunque calcolare solo gli elementi di matrice tra gli stati
0) e [1)

o= (0ot + o)), = 2L
t<w\/§( +a)ly) NG

. 36 —iwt +iwt 12 :
= iTo4/ 23 (e —e™™) = 053 sin wt . (107)

(e ™'C;C1{0all) + e CyCy(1]a’|0))

Similmente
_ ih t ih —iwt v +iwt vk T
p = ol @l = 2 (e HGC 0l + ¢ C 1l 0)
0 0
I , : h12
= Zx—o 23—??2 (—Z e_zwt — ’L'G_H/wt) = a’;—02_3 coswt . (108)

Si noti che

dx 12 12

md—f = MW, €O wt = Vmwhﬁ coswt = p. (109)

Esercizio n. 3

Due particelle identiche di spin 1/2 e massa m sono vincolate
a muoversi sulla superfice di una sfera di raggio R. La loro
Hamiltoniana e:

H:ﬁ(L%+L§+2ﬁl-EQ+§1-§2) (110)
dove El, E2, 51, 52 sono rispettivamente i momenti angolari or-
bitali e di spin delle particelle 1 e 2.

Al tempo ¢ = 0 una misura di L? e di L3 da con certezza
2h? per entrambe le particelle; una misura di Li, e Lo, da con
certezza +h per una particella e —h per ’altra; una misura di S,
e S9, da con certezza +%h per una particella e —%h per l'altra.

1. Determinare il piu generale stato che soddisfa le condizioni
precedenti.



2. Per lo stato di cui al punto (a), determinare, al tempo ¢ = 0,
i possibili risultati di una misura di (Lr), (S7)-, (Jr)- e le
rlspettlve probablhta dove LT = L1 + LQ, ST = Sl + 52 e
JT = LT + ST

3. Determinare completamente lo stato di cui al punto (a)
imponendogli di essere autostato di H.

4. Per lo stato di cui al punto (c), determinare in funzione del
tempo i possibili risultati di una misura di L%, 5%, JZ e le
loro probabilita.

Soluzione dell’Esercizio n. 3

Le due particelle sono in uno stato di momento angolare or-
bitale [;2 = 1 e pertanto il momento angolare totale puo as-
sumere i valori 2, 1, 0. Inoltre una particella deve avere momento
angolare lungo I’asse z opposto all’altra. Questo lascia solo due
possibilita, una simmetrica e una antisimmetrica rispetto alo
scambio delle due particelle;

2 1
S) = 1/312,0,1,1 =10,0,1,1
5) = 2011+ /Hpon.

|A) = |1,0,1,1),

dove i quattro indici corrispondono al momento angolare totale,
il momento angolare totale lungo 1’asse z, e i momenti angolari
delle due particelle ispettivamente. D’altro canto per lo stato di
spin le sole due combinazioni possibili, corrispondenti allo spin
delle due particelle in due direzioni opposte lungo 1’asse z, sono

|S> - |17071/271/2>7
@) = [0,0,1/2,1/2).

Uno stato che soddisfi tutte le condizioni richieste e possieda
la corretta simmetria rispetto allo scambio dei due fermioni ha



la forma
) = alS)la) + B]A)]s), (111)
con |af® +|8]* = 1. Questo stato ¢ un autostato del momento
angolare orbitale totale lungo ’asse z con autovalore 0 e simil-
mente per lo spin totale e il momento angolare totale. Dunque
una misura di queste quantita dara zero con probabilita P = 1.
Per determinare completamente lo stato imponendo che sia
un autostato dell’Hamiltoniana conviene riscrivere quest’ultima
utilizzando le relazioni:
a2 (S3-5-53) S 3r

e dunque

h? s(s+1) 3) (113)

HZW(“””*T‘Z

dove [ e s si riferiscono ai multipletti per il momento angolare
totale e lo spin totale, rispettivamente.

Gli stati che entrano in eq. (111), e i corrispondenti valori
dell’energia, sono

00110001212 B = -
s Uy Ly y Yy ) 1 — SmRQ

21h%
‘2707171>|07071/271/2> E2 o SmR2

9h2
‘1703171>|17071/271/2> E3 = W? (114)

per cui 'unica possibilita per avere un autostato dell’energia e
che sia @« =0 e = 1. Lo spin totale e il momento angolare to-
tale che sono costanti del moto (commutano con I’Hamiltoniana),
corrispondono in entrambi i casi al =1 e s = 1 con probabilita
P = 1. Scrivendo lo stato al tempo t generico e utilizzando la



notazione |7, 7., [, s) abbiamo

|1p); = eI BBt/h <\[2 0,1,1) — \[\0 0,1,1) (115)

da cui si deduce che i valori possibili sono j = 2 e 5 = 0 con
probabilita 2/3 e 1/3 rispettivamente, indipendenti dal tempo
perche lo stato € stazionario e dunque la fase che dipende dal
tempo si cancella nel calcolo di tutte le probabilita.



