Moto oscillatorio smorzato e forzato

. : : : : : F,m-kx ; F, =-pai
Prendiamo in esame il caso di un punto materiale di massa m connesso K
L [ " [ /—
ad una molla di costante elastica k (e lunghezza a riposo nulla) in moto { \m '_El N

in un mezzo viscoso caratterizzato da un coefficiente di viscosita (3. Il

moto avviene solo lungo I'asse x e pertanto l'equazione vettoriale F,,;; + F,; = ma, proiettata
sull'asse x diventa mx = —kx — [x. Possiamo quindi scrivere mX + fx + kx = 0, una
equazione differenziale del Il ordine omogenea ed a coefficienti costanti. Dobbiamo cercare la

legge oraria del moto x(t), che soddisfa questa eq. diff.

Una funzione del tipo x(t) = C;e’tt + C,e*2t soddisfal'eq. diff. se 4, , sono le soluzioni

. 2
dell'equazione caratteristica associata mA* + A+ k=0: Ay, = ~F g /43? — %

2m —

Abbiamo tre casi distinti corrispondenti ai casi in cui il discriminante e positivo, nullo o

negativo :

4m?2 m 4m?2 m 4m?2 m
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4m? m

oscillatore sovra-smorzato:

In tal caso abbiamo due soluzioni reali e distinte, 4, ,, entrambe negative.

__B ., |B_k _B _ /ﬁ_z_ﬁ
Al T 2m T 4m2 m € AZ T 2m 4m2 m

Il moto della massa € quindi un veloce moto di avvicinamento ad x=0, caratterizzato dalla
somma di due esponenziali negativi. Le costanti C; e Cz vanno trovate imponendo le
"condizioni al contorno” note.

(-£ )t

2m 4m2

_B
x(t) = Cle( Zm 4m2 ) + C,e

20

f =30kg/s, m=0.3kg, k=700 N/m

C,=C,=10 x(t)=Ce ™ +Ce™
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: - k
oscillatore criticamente-smorzato: - >——=0
im m
In tal caso M=A,=1=- % e se usassimo come soluzione dell'equazione differenziale

quella gia introdotta avremmo x(t) = (C; + C,)e** ma cid non sarebbe sufficiente in quanto
la soluzione di una eq. diff. del Il ordine deve essere espressa come somma di due funzioni
indipendenti, ortogonali nello spazio delle funzioni soluzione. In tal caso si verifica facilmente

che la soluzione pud essere scritta come x(t) = C;e* + C, t e=(C; + C, t ) e?t.
Le costanti C; e C2 vanno trovate imponendo le "condizioni al contorno” note.

Supponiamo che pert=0sia x(t =0) =Xy =C, e x(t =0) = X, (il punto materiale si muove

con velocita iniziale X, alla distanza C; dall'origine).
X(t) — /’lC]_eAt + /1C2te/1t + Czelt ) al tempO t=0 X(O) — XO — ACl + CZ da cul CZ — XO — AXO

B

2m

_B : _B
La soluzione cercata & percio data da: x(t) = Xpe zm" + (Xo + —X,) t e 2zm".
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Il modo in cui il punto materiale si avvicina ad x=0 (per t crescente I'esponenziale negativo
predomina) dipende dal segno del termine tra parentesi. Se X, + %XO > 0 il punto si avvicina
all'origine senza mai oltrepassarla. Se ad esempio X, < 0 ed in valore assoluto & maggiore di
B

Zm

X, il punto oltrepassa l'origine prima di avvicinarsi all'origine sempre con x negativa.

f =50kg/s, m=2.5kg, k=250N/m
X,=10m

| - |
-\ x, =100m/
|||.|| %

Xy =-100m/
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. k
oscillatore sotto-smorzato - >——<0
4m m
k 2 ) ) )
In tal caso ponendo w? = — — B ossiamo scrivere A, = — £ + iw e, conun
p S 1,2
m im ’ 2m

procedimento analogo a quanto fatto per ottenere I'equazione del moto di un oscillatore non

smorzato, possiamo scrivere

B, B,
x(t) = Ae 2m e '@t + Be 2m egtiwt

B
-t . .
x(t) = e zm (Ae™@t + Betiot)
X(t) s ol Xo=2m
15t pseudoperiodo M =2.5kg

— R .
3 k =250 N/m —
s B =5Ns/m ) e 2m XO Sln(wt + (p)

t [s]
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Il moto oscillatorio forzato

Abbiamo nuovamente una massa m connessa ad una molla, in presenza di attrito
viscoso. Abbiamo perd anche una ulteriore forza F = Fye™* che agisce sulla massa.

Ricordando la formula di Eulero e*! = cos Qt + i sinQt possiamo riscrivere la
forza agente come F,e™Y = F,(cosQt + i sin Qt).

Proiettando ﬁtot = md sull'assex abbiamo m#¥ = —fx — kx + F,e*™
mi + Bx + kx = Fye'

L'equazione differenziale in questo caso € non omogenea ed ammette come soluzione
(la funzione x(t) che descrive il moto) che e data dalla somma di due termini:
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- 1l primo termine viene dalla soluzione dell'equazione differenziale omogenea (cioe

mxX + fx + kx = 0 discussa nelle pagine precedenti: abbiamo visto che per la

_B . : :
presenza dell'attrito 1l termine e 2m’ per tempi lunghi fornisce sempre x(t-)=0 )

- 1l secondo termine rappresenta una soluzione particolare della equazione non omogenea

e puo essere scritto ad esempio come  x(t) = X, e
dove X, rappresenta I'ampiezza della oscillazione del sistema (per tempi lunghi, quando
la risposta "transitoria" del sistema "smorzato" € ormai trascurabile).

Proviamo ad inserire questa soluzione nella equazione differenziale non omogenea e
vediamo per quali condizioni la soluzione e valida

x(t) = iNX et ;  ¥(t) = —0N%X, e
sostituendo nella equazione differenziale da risolvere otteniamo:
_mQZXOei.Qt + iﬂ.QX()eiﬂt + kX()eiQt — Foei_Qt

Si elimina il fattore comune e**t e si ottiene:
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_m.QZXO + l,B.QXO + kXO = FO

dove X, , cheripetiamo rappresenta la "risposta” del sistema alla sollecitazione F =
Fye' & in generale un numero complesso (caratterizzato quindi da una ampiezza ed
una fase:

Fo
m

Ck-mO2+i0 k_ g2 B

m m

Xo




Moto oscillatorio smorzato e forzato

Possiamo ora definire wy = — la pulsazione dell'oscillatore massa-molla in assenza di

attrito e di forzante ed ottenere:

Fo
XO — m
(w3 —02)+iln

Si rende reale i1l denominatore moltiplicando numeratore e
denominatore per il complesso coniugato del denominatore

i -0y~ o

2
(02 — 02)2 + £ 2

m

XO=

Immaszinario
N

|Xol = Va2 + b2

Xo= a+i b=|X,|e




1l cui modulo sara
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1Xol .|

1}

1

Aw=w, -w, |

> - 1
1

FO=100 N

M =2.5kg

k =250 N/m
B =5Ns/m

15 » 2 W
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o [ \/(w — 02)? +—92] Fo
[Xol = 272 > - 2
(wg — 0?) + Q \/(w% _02)2 %Qz

-B

clafase ¢ = artgm.
2_

Quindi la risposta dell'oscillatore dipende fortemente dalla frequenza (2 della forzante
esterna.

Se ~w, l'ampiezza della oscillazione diventa massima e la l'oscillazione stessa risulta
sfasata di -mt/2 rispetto alla sollecitazione. Questa condizione viene definita di "risonanza".

Alla risonanza, con il massimo dell'ampiezza di oscillazione (| Xg|;ax = ﬁ_;)))’ si ha anche

il massimo della velocita della massa oscillante, quindi della sua energia cinetica: alla
risonanza si ha un massimo della energia trasferita dalla forza applicata al sistema

oscillante.
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S1 definisce "larghezza della risonanza" la quantita Aw = w, — w; dove w, e w; sono

le pulsazioni per cui 'ampiezza dell'oscillazione & paria | Xy |mgx/V2.
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