Relazione generale tra momento angolare e velocita angolare.

Il tensore d’inerzia. Le equazioni di Eulero.

Consideriamo un corpo rigido come in figura ed un asse, di simmetria,
fisso, passante per il suo centro di massa O. Il momento angolare del

corpo rispetto al polo O ¢ dato da:

P0=E’?X%=2rz’xmivi=2rz‘x mi(wx i)
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In accordo con la figura possiamo scrivere: /i =i+ 0; = 2k +0; ¢

sostituendo nella espressione del momento angolare otteniamo:

Py = D (zk+ p)x m(dx 2k +p))

Osserviamo ora che @ X k =0, e quindi

ﬁ0=2(zii€\+ﬁi)x (mi(}’)xﬁi)=zzi/€>< (mid)xf)i)-'-zﬁix (m,®x ;).



Osserviamo ancora che : L

— — A — A 2/\ 2_.
WX P; =PV, = P, XxMmPYy; =mMwpP;0=mpP;® ¢ che

2k x mwpy = -z2,m,wp,0; = —2,m,mp,.

Sostituendo otteniamo
[)0 = _Ezimiw/_ji + Emip?(z) = _Ezimiwﬁi +1o = ﬁl + [)//
In generale quindi il momento angolare del sistema ha componenti

parallela ed ortogonale ad .

Vediamo ora come ci0 si possa generalizzare per una rotazione qualunque, scegliendo un riferimento
con origine nel c.d.m. del sistema ¢ il c.d.m. come polo di riduzione dei momenti. Allora la
posizione 7; = (x,-,y,-,z,-) di ogni singolo punto in un riferimento solidale col corpo rigido coincidera

col braccio del suo momento angolare e la velocita del punto in un riferimento che non ruota sara

—

X ;. Si avra allora, tenendo conto che d X (b X 5) =b(a-c)-c(a-b);

S

data dalla formula \7,- =

5 - = - Y -2 =
P=Erl.xmivl.=2 - X mi(wxrl.)=2mi(a)ri —rl.(a)-rl.))=zmi(a)ri —rl.(xl.a)x+yia)y+zia)z))
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le cui tre componenti sono:
= Smfor (o, +yo >>§:<<>>
1+ Sifor sl 0, 20)) - Sm{-s30, 0 -5 550

Ora, introducendo le distanze di ogni punto da ciascuno dei tre assi cartesiani:

X

> 2 2 2.2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2
d,=1" —Xx =Y +Zi’diy=ri -y =X +z ed =17 -7 =Y, X

ed usando la notazione matriciale, possiamo scrivere:

Emidi _z mx;y; _Emixizi ,
P = _E mxX;y; Emidizy _E myg; || W, | = HIH(D
_Emi'xizi _E m;y<i Emidizz w,
dove ||I|| prende i1l nome di tensore d’inerzia. Risulta immediatamente che P non € in generale
parallelo ad .
Il tensore di inerzia ¢ rappresentato da una matrice simmetrica. La teoria delle matrici garantisce che

una simile matrice ¢ sempre diagonalizzabile, ossia ¢ possibile individuare una rotazione del sistema
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di coordinate che rende la matrice diagonale nel sistema ruotato. Se indichiamo con U, V e W 1tre

versori di questo sistema ruotato e con P u,P ) ,P w e W, 0 le componenti rispettivamente di P ¢

di ® in questo sistema, la relazione tra P e ® diventa:
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dove 1 tre termini diagonali coincidono con la definizione dei momenti d’inerzia per rotazioni

intorno a ciascuno dei tre assi U, V e W. Da questa relazione segue che ogni corpo rigido ammette

almeno 3 assi liberi di rotazione, che sono appunto U, vV e W, detti assi centrali d'inerzia, tutti

passanti per il baricentro e ortogonali tra loro, caratterizzati dal fatto che per rotazioni intorno ad essi

P e ® sono paralleli. Infatti per o = (0.,0,0) deve essere I =(@1,,0,0) , per @ = (0,0,0) deve

essere = (0,01,.0) ¢ per @ =(0,0,0) deve essere £ =(0.0,01,)



I

La conoscenza di I " A v A w permette di calcolare il momento d'inerzia “c rispetto ad un qualunque

asse passante per il c.d.m. Se infatti consideriamo una rotazione intorno ad un generico asse,

rappresentato nel riferimento di assi #, V e W dal versore €= (COSCP’COSX ’Cosw) , AVIemo

W =0C = (a) COS(P,WCOSX@COSU}), e quindi:

P=1w =1wcosy
P=1w, =1wcosy
P =1w, =1 wcosy
(naturalmente, anche in questo riferimento, P non ¢ parallelo ad ®) per cui potremo esprimere il

vettore P come:

P=(1,cosqii+1,cosxp +I,cosyw)w

Inoltre la proiezione di P sul versore dell'asse di rotazione ¢ data da:

P-é= (Iu cos’@+1,cos’ x+1 coszzp)a)



Pé=1w I

per cui, dovendo anche essere , segue che 1l momento d'inerzia ‘¢ ¢ dato da:

I.= 1 cos’@+1 cos’ y+1 cos’y

k'= lIcoz)2
2

L’energia cinetica di rotazione nel sistema si riferimento fisso nel c.d.m., data da , puo

essere scritta anche come:

1 1 1

K'=—P-w=—lw+—1 0 +—I1 0
2 2 2

1
2
Se vogliamo utilizzare le precedenti espressioni del momento di inerzia nella II equazione cardinale,
dobbiamo tener conto che questa ¢ valida in un sistema di riferimento inerziale, mentre il sistema
definito dai tre assi centrali, solidale col corpo rigido, non lo ¢. Possiamo pero applicare la

trasformazione della derivata di un vettore tra due riferimenti in rotazione uno rispetto all’altro

(Appendice A), ottenendo:

dar _4P +@x P
dt

inerziale solidale

MO =



che, esplicitata nelle tre componenti, si traduce nelle tre equazioni di Eulero:

MO =19 o0 —o o =1 %% (1 <1 o0,
d dt

MO =1 9% (1~ o,
dt

MO =1, 9% (1 Z1 o0,
s

che esprimono la seconda equazione cardinale proiettata sui tre assi principali, solidali col corpo

rigido.



Appendice A
Se S’ ¢ il Sistema di Riferimento solidale con il corpo ed S il Sistema di Riferimento inerziale

possiamo scrivere

P=Pi+ Py}' + PZIQ (inS) =Pi + Py} + PZIQ (in S')
dj

dP.\ » (dP,| ~ (dP. .
— 1 +|—| ]+ +P|—
dr ), dt S dt ¢ dt

Se ammettiamo che t=t’ , ovvero che il tempo ha carattere assoluto ed ¢ lo stesso in S ed in S’ allora

e calcolare

P
dt

k + Px(d—l
dt

+Pz'(dk
dt

S N S S.

dp;) dP) (4R _[9R (dP _ dP;)
dr ), dr ). \ dt S dt s dt S dt g
e quindi
dP.\ » (dP,\ ~ (dP)\ ~ (dP\ » (dP)) » (dP)\ ~ (dP
— i+ || J+| = k=|—| 1 +|—| J+|—]| k =|—
dt ). dt dt dt |. dr | . dt ). dt ) .
N S S S S S .




Ora ricordiamo che

i\ - ~ (d) - =«
—| =wx1 ;|—| =wxJ ; etc...
dt : dt S

dove @ permette di descrivere il moto relativo di rotazione delle due terne di assi, quindi valgono le

relazioni
P9} _axpi; P| Y| —oxP]: P dk. %Pk
dt "\ dt ' dt
S S
che ci permettono di scrivere:
' dg 1 d/\.' ' dllg — 1A - 1A - Y - =g
Pl +P| | «P|=-| =0xPi +&xPj+&xPk =d>xP
dt dt dt
S S S
Infine possiamo scrivere:
dP\ (dP) . -
—| =|—| +wxP
dt dt | .
S S




