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1 RACCOLTA DI ESERCIZI

Una buona parte degli esercizi qui raccolti, teorici e pratici, sono essen-
zialmente quelli proposti durante il corso; quindi lo studente deve saperli
affrontare con sicurezza. Si consiglia anche di consultare le raccolte di eser-
cizi di autori vari con link all’indirizzo:

http://www.romal.infn.it /people /santini/didattica.html

1.1 Richiami di algebra lineare

1) Le matrici A e i vettori colonna b sono qui sotto presentati nella notazione
compatta delle matrici aumentate (A : b). i) Caratterizzare il nucleo N (A)
ed il range R(A) di A e trovare le loro dimensioni (si ricordi che dim R(A)
¢ il rango della matrice A). ii) Risolvere, quando possibile, i corrispondenti
sistemi omogenei Ax = 0, al variare degli eventuali parametri liberi pre-
senti. ii) Interpretare questo risultato dal punto di vista della dipendenza
o indipendenza lineare dei vettori che costituiscono le colonne delle matrici
A; darne anche un’interpretazione geometrica in R™. iii) Risolvere, in par-
allelo, anche il problema duale: Af¢ = 0. iv) Risolvere, se possibile, il
sistema lineare Az = b al variare degli eventuali parametri liberi presenti.
iv) Determinare il range di R(A), utilizzando 'equazione (¢,b) = 0 che lo
caratterizza, e calcolare il rango di A. v) Calcolare autovalori e autovettori

delle matrici quadrate.
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1.2 Spazi vettoriali

1) Mostrare che i seguenti insiemi sono spazi vettoriali. Spazi finito - di-
mensionali: lo spazio dei vettori ordinari in R? e quello dei quadrivettori
in M?; lo spazio R dei reali; lo spazio R™ delle n-ple di numeri reali; lo
spazio C dei numeri complessi; lo spazio C™ delle n-ple di numeri comp-
lessi; lo spazio Mat(n,R) (Mat(n,C)) delle matrici n x n di elementi reali
(complessi); lo spazio Mat(m,n,R) (Mat(m,n,C)) delle matrici m x n di
elementi reali (complessi); lo spazio P,, dei polinomi di grado n — 1 a coef-
ficienti reali (complessi). Spazi infinito - dimensionali: lo spazio R* (C*)
delle successioni {x,}nen di numeri reali (complessi); lo spazio delle suc-
cessioni finite, convergenti a zero, limitate di numeri reali (complessi); gli
spazi di successioni lp, p > 0; lo spazio C,y delle funzioni reali continue
sull’intervallo reale [a,b]; lo spazio delle funzioni analitiche in un dominio
D; gli spazi di funzioni Ly([a,b]), p > 0. Lo spazio degli stati [¢p > (kets) di
un sistema fisico in Meccanica Quantistica (esso puo essere finito o infinito
dimensionale). Individuare la dimensione di questi spazi vettoriali e qualche



base significativa.

2) Mostrare che un insieme finito di punti isolati di R™ non ¢ uno spazio
vettoriale.

3) L’introduzione di vincoli sui vettori di uno spazio vettoriale puo far si che
il nuovo spazio non sia piu vettoriale. Dire se i seguenti spazi sono vettori-
ali e calcolarne la dimensione. Possiamo immaginare una regola sui vincoli
compatibili con le proprieta di uno spazio vettoriale?

n

i) {z=(x1,...,2,) ER™; inzl}, ii) {z € R"; x; = 0},
k=1

n—1
iii) {x € R"; 1 + 325 =0, ke N}, ) {z€Puz= > cnth},
k=1
v){z €R"; x1 >ap, 2<k<n}, wi){zreR, z>0}

vii) {A € Mat(n,C), tr A =0}, wviii) {A € Mat(n,C), det A =0}

Risp. i) noj ii) si; iii) si, se k = 1, no altrimenti; iv) si; v) no; vi) no; vii) si;
viii) no.

4) Sono dati k (k < n) vettori vU), j =1,..,k di C" ed & definita la matrice
nxk M= (vD, .. v*) avente come colonne le componenti di tali vettori.
Mostrare che, se il rango di M (r(M)) ¢ k, allora i vettori sono indipendenti;
se, invece, r(M) < k, allora sono dipendenti.

5) Dati i vettori y(l) = Q(l) + QQ(Z), Q(Q) = cg(l) + Q(Q) di uno spazio vetto-
riale V' di dimensione 2, stabilire per quali valori di ¢ € R tali vettori sono
dipendenti e indipendenti. ii) Se, ai vettori v 0@ si aggiunge v®) = M),
stabilire per quali valori di ¢ € R i tre vettori sono dipendenti e indipendenti.
Se V = R?, disegnare tali vettori nei due casi.

Risp: vV, v® sono lin. dipendenti per ¢ = 1/2; sono lin. indip. per ¢ # 1/2.

y(l),yé),Q(B') SOno...

6) Dati i vettori y(l) = Q(l) + 2§(2) + 3g(3), y(2) = 2§(1) + cg(2) + dg(3) di uno
spazio vettoriale di dimensione 3, stabilire per quali valori di ¢,d € R tali
vettori sono dipendenti e indipendenti. ii) Se, ai vettori oM v@ g aggiunge
v®) = () stabilire per quali valori di ¢,d € R i tre vettori sono dipendenti
e indipendenti.

R: i) Per ¢ = 4, d = 6 i due vettori sono lin. dipendenti, con 0@ = 201,
Altrimenti sono lin. indipendenti. ii) Per ¢ = 4 i tre vettori sono lin.
dipendenti, con 02 =291 4 (d— 6)y(3). Per ¢ # 4 sono lin. indipendenti.

7) Dati i vettori v = (1,1,1,¢), v® = (a,1,0,0), v® = (0,b,1,0) di
R%, determinare per quali valori dei parametri a, b, ¢ € R sono dipendenti o



indipendenti.
R:Sea#0, b= (a—1)/a, ¢ =01 tre vettori sono lin. dip: —ap™) 4 v® +
av® = 0. Altrimenti sono indipendenti.

8) i) Dati i polinomi p1(t) = 1 + at + 2t2, pa(t) = 2 + 3t + 4¢2, stabilire
per quali valori di a sono dipendenti o indipendenti. ii) Se ps(t) = —1 +
2t + ct?, stabilire per quali valori di a, c i tre polinomi p;(t), j = 1,2, 3 sono
linearmente dipendenti o indipendenti.

R: i) per a = 3/2 sono dipendenti, con pa2(t) = 2p;(t); altrimenti sono
indipendenti. ii) sono dipendenti sia per a = 3/2 (ovvio) che per ¢ = —2
sono indipendenti per a # 3/2, ¢ # —2.

9) Dimostrare i) che due qualunque spazi vettoriali reali (complessi) aventi
diversa dimensione non possono essere isomorfi; ii) che due qualunque spazi
vettoriali reali (complessi) aventi la stessa dimensione n sono isomorfi e, in
particolare, sono isomorfi a R™ (a C").

10) Dimensione di spazio vettoriale. Avendo definito come dimensione
n di uno spazio vettoriale il numero massimo di vettori indipendenti di tale
spazio, dimostrare che dim C" = n.

11) Base di uno spazio vettoriale finito-dimensionale. Avendo definito
come base nello spazio vettoriale V', con dim V' = n, un qualunque insieme di
vettori {g(i)}?zl indipendenti, mostrare che ogni vettore v € V' ¢ esprimibile
come combinazione lineare di tali vettori.

12) Mostrare che lo sviluppo di un generico vettore v € V nella base {g(i) "
di V' & unico.

13) Span. Avendo definito lo span (inviluppo lineare) di un insieme (finito,
numerabile, continuo) di vettori di V' come l'insieme di tutte le combinazioni
lineari finite di tali vettori, mostrare che lo span di un insieme finito di
vettori indipendenti {Q(i)}i-“:l dello spazio vettoriale V', di dimensione finita
o infinita, ¢ un sotto-spazio vettoriale V' di V tale che dim V' =k, e che i
vettori {v(® k_| ne formano una base.

14) Somma diretta di spazi complementari. Avendo definito come comple-
mentari due spazi vettoriali Vq, V5 tali che V; (| Vo = {0}, e avendo definito
come somma diretta V3 @V, degli spazi vettoriali complementari V7, Va,
quello spazio i cui elementi z € V; € V5 sono decomponibili nella somma
T = xy + Zo, dove z; € Vj, i) mostrare che tale decomposizione ¢ unica; ii)
mostrare che dim(V; @ Va) =dimV;+dimVs.

15) Siano v, j =1,2,3 tre vettori indipendenti di R3. i) Dare una in-



terpretazione geometrica ai sottospazi V; = span(y(j)), Jj=123ell; =
span(v®,v)), 4,5 =1,2,3, i # j. ii) Mostrare che gli spazi V}, j = 1,2,3
sono complementari, mentre gli spazi V; e 1I;;, o gli spazi II;; e R3 non lo
sono. iii) Mostrare che R? = span({v™M, v v®}) =V P Vo @ Vs.

1.3 Spazi normati finito ed infinito-dimensionali

1) Dimostrare la disuguaglianza di Young:

P b 1 1
ab<a—+f -+-=1, a,b>0, p,g>1 (2)
p q P q

ed usarla per dimostrare la disuguaglianza di Holder

S lzrgel < (gl P (S lyel), 44 = 1. (3)
lg(®)]

llgllp

2) Dimostrare le seguenti disuguaglianze

Szl < (CplerP)? (S Iy, L+ 1 =1 Holder (discreta),
1

b 1/p b /q
J1f@®)g(t)|dt < (f |f(¢) ) (f lg(t)|? ) , %4— % =1 Holder (continua),

(X |z + wel)YP < (S lan?)YP + (S lye?)?, Minkowski (discreta)

1/p b 1/p b 1/p
<f|f |pdt> < <f|f(t)|p> + (f |g(t)|p> , Minkowski (continua).
(4)

3) Mostrare che, se z € C™,

R. Scegliere a = 7, © b=

~

n

1/p
||z[|oo 1= mazi<k<nlzrl, |2llp == (Z !xk!p> , 1<p<oo

k=1
sono norme; e che quindi gli spazi C%, := (C",[|-|[o0); Cp := (C™, [|-[[p). 1 <
p < 0o sono spazi vettoriali finito-dimensionali normati (nel caso di || - ||,

usare le disuguaglianze di Holder e Minkowski).

4) Dimostrare le disuguaglianze

l2lloe < llzllp < n'/Pllzlleo, 2 € C, ()



5) Dato il vettore € R™, di componenti xj = 1/2’“, 1 < k < n, calcolare
|zl € |lz]lp, 1T <p < oo

. n_1\1/P
Risp. ||z]|ec = 1/2, ||z]|, = 2% (2;p_11)

6) Disegnare e confrontare tra di loro le palle chiuse ||z]loc < 1 € ||z]], <
1, p>1,per z € R? e x € R3. A che figure geometriche corrispondono?

Risp. R?: rombo di lato v/2 (p = 1), circonferenza di raggio 1 (p = 2), ...,
quadrato di lato 2 (p = o0). R3: ottaedro di lato v/2 (p = 1), sfera di raggio
1(p=2),...,cubodilato 2 (p = o).

7) Stabilire che, se V' ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n, le norme
llz]loo € ||z][p, 1 < p < 0o sono equivalenti, cioe che esistono a, b, ¢ € Ry
tali che: a [|zll, < [|zfleo <0 [[z]lp < ¢f|z]oo-

Risp. n™ 7|zl < [lz[loc < [2]lp < n'/Pllz]|oo, z€C"

8) Usare la disuguaglianza di Holder per mostrare che

i) [lz[h < ¥/nlz|l, z € C"

i) (Ilzll2)? < llzllpllzlly

Risp. scegliere: i) yp = 1. ii) yx = ok

Spazi infinito-dimensionali

9) i) Mostrare che, se la funzione f(x) > 0 ¢ monotona non crescente
nell’intervallo [n, N + 1], allora

N
[ fate <309 < s+ [ f@yde, nNEN (©)
n k n

=n

ii) Discutere le implicazioni di queste disuguaglianze per N — oo e n finito

o0
o nullo, mostrando, in particolare, che la convergenza della somma > f(k)

k=0
00

implica ed ¢ implicata dalla convergenza dell'integrale [ f(z)dz. iii) Come
0
generalizzare questi risultati al caso di < 07

10) Mostrare che gli spazi (I, || - ||p), 1 < p < oo (delle successioni di R*>
(di C*) tali che ||z||, < 00) e lo spazio (lso, || - ||oc) (delle successioni di R
(di C*°) limitate, cioe tali che ||z||oc < 00 sono spazi vettoriali normati.

11) Sia 2 € R*, con componenti z3 = 1/a*, a > 1, k € N. Calcolare ||z||,
e ||zloo-
Risp. ||zl = 1/a, ||z]l, = (a? — 1)7/7



12) Siano z* = {2 }hen, . 0 = (n£1)/n. i) A quale spazio di successioni
appartengono? ii) Mostrare che ||21]|cc = 2, ||27||co = 1.

13) Dato I'insieme delle successioni finite {e(™ },,cx, con e,(gn) = Ogn, calcolare
e — e, e []e™ — e™)]|w, per m # n.

Risp. Hg(n) _ g(m)Hp =2l/p, HE(”) — g(m)\loo =1.

14) Date le successioni 2™ ne N, tali che 3:;”) = af%, nkeNL a>1,
calcolare [[2®)||oo, [[2®|5, ||l2]]oo, [|2®)|5.

1/5
R 120 = &, 12?5 = % (7)) 1120l = B, 1205 =

a2 \ ab5-1
o [ 1\
a® \ a3-1 :
15) Siano 5 e Iy gli spazi delle successioni reali (o complesse) rispettivamente
finite e convergenti a 0. Dimostrare le seguenti inclusioni:

lpclyCloC---Clg Cly CC™.

16) Dare un esempio di successione appartenente a ly, ma non a li; a I3 ma

non a ls.
Risp. {1/k}ken, € l2, & li; {1/Vk}gen, €13, ¢ I
17) Dire se le norme || - ||, sono definibili negli spazi i) loo, ii) Iy, iii) lo.

Risp. i) no; ii) si; iii) no.
18) Mostrare che, i) se & € I, 1) ||z]||sc < ||2]|p, i) a differenza del caso

finito-dimensionale, le norme || - ||, e || - ||oc nON sono0 equivalenti.

19) Individuare i valori del parametro reale « tali che le seguenti successioni
appartengono a [,,.
i) 1 2 an2 n
n®+1

;at) sin(1/n®); i) n%e™"; iv) n%e; w) m;
‘ <\sinn|>a
vi) | — | .
n

Risp. i) e ii): @ > 1/p, iii) « € R, iv) a <0, v) o> B vi) a > 1/p

20) Definiti gli spazi normati Cy[a, b] = (Cla4), || -|lp) delle funzioni continue
nell’intervallo [a, b] tali che

1/p

b
1]l = / Ford) <o,

8



e lo spazio normato Cla,b] := (C[a,b],|| - ||so) delle funzioni continue in
[a,b] con la norma del sup (uniforme)

1 )loo := supreal f (1),

dimostrare che:

1) Cp(R) C Cy(R), 1 <p<gq.

i) [[£(0)llp < (b— )7 f(Dl]oe, 1 € Clo.

iii) A differenza del caso finito dimensionale, le due norme non sono equi-
valenti.

iv) Dedurre che la convergenza uniforme della successione di funzioni f,,(t) €
Clay 2 f(t) implica sia la convergenza nella norma || - ||, che la convergenza
puntuale Vt € [a, b].

21) Dato lo spazio delle funzioni continue in [a, b, ad eccezione di un insieme
finito di punti ¢; € [a, b], intorno ai quali vale la disuguaglianza

FQIRS

ci
|t — ti|o‘i ’

mostrare che, se f € L,[a,b], allora f € L[a,b], p > q.

22) Consideriamo 'insieme dei monomi {t" },en C C0,1]. Mostrare che ¢"
converge a 0 in media quadratica: [[t" — 0[] = (2n + 1)~Y/2 — 0, mentre
non converge a 0 nella norma uniforme: |[t" — 0||c = 1. Spiegare questa
differenza tra le due norme mostrando che t" converge puntualmente ad una
funzione discontinua in [0, 1].

23) Indiduare i valori dei parametri reali « tali che le funzioni indicate
appartengano a Li(R), La(R).

. a
Dlale i lales i) o) ()

Risp. (i) Li(R) : a > —1, La(R) : o > —1/2; i) Li(R): —1<

a <0, LyR): —1/2 < a<0; dii) Li(R): a>1, Ly[R): o>

3/4; iv) Li(R): a>1, Ly(R): a>1/2.
24) Indiduare i valori dei parametri reali a e 8 tali che le seguenti funzioni
siano Ly, L negli intervalli specificati.

2

1 1 e *

. ) O) ; /i T9 921’ U Y ;

D Ao &) W) g (700)
i E7 1L i) el sing, [0,00): [2I° _
i11) TP [—1,1]; ) |z|*sinz, [0,00); ) e (—00,0);



’x‘Qaeﬂx

N2 a iy
20 — 3 — ; i B :
vi) |z + 20z — 3a|®, (—00,00); vi7) T~ coshiz’ (—00,00)
—(14a)x? —2z h( )
e e ** cosh(ax
Vi) ——————————, (—00,00); ir) —————, [0,00);
) |22 — 2 — af ( ) >$2+7r/2+a 0, 00)

e~ % sinh(ax)

0,00); ) 222 — (3+2 3al®, [—2,0:
) T a , [0,00);  @i) [227 — (34 2a)x + 3|, | ]
0 |3
) —————,

x4 +8x2 +a’

Risp. i) L1]0,00) : 1/4 < a <1, L3]0,00): 0 <a<1/2; i) Li(R): a<
1, Ly@R) : a < 1/2 i) Li[-1,1],Ls[-1,1] : a < 0,8
) L1[0,00) 1 =2 < a < -1, Ly[0,00): =3 <a<—3; v)L[1(R): —1<
a<3, La(R): —1/2<a<7/2; vi) [1(R): =3 <a<—1/2, Ly(R): —
3<a<—1/4; wit) Li(R): —1<p<1l, a>1/2, Ly(R): —1<p<
1, a>3/4; wiit) Li(R): —1<a, Ly(R): —1<a<—1/4;..

25) Indiduare i valori dei parametri reali a e 3 tali che le seguenti funzioni
siano Ly negli intervalli specificati.

i) z%Inz, (0,1); )z *Inz, (1,00)

Risp. i) a > —1;ii) a < —1

26) Indiduare i valori del parametro reale « tali che le seguenti funzioni
appartengano a L1 negli intervalli specificati.

1 . 1

i) Wa (2,00); i) T

W, (0,1/2); iii)

l‘(lnlir)a’ (1/27 1)

Risp. i) a> 1;1ii) a > 15 i) a < 1

1.4 Spazi metrici; proprieta metriche di spazi vettoriali nor-
mati; densita, completezza, basi

1) Mostrare che {z € R™; ||z||2 = 1} & uno spazio metrico, definendo come
distanza la lunghezza dell’arco di geodetica congiungente ogni coppia di
punti dello spazio, ma non ¢ uno spazio vettoriale normato.

2) Mostrare che un insieme I di punti isolati di R & uno spazio me-
trico, definendo come distanza, ad esempio, quella euclidea: d(z,y) = |z —
yl, =,y € I, ma non & uno spazio vettoriale normato.

10



3) Mostrare che uno spazio vettoriale normato ¢ anche uno spazio metrico
dotato della distanza d(z,y) = ||z — y||.

4) Dato lo spazio metrico (M, d), mostrare che la sfera (palla) aperta B(z, r)
{z € M; d(z,zy) < r} e chiusa B(zg,7) = {z € M; d(z,z,) < r} sono
rispettivamente insiemi aperti e chiusi.

5) Un sottoinsieme (S,d) C (M,d) & detto i) “limitato” se & contenuto in
qualche palla; ii) “totalmente limitato” se, Ve > 0, esiste un insieme finito
di punti Xe = {z;,...,2,,}, 2; € Xe, j = 1,...,n (detto € - reticolo) tali
che, Vz € S, d(z,z;) < ¢, per qualche z; € X, (ovvero S ha il ricoprimento
finito: S C Up_,B(x,¢€)).

i) L’insieme dei punti {(m,n), —10 < m,n < 10} C R? & un € - reticolo per
quale valore di €7 ii) Mostrare che, se S ¢ totalmente limitato,

a) S ¢ limitato; b) non si pud costruire una successione {y\9)};ey C S tale

che d(g(i),g(j)) > €p, per ogni €q.

6) Mentre, nel caso finito dimensionale, un insieme limitato ¢ anche to-
talmente limitato, nel caso infinito dimensionale cid non € vero. Mostrare
infatti che la palla B(0,1) ¢ un insieme limitato ma non totalmente limitato
in (Ip, || - |lp) e/o in (loo, || - ||eo) (si utilizzi la successione {e™},en, con

enm’ = Snm)-

7) Mostrare che, in uno spazio metrico (M, d) completo, le nozioni di sot-
toinsieme S C M chiuso e completo coincidono.

8) i) Mostrare che, in uno spazio metrico (M,d), un sottoinsieme S C M
¢ compatto se e solo se & completo e totalmente limitato (questo risultato
generalizza, al caso infinito - dimensionale, il teorema di Heine - Borel, che
afferma che un insieme S C R™ ¢ compatto se e solo se ¢ chiuso e limitato).

9) i) Dare un esempio di insieme chiuso e limitato che non & compatto
(vedere gli esercizi 6 e 8). ii) Dare un esempio di sottoinsieme che non &
aperto, né chiuso e né compatto. iii) Mostrare esempi di sottoinsiemi chiusi,
ma non compatti.

10) Mostrare che ogni sottoinsieme S chiuso dello spazio metrico (M,d)
compatto € compatto.

11) Mostrare che: i) Iy non & chiuso né in (I, || - ||oo), né in (I, || - ||p); ii) Iy
non ¢ chiuso in (Iso, || ||c0); 1ii) lp € chiuso in (I, ||+ ||oo); 1) lo € la chiusura
di l, in (o, || - |loc); V) lg € la chiusura di Iy, p < q, in (Ig, || - ||q)-

(n)

. . . . (n . n . "
12) Data la successione di successioni 2™ con Ty = e i) qual’® lo

spazio l,, p > 1 piu piccolo a cui appartiene? ii) Determinare la successione

11



z = {z} alla quale converge per componenti (puntualmente), ed individuare
lo spazio l;, ¢ > 1 piu piccolo a cui z appartiene. iii) Mostrare che ||z(™) —
Z||oc — 0 per n — 0o e dedurre qualcosa sulle proprieta di chiusura di [, in
(Loos |1 ]oc).

R. 1) Iy i) {k7Y0}en, € s iil) 2™ — 2|jc = 1/(n 4+ 1) — 0, Iy non &
chiuso in (Ioo, || * [|oo)

13) Utilizzando la completezza di R e C, dimostrare che R} e C} sono
completi.

14) Utilizzando la completezza di C, mostrare che gli spazi (Ip, ||-]]), p > 1,
e (I, || - ||oo) sono completi.

15) Mostrare che lo spazio Cela,b] = (Cay); || - ||c) & completo, mentre
lo spazio Cpla,b] = (Clqy, || - [|p) non lo & (per quest’ultimo punto basta
trovare una successione di Cauchy {f.(t)} C Cl,y che converge puntual-
mente ad una funzione discontinua). Qual’¢ allora il completamento di
Cpla, b]? Vedere i prossimi esercizi.

16) Gli spazi Lyla,b] come completameto degli spazi Cpla, b].
a) Sia xg(z) la funzione caratteristica dell’insieme misurabile £ C R: yg(z) =
0, z¢ E, xg(x) =1, x € E. Si definisce funzione p-semplice la funzione

ful@) =) axe, (@),
k

dove gli insiemi Ej sono disgiunti e la loro unione coincide con [a,b]. Le
funzioni p-semplici coincidono con le funzioni costanti a tratti, quando gli
insiemi misurabili Ej sono intervalli ordinari di [a, b]. Vale il seguente risul-
tato (da giustificare in modo qualitativo):

Ogni funzione f(x) € Lsla,b] é approssimabile in media quadratica (in
norma || - ||2) da successioni di funzioni p-semplici f,(x) (cioé lo spazio
delle funzioni p-semplici é denso in Lo nella norma || - ||2).

b) Mostrare che, per ogni funzione f(x) costante a tratti (o, pilt in generale,
per ogni funzione p-semplice), esiste una successione {f,(x)} di funzioni

continue che converge ad essa nella norma || - ||2 (in media quadratica), ma
non nella norma uniforme || - ||. Cio¢ lo spazio delle funzioni continue
¢ denso, rispetto alla norma || - ||2, nello spazio delle funzioni p-semplici.

Suggerimento: per convincersi di cio, basta mostrarlo per la funzione gradino
H(z): H(z)=0, <0, H(x) =1, x > 0, scegliendo la successione:

07 x S _%a
fu(z) = %x—k%, —% SIJ:S %, (7)
17 i Z e

12



Allora: ||f, — H||2 — 0, n — oo, mentre ||f, — H||co = 1/2, V n. Dedurre
che lo spazio delle funzioni continue ¢ denso in Ly: Cla,b] = La[a, b]

c) Mostrare che lo spazio {f € C|—m, 7], f(—m) = f(7)} & denso Co[—m, 7]
e, quindi, in Lo[—m, 7].

17) Mostrare che, se in uno spazio metrico (M, d) i sottoinsiemi A C B C C
sono tali che A & denso in B e B ¢ denso in C, allora A & denso in C.

18) Mostrare che Iy & denso sia in (lo, || - ||so) che in (I, ]| - ||p); ma non e
denso in (loo, || - |]oo)-

19) Dimostrare (con l'ausilio di qualche libro di testo) i due teoremi di Weier-
strass qui sotto riportati sull’approssimazione di funzioni continue mediante
polinomi e polinomi trigonometrici.

Il primo teorema di Weierstrass. Se f(t) € C[0,1], allora la successione di
polinomi {P,(t)} definita da

SA0)(2)reo

converge uniformemente (cioe, nella norma del sup) a f(¢), su tutto l'intervallo
[0,1]. Cioe lo spazio dei polinomi & denso in (Cjg 1}, || - ||o0), € quindi anche
in C,0,1].

Il secondo teorema di Weierstrass. Se f(t) € C|—m, 7] ed & periodica di pe-
riodo 27, allora, Ve > 0, esiste una successione di polinomi trigonometrici:

F,(t) = \ﬁ NG (Z ay cos kt + Z by, sin kt)

tale che |f(t) — F,(t)] < €, uniformemente in ¢ € [—m,7]. Cioe lo spazio
dei polinomi trigonometrici ¢ denso in {f € C|_; r; f(—7) = f(m)} nella
norma uniforme, e quindi, dall’esercizio 3.0.3 - 15), anche rispetto a || - ||,.

Insiemi completi di vettori, basi e separabilita

20) Qual’e lo span dei seguenti insiemi di vettori?
i) span{e@}¥ c C", e ( ) = i, k< n,

i) span{et)}p Cc C", e (]) jls

iii) span{ﬁ(n)}neM el(c )

iv) span{t*}r—o. n_1,
v) span{t" },en-

= 5nk’a
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Risp. i) {z = (1, .., 7,0, ..,0) € C*, z; € C} C C", isomorfo a C¥, k < n;
ii) C™; iii) insieme Is delle successioni finite; iv) insieme P,, dei polinomi di
grado n — 1; v) insieme dei polinomi.

21) Mostrare che

i) span({e™ }ne) = Iy & denso negli spazi (Io,|| loe) € (7| - I,)), ma non
in (lo, [ - [[oo)-
ii) L’insieme dei vettori {e(™ },,cn & una buona base di (Io, ||-||o0)) € (Ip; ||-|[p)-

22) Mostrare che:

i) span({t" },en)=spazio dei polinomi ¢ denso in Ca, b, e quindi anche in
Cpla,b).

ii) L’insieme dei monomi {t"}, ey ¢ una buona base di Cx[a,b] (e quindi di
Cpla,b)).

23) La base di Fourier. Mostrare che:

i) span ({e"},cz ) =spazio dei polinomi trigonometrici & denso in { f € C[—m, 7],

f(—m) = f(m)} nella norma uniforme, e quindi anche rispetto a || - ||,.
ii) L’insieme dei monomi trigonometrici {e"},cz ¢ una buona base di
{f € C[—m,7|, f(—m) = f(n)}, nella norma uniforme e in quella || - ||,.

iii) Poiche lo spazio {f € Cy[—m,n|, f(—n) = f(7)} & denso Cy[—m, 7] e,
quindi, in Ly|[—m, 7]; dedurre che I'insieme dei monomi trigonometrici ¢ una
buona base (la base di Fourier) in Lo[—m, 7.

24) Mostrare che gli spazi metrici i) Ry, ii) R},

vi) Clqp), vii) Cpla, b] sono spazi metrici separabili.

iii) Cp, iv) C}, v) Ip,

Risp. i corrispondenti sottoinsiemi densi e numerabili sono i) Q, ii) Q", v)
I'insieme delle successioni limitate di razionali; vi), vii) I'insieme dei poli-
nomi a coefficienti razionali.

25) Convergenza uniforme ed in media per spazi di successioni.

Mostrare che, dalla disuguaglianza ||z||« < ||z||p, 2 € [, segue che, per
spazi di successioni, la convergenza in media implica la convergenza uni-
forme.

26) Mostrare che i) la successione z(™), x;ﬁn) = % converge uniforme-

mente alla successione 0, ma non appartiene a lp; ii) la successione z™ el s

x,gn) = n%, a >0, k <n, x,(cn) = 0, k > n converge uniformemente alla
successione 0, mentre converge a 0 in norma p solo se a > 1/p; iii) la suc-
cessione z(™ € ly, xgcn) =1, k<n, xén) =0, k > n e tale che Hg(”)Hoo =1
e ||z, = n'/P. Verificare che, in tutti questi casi, la disuguaglianza
2|00 < ||z||p, z € 1, dell’esercizio precedente ¢ verificata.
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27) Convergenza uniforme, in media, in media quadratica e puntuale per
spazi funzionali.

i) Usando le disuguaglianze || f(1)]|, < (b—a)"/?|| f()l|sc e | f]]1 < VB —al| ]2,
f € Cla,b] (per la seconda, si usi la disuguaglianza di Cauchy - Schwartz),
mostrare a) che la convergenza uniforme (nella norma del sup) in [a,b] im-
plica sia la convergenza puntuale che quella in L,la,b], 1 < p; ii) che la
convergenza in media quadratica implica la la convergenza in media.

ii) Mostrare che la convergenza in L,la,b] non implica né la convergenza
uniforme né quella puntuale.

iii) Mostrare che la convergenza puntuale non implica quella uniforme e
neppure quella in media.

Sugg. Per il punto ii), considerare i seguenti esempi. a) la successione di fun-
zioni fp(x) = e ™ in (0, 1), mostrando che: ||f, —O0l||, = (1 —e™")/(np) —
0, n — oo, mentre ||f, — 0||oc = 1, V n (in questo caso, f,(x) converge
a 0 in (0,1) anche puntualmente). b) La successione f,(z) delle somme
parziali di Fourier; essa converge a f(z) € Lsla,b] in media quadratica:
||fr(xz) — f(x)||]2 — 0 ma, in generale, non converge puntualmente (basta
scegliere f(x) discontinuo), e quindi non c¢’¢ neppure convergenza uniforme.
c¢) La successione di funzioni

{fl(l)afl(Q)a 2(2)af1(3)7 2(3)af§§3)7 1(4)7f2(4)7 354)7f4§4)a 1(5)7} definita cosi’:

— (=1 2
o= {4 15k =0

mostrando che fi(k) (x) converge a 0 in media quadratica: Hfi(k) (x)—0l]2 — 0,
ma non converge in nessun punto dell'intervallo, poiche, per ogni z € [0, 1],
esiste un valore di (i, k) arbitrariamente grande tale che fl-(k) (x) = 1 oppure

f(k)

' (x) = 0; inoltre Hfi(k) () = 0]|co = 1. Per il punto iii), si consideri infine

fn(x) — { \/ﬁ T < (07 %]’ (9)

la successione
0 =z¢(0,2),

mostrando che f,(x) converge a 0 puntualmente in (0, 1), mentre || f,—0||2 —
lellfn—0]lco =N — .

1.5 Spazi euclidei

1) Mostrare che i vettori v = (1,1), v(®) = (2, —i) € C? sono indipendenti;
quindi ortonormalizzarli.

R.e® = L(1,1), ¢ = /20 + §)(1,-1)
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2) Mostrare che i vettori o) = (1,0,—-1), 0@ = (3,—2i,—1), ) = (4+
i,—1 — 67,2+ i) € C3 sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli.

R. Q(l) = %(1707 _1)7 Q(2) = %(17 —2i, 1)7 Q(g) = %(%_LZ)

3) i) Mostrare che i vettori vV = (1,0,0), v® = (a,1,0), v® = (¢,b,1) €
C3, a,b,c € C sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli. ii) Mostrare che
i vettori v = (1,0, 1), v® = (3,-2i,1), v®) = (444, -1—6i,2+14) € C>
sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli.

R. i) {3, eff) = g i) €D = 15(1,0,-1), e = L(1,-i,1), €® =
?773;(1,21',1)

4) i) Mostrare che i vettori o) = (0,0,1), v® = (1,4,a), ® = (b,i(b —
2),c¢) € C3, a,b,c € C sono indipendenti; quindi ortonormalizzarli. ii)
Mostrare che le funzioni f = e™* ¥ sono indipendenti in L2[0, 00),

e ortonormalizzarle
R. 1) e = (0,0,1), ¢ = S5(1,4,0), e = F5(1,-0,0). ii) eM(z) =
2¢77, e (z) =2v2(z — §)e ™.

5) Dimostrare la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz: |(y, z)]* < (. y)(z, z)

, g =xe

e usarla per mostrare che ||z|| := /(z,z) & una norma; dedurre che uno
spazio euclideo ¢ anche normato e metrico, con distanza d(z,y) = ||z — y||

6) Dimostrare il teorema di Pitagora: Se i vettori {z*)}} sono ortogonali,

allora . .
1> 2®P =3 [ja®)2. (10)
k=1 k=1

7) Tensore metrico i) Mostrare che, se la base {e)}? di uno spazio euclideo
E non ¢ ortonormale, allora, Vz,y € F,

(z,y) = > gy, gij = (e, e"). (11)
ij=1

ii) mostrare che la matrice (n x n) g = (g;;) € hermitiana non negativa (si
verifichi che (z,z) > 0, Vz; € C).

La matrice (g;;) ¢ detta “tensore metrico”. Se E & uno spazio pseudo-
euclideo (come lo spazio di Minkovski), la matrice g € solo hermitiana.

8) Mostrare che:
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i) C4 & uno spazio euclideo, con prodotto scalare

&n): Z&mk, &necCn (12)

k=1

ii) La sua base ortonormale canonica & data dai vettori {e)}7, egj) = 0jj.
iii) Valgono le seguenti disuguaglianze:

| 3 &mel? < <Z ’ka) (Z ‘Uk|2> , disug. di Cauchy-Schwartz
k=1 k=1 k=1

n 1/2 n 1/2 n 1/2
(Z 133 +77k|2> < (Z |§kl2> + <Z |77k|2) , disug. di Minkowski
k=1 k=1 k=1
(13)

9) Mostrare che:
i) lo spazio Iy ¢ euclideo, con

&m) = &, &n €l (14)
k=1

ii) La sua base ortonormale canonica & data dai vettori {e)}7, egj ) = dji
e valgono le disuguaglianze presenti nell’esercizio precedente, sostituendo n
con oo.

10) Mostrare che:
i) lo spazio Mat(n,C) delle matrici (n x n) a coefficienti complessi ¢ uno
spazio euclideo, con prodotto scalare

n
(X,Y) = tr (XW) =3 X,V |, XY €Mat(n,C),  (15)
ij=1
dove XT = XT ¢ la matrice hermitiana coniugata (aggiunta) della matrice

X, di componenti (X1);; = Xj;;
ii) la norma e la distanza euclidea di matrici sono quindi date da:

1/2
1Xl2 = ( > !ng\2> :

7‘77

1/2
HX_YH2 = ( Z ’XZJ l]’ ) ;

i,j=1

(16)
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iii) valgono le seguenti disuguaglianze:

|y XYyl < (Z |XU\2> (z |1@J\2)7 Cauchy-Schwartz

1,j=1 i,j=1 i,j=1
. 1/2 . 1/2 . 1/2
(Z |Xij+Y,~j12> < <Z |Xij|2> + < > mﬁ) , Minkowski;
4,j=1 i,j=1 i,j=1
(17)
iv) la base ortonormale naturale & { E(#7)}7 ii=1, dove
(B®))y = S0 (18)

11) Mostrare che:
i) lo spazio P,, dei polinomi di grado (n — 1) & uno spazio euclideo di dimen-
sione n, con il prodotto scalare

b
9= [ T@ttar (19)
ii) la norma e la distanza euclidea sono quindi date da:
1/2
1£1l2 = (£, )/ = (f £t |2dt> ,

b 1/2
do(fo ) =If —glla=(f— g, f —9)"/* = (f |f(t) — 9(&\20575) ;

a

(20)

iii) valgono le seguenti disuguaglianze:

f (t)dt|? < <f|f(t)|2dt> <fb ]g(t)|2dt) ,  Cauchy-Schwartz

1/2 ) ‘ 1/2 1/2
<f|f |2dt) < <f|f(t)|2dt> (f lg(t |2dt> ,  Minkowski.
(21

iv) i vettori {#/ 71} sono indipendenti (mostrarlo) (quindi formano una base)

ma non ortogonali.
v) Ortogonalizzarli, nell'intervallo [—1, 1], ottenendo:

1 3
1, t t2— =, 3¢,
3 5
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vi) Verificare che questi polinomi ortogonali coincidono, a meno di costanti
moltiplicative, con i polinomi di Legendre L(t) (che sono ortogonali ma non
ortonormali):

1 d
Li(t) = —/——
b0 = S g

vii) Costruire infine la base ortonormale {P;(t)};en:

-1 k=0,1,..

Pt) =1, P1<t>=\/§t, Pot) = (22 2), Pty = [T =2,

12) Mostrare che gli spazi Ca[a, b] e La|a, b] sono euclidei rispetto al prodotto
scalare definito nell’esercizio precedente, nel quale sono indicate anche le
corrispondenti norma e distanza, e le disuguaglianze di Cauchy-Schwartz e
Minkowski.

13) Usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz |(f,g)| < ||f||2]lg]l2 per
ottenere le disuguaglianze:

fglle < [ f1l2llgll2, Al < Vo —allfll2, f.g€ Lo

e dedwrre che i) f,g € Ly = fg € Ly;ii) f € Lofa,b] = [ € Lifa,b].

R. Scegliere i) g(t) = theh|g(t)] e i) g(t) = theh-

14) Dimostrare che, se lo spazio euclideo & separabile, allora esiste in esso
una base ortonormale. (Suggerimento: la separabilita implica l'esistenza di
una base numerabile {g(j)}jeN; da essa, usando il procedimento di Gram-
Schmidt, trovare un insieme di vettori ortonormali {g(j N jeN, mostrando che,
ad ogni passo finito n, span({z?)}7)=span({eV}}), e che quindi I'insieme
di vettori {e\)} ey & la base ortonormale cercata).

15) Sia S un sottospazio dello spazio euclideo E, e sia {g(j)};v:l (N finito o
infinito) una base ortonormale di S. Mostrare che, dato il generico vettore
z €k,

i) il vettore di S che meglio approssima x ¢

N
2V = 5 g0,
T =28 (22)

& = (e, z), coefficienti di Fourier di z rispetto a {Q(j)}év:l.

ii) il vettore zN) & la “proiezione ortogonale” di z € E su S, verificando
cioé che il vettore (z — z()) & ortogonale a tutti i vettori di S;
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iii) vale la disuguaglianza di Bessel:
N
lzl* > ) l&f. (23)
i=1
iv) Se, Vx € E, vale la relazione di Parseval:

lel? = l&l, (24)
i=1

il sistema di vettori {e(/) 521 ¢ una vase ortonormale di E.

16) Dimostrare il seguente teorema: CNES affinche gli elementi della suc-
cessione numerica {&}9° siano i coefficienti di Fourier di un certo z apparte-
nente allo spazio di Hilbert H separabile, rispetto ad una base ortonormale

{eW}22,, & che {}5° € Iy

17) 11 teorema precedente mostra che, introdotta una base ortonormale
{g(j)}}?’;l nello spazio di Hilbert H separabile, viene stabilita una corrispon-
denza biunivoca tra H e ly:

reH & {z1)5° € ly, ap = (e, 2). (25)
Mostrare che tale corrispondenza biunivoca € un isomorfismo sia lineare:
ar+ By € H & {axg + Byr}i° € l2 (26)

che euclideo:

(z,9) = Y Txys- (27)
k=1

18) Complemento ortogonale. Definire il complemento ortogonale S+ di
S C FE, rispetto allo spazio euclideo E, come l'insieme dei vettori di E
ortogonali a tutti i vettori di S, e dimostrare che:

i) SnSt = {0},

ii) ogni vettore x € E ¢ esprimibile in modo univoco nella forma y + z, con
y €S, z €5t (quindi: E =55,

iii) S+ & un sottospazio chiuso di E.
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1.6 Funzionali lineari e distribuzioni

1) Un funzionale lineare sullo spazio vettoriale V' & un operatore f : V — C
tale che:

flaz + By) = af(z) + Bf(y), ,B€C, z,yeV.
a) Se z € C" e {®™}7 ¢ una base di C”, con z = > z,e®), mostrare che
k=1

I'operatore e; che, applicato a x, ne seleziona la componente j - esima z;
(rispetto alla base {e(®)}):
ej(z) = x; (28)

¢ un funzionale lineare.
b) Poiche il generico funzionale f sul generico x € C™ agisce nel seguente
modo:

f@) =" frre, fr€C,
k

esso ¢ esprimibile come combinazione lineare dei funzionali e;:

f=Y" frex.
k

L’insieme dei funzionali {e;}} ¢ quindi una buona base nello spazio dei
funzionali su C"; essendo inoltre soddisfatte le condizioni

ej(e™) = o,

questa base & detta la base duale della base {1} di C" e gli {f;}}_, sono
le componenti def funzionale rispetto alla base {e;}7.

2) i) Usare i risultati dell’esercizio 1 per mostrare che I'insieme dei funzionali
lineari sullo spazio vettoriale V' & esso stesso uno spazio vettoriale V*, detto
il duale di V, tale che, se f, f&) € V*, allora:

(af W+ B (@) = af V(@) + 8P (2), VzeV, a,feC.

ii) Se {e(®}7 e una base di V e {e;}7 & la base duale di V*, allora il generico

n
funzionale f = )" frey € rappresentato, nella base {e;}}, dal “vettore riga”
k
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n
1, .., fn), mentre il generico vettore x € V: x = x Q(k) € rappresentato
(f1 - fn)s g k PP
k=1
dal “vettore colonna” (1, ..,2,)", e 'azione di f su z

fl@) =" fumn
B

& descritta dal prodotto riga per colonna.

3) Altri esempi di funzionali lineari.
a) Se z = {x}3° € I,

f@)=>" frrr,
k=1

con {fx}7° € lz, & un buon funzionale lineare.
b) Il generico funzionale lineare su ¢(t) € Cla, b] & descritto dall’integrale:

b

Fg) = / F(et)dt, (1) € Cla,b).

a

c¢) Nello spazio euclideo C%, il prodotto scalare

n

(a,z) =) arwk

k=1

¢ un buon funzionale lineare. Che relazione intercorre tra le componenti del
vettore a e le componenti del funzionale lineare f? (R. fr = ax)
d) Nello spazio euclideo ls, il prodotto scalare

o
(a,z) = Z AT
k=1

¢ un buon funzionale lineare.
e) Negli spazi euclidei Cs|a, b], La[a, b], il prodotto scalare

b
F(g) = (a,0) = / aDp(t)dt, a(t),p(t) € Calab.

a

¢ un buon esempio di funzionale lineare.
f) Poperatore 05, : Cla,b] — C definito dalla

5330(90) = 80(.7}0), 90(:6) € C[a? b]7 To € [aab]v (29)
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¢ un buon funzionale lineare, detto “delta di Dirac”.

4) Sia f: N — C un funzionale lineare sullo spazio vettoriale normato N;
i) dare le definizioni di continuita e limitatezza del funzionale. ii) Mostrare
che: a) se f € continuo in 0, allora ¢ continuo in N; b) f & continuo se e solo
se ¢ limitato sulla sfera unitaria: sup,<1]f(z)| < oo.

5) Mostrare che I'insieme dei funzionali lineari limitati sullo spazio vettoriale
normato N forma uno spazio vettoriale, con:

(afi + Bf2)(z) = afi(z) + Bf2(x), Yz €N, a,B€C.

esso stesso normato, il duale N* di NV, la cui norma, ¢ definita cosi:

flz g
= swp O r 2= s f@ (30)
lzllv#0 1IN g0 N jyv=1
da cui segue la disuguaglianza:
|f(@)] < |[flIn=||z||~, |]z]|v # 0. (31)

6) Le norme di funzionali importanti.

i) Mostrare che, se z € C, e f(z) = (a,z), con a € C§, allora || f|| = ||al|2-
ii) Mostrare che, se ¢ € Cxla,b], e F(p) = ff p(t)dt, allora ||F|| = b — a.
iii) Mostrare che, se ¢ € Cxla,b], e F(p) = f;f(t)go(t)dt, con f € Clay),
allora || F|| = [|f{]1.

iv) Mostrare che, se ¢ € Cuola, b], € dz,(p) = p(20), allora ||dz,|| = 1.

v) Mostrare che, se ¢ € La[a,b], e d5,(¢) = ¢(x0), allora d;, non & limitato.

7) Norma indotta da N su N*. Dati i funzionali lineari

b
@ =X fun Fio) = [ £0p(0), (32)
k a

dove le fi sono le componenti del funzionale f e f(t) ¢ la funzione che
rappresenta il funzionale F', mostrare che: i) se {zj}ren € [, = N, allora

1 fIl = |Ifllg, con 1/p+ 1/q = 1; cioe che f € I, = N*. Trattare anche i
casi degeneri in cul p = 1, = 00 e p = 00,q = 1. ii) Se ¢(t) € Ly[a,b],
allora ||F'|| = || f||4; cloe N* = Ly[a,b]. Trattare anche i casi degeneri in cui

p=14g=00ep=o00,¢g= 1. Suggerimento: usare la disuguaglianza di
Holder...
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8) Convergenza forte e debole di vettori. Una successione di elementi
{z(™} dello spazio normato N
a) converge fortemente, o in norma, a z se:

||g(”) —z|| =0, n— oo.

b) converge debolmente, o per componenti, a x se, per ogni funzionale lineare
feN*
[f@™) = f@)] =0, n— oo,

9) Mostrare che, in [, 0 in C", se si scelgono come funzionali gli elementi della
base duale {e;}, allora la convergenza debole coincide con la convergenza
“per componenti”:

lej(2™) — ej(@)] = |23 — 2| = 0, n— o0, Vi

10) Mostrare che la convergenza forte implica la convergenza debole, es-
sendo:

1£@™) = f@)] = [£@™ = 2)] < [|f]]|z" - 2],

iii) Dare un esempio in cui la convergenza debole non implica quella forte.
iv) Mostrare che, se lo spazio ¢ finito - dimensionale, la convergenza debole
implica quella forte.

11) Convergenza forte e debole di funzionali lineari. Data una suc-
cessione di funzionali lineari {f(™} € N* su N; essa:
a) converge debolmente a f € N* se, Vo € N:

(@) - f(@)] = |(f™ - £)(2)] = 0, n— .

b) converge fortemente, o nella norma di N*, se ||f™ — f|| = 0, n — oc.
i) Mostrare che la convergenza forte implica quella debole, usando la dis-
uguaglianza |f(z)| < ||f||n+||z||n dell’esercizio 5, ma che il contrario non &
Vero.

ii) Mostrare che la successione di funzionali {f(™} converge debolmente al
funzionale f se e solo se | f(™ (W)= f(e9))| = |(f™ - £)(eD)] = 0, n — oo,
per ogni elemento della base {el)} di N.

12) Lemma di Riemann - Lebesque. i) Mostrare che le successioni di fun-
zionali lineari {S;, }nen € {Ch tnen, definite da:

Sn(p) = /Sin(nx)go(x)dx, Cn(p) = /cos(nx)cp(:c)d:r

24



convergono debolmente a 0, se lo spazio delle funzioni di prova ¢ & Li[—m, 7.
Suggerimento: conviene scegliere ¢ in C'[—m, 7] (che & denso su Li[—, 7]
nella norma || - ||1) e integrare per parti. ii) Mostrare invece che {Sy}nen
e {Ch}nen non convergono fortemente a 0 (mostrando, ad esempio, che
|| cos(nx)||1 = 4 e ||cos(nz)||oc = 1). iii) Usare il risultato dimostrato in
i) per mostrare che le successioni di funzionali lineari {S, }nen € {Ch }nens,
definite da:

Sn(p) = /sin(n:c)go(x)d:r, Chnl(p) = /Cos(n:c)go(:c)dzz:

R R

convergono debolmente a 0, se lo spazio delle funzioni di prova ¢ & L;(R).

13) Distribuzioni come funzionali lineari. i) Un funzionale lineare & una
trasformazione lineare F' da un opportuno spazio vettoriale di funzioni, non
necessariamente normato, come, ad esempio, lo spazio di Schwartz S delle
funzioni C*°(R) che vanno a zero per |r| — oo piu rapidamente di ogni
potenza, o come lo spazio K delle funzioni C*°(R) che si annullano con
tutte le derivate al di fuori di un intervallo I. Tale trasformazione ¢ ben
rappresentata dall’integrale:

Flp) = /R f@)p(x)dz, o€ S (€K),

Quindi c¢’¢ una corrispondenza biunivoca tra il funzionale F' e la funzione
f(z) sotto integrale; se f(x) & “regolare”, allora il funzionale & detto regolare;
altrimenti ¢ detto “singolare”. Funzionali lineari regolari e singolari sono
anche detti “distribuzioni regolari e singolari”.

La funzione ¢(x) € S (€ K) ¢ detta “funzione di prova”. Gli spazi
in questione sono cosl ristretti da non essere normati; ma piu & ristretto
lo spazio delle ¢ e piu ricche sono le proprieta dei funzionali lineari (dis-
tribuzioni) definibili su di esso. Pur non essendo normati, negli spazi di cui
sopra ¢ definita una nozione di convergenza. Ad esempio, Una successione
{¢n} di K converge a una funzione ¢ € K (¢, — ¢), se:

_dion(t)  dRe(t)
A e gk o K

=0,1,..
uniformemente in I. Allora un funzionale lineare su IC € continuo, se

lim |F(¢n) = F(p)| =0

n—oo

quando ¢, — ©.
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i) Mostrare che, se f(t) € L1(R), allora il funzionale f ¢ continuo, stabilendo
la disuguaglianza:

[f(on) = F(@)] = !/Rdtf(t)(%(t) — ()] < max|on(t) — (b)) [|f]]1-

tel

Punto materiale, carica puntiforme, forza impulsiva e delta di
Dirac.

14) Si mostri, attraverso un procedimento di limite opportuno, che la densita
di massa di un punto materiale, la densita di carica di una carica puntiforme
e una forza impulsiva sono manifestazioni diverse della delta di Dirac. Per
fare questo:

i) Si consideri una massa unitaria, distribuita uniformemente su un seg-
mento di lunghezza ¢ = 2/n centrato intorno ad un punto qualsiasi zg; la
corrispondente densita di massa vale:

nose |r—mo| <L

5ol — 10) = { 3 " (33)

0, se |z—xo|>1.

che da in effetti una massa unitaria:
1
o0 n
/ dxdp(z — x9) = /dyén(y) =1.
—00 _l

ii) Si osservi che, mentre il limite puntuale, per n — oo, della successione di
funzioni d,,(x) non ¢ ben definito, in quanto:

, | oo, se x =y,
m On(w = z0) = { 0, se x # xo, (34)

I'integrale di d,(x) (la massa) resta ben definito anche nel limite, contin-
uando a valere 1:

nlL)II(}O dzo,(x) = 1.
iii) Si mostri che:
nlLIEO dzon(x — zo)e(z) = p(x0). (a)
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dove () & una qualunque funzione di Li(R) e continua in zg.
I fisici introducono la “funzione generalizzata”, o “distribuzione”, é(x — xg)
(detta “§” di Dirac) come quell’oggetto matematico definito dall’equazione

precedente:
o0

/ dz6(z — z0)p(x) = @(x0), (b)

— 00

immaginando di passare al limite sotto il segno di integrale nella formula (a)
ed identificando:

nlgngo On(x — x0) = 6(x — x0)

(cosa delicata, dal punto di vista matematico, dato che tale limite non esiste,
come gia notato, in senso stretto). Il fisico con una buona base matematica
sa, comunque, che 'espressione (b) va interpretata nel senso della formula
(a). In questo senso si dice che la successione di funzioni é,(x — xo) € una
rappresentazione della §(x — xg) di Dirac per n — oo.

iv) Mostrare che:

b

xg), a<xg<b;
/dm(x_mo)gp(z):{ g( " x0<2 zo > b. (35)

a

Riepilogando, in modo pit rigoroso, la successione di funzionali

5 () = / (e — z0)p(a)de (36)
R

a) converge debolmente (o sotto integrale, o nel senso delle distribuzioni) al
funzionale d,,, detto “delta di Dirac”, definito dalla sua azione sulla funzione
di prova ¢:

020 () = @(x0);

b) non converge in senso forte (o in norma); basta infatti mostrare che la
successione di funzioni {d, (x — ()} non & di Cauchy. Per ¢ € (C(R), || ||oo),
allora |0, () —dm(z)||1 = 1; per ¢ € (C(R), ||-]|1), allora ||d,, () —0m (z)||cc =
[n —m|/2.

c) la successione di funzioni {d,,(x — x¢)} non converge puntualmente a nes-
suna funzione legittima;
d) Il funzionale d,, ¢ “singolare”, poiché non esiste una funzione f(z) “re-

golare” tale che [ f(z)p(x)dt = ¢(x0).
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15) Limitatezza e non del funzionale ¢ di Dirac Mostrare che il fun-
zionale delta di Dirac 04, 1) & continuo (limitato) per ¢ € (Cla,bl,|| - ||co)-
(La disuguaglianza:

1020 (@) = l(z0)| < [[]]oo-

implica la limitatezza e anche la continuita). ii) Si mostri che d, non &
un funzionale limitato se ¢(x) appartiene a (La[a,b], || -||2), considerando la
successione di funzioni continue

/4,
Son(w) — (E) e—g(ar—a:oh c LQ(R)

T
e mostrando che ||@,(2)||2 = 1, mentre |64, (¢n)| = (n/m)"/4.

16) Rappresentazioni della ¢ di Dirac. Si mostri che, data la funzione
p(x), pari e “regolare” sull’asse reale e tale che

/R p()dz =1,

allora la successione di funzionali
55)(0) = [ np(n(e ~ 20))p(e)da (37)
R

a) converge debolmente (o sotto integrale, o nel senso delle distribuzioni) al
funzionale 9, detto “delta di Dirac”, definito dalla sua azione sulla funzione
di prova ¢:

020 () = p(x0);

b) non converge in senso forte (o in norma); basta infatti mostrare che la
successione {np(nx)} non ¢ di Cauchy. Per ¢ € (C(R),|| - ||s), allora

Ip(n(e — 20)) ~ mp(m(z o) Hl—/\p )= T (M) dy,  39)

che non tende a 0 per n, m sufficientemente grandi; si scelga, ad esempio,
m = n/2 per avere

/‘p **p ‘dy—/‘ **p ‘dy#o (39)

Per ¢ € (C(R),||-|11), allora [[8,(2) — ()]l = O(|n—ml) e, con la stessa
scelta, ([0 (2) — G ()]loc = O(n).
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c¢) La successione {np(nz)} non converge puntualmente a nessuna funzione
legittima.

17) i) Verificare che le seguenti funzioni:

i) H(L = 2[z)); i) e /y/m; i) —pigays iv) S22

godono delle proprieta elencate nell’esercizio precedente. ii) Ottenere le
corrispondenti successioni di funzioni che rappresentano §(z) e graficarle.
iii) Dimostrare che esse sono delle buone rappresentazioni della delta di
Dirac anche senza passare al limite sotto il segno di integrale, scegliendo
opportunamente lo spazio delle funzioni di prova. Per gli esempi i)-iii) si
scelga lo spazio delle funzioni L;(RR) continue in 0; per ’esempio iv) si scelga
una ¢ tale che:
i) 2@ty =¢(@) & assolutamente convergente in ogni intervallo finito
(condizione del Dini); (40)
i1) p(x) = 0, |z| = co. come |p(x)] < 5

|z

18) Trovare i valori dei parametri «, 3, 7 affinche le seguenti successioni di
funzioni siano buone rappresentazioni della §(z).

. an . .. —Bn7|x

Z) m, 7/7/) Oén’ye B ‘ |

19) Ancora sulla 0. Si mostri che, nel senso delle distribuzioni:

i) 6(x) = 0(—=x); ii) §(ax) = L(x), a € R; iid) &' (—x) = —6'(x); v) d(g(x)) =

la]
> e, g(wn) =0, ¢'(@n) #0
20) Si mostri che, nel senso delle distribuzioni:
i) Hz)+ H(—x) = 1; i) zd(x) = 0; dit) g(x)d(z — xo) = g(z0)d(z —
z0); ) §(z? — 1) = $[6(x — 1) + 6(z + 1)]; v) (sinz) = >, cz6(x —
nm); vi) 6(cosx) =, cx0(x — (n+1/2)m)
21) Si mostri che:

1 00 4
1 1
/dm6(2x) COST = o3 /dx5(x2—1)<p(3:) = §g0(1); /d:cé(sinx) cosz = 0;
~1 0 -1
/daxS(sinxez) ST —e™;
x—T
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o0 oo

1 1
/dxé(cos x)e ¥ = 2sinhg; /dwé(sin x)e ¥ = ——
0 1
7d S(sing)e ™ = —
SOSREE = 2tanh 5
0

22) Si mostri che [*_0(y)dy = H(x).

23) Derivata di una distribuzione. Data la distribuzione (regolare o
singolare) D definita dal funzionale lineare

:/ D(z)p(x)dz, ¢ €S,
R

si definisce derivata D’ della distribuzione D il funzionale lineare:

D'(¢) = —D() = - /R D(2)¢ (x)dz

Si verifichi che questa definizione & consistente con la ben nota regola di
integrazione per parti, valida per funzionali regolari.

24) Si mostri che, se D ¢ una distribuzione (regolare o singolare) rappresen-

tata dall’integrale:
~ [ Daplalds, pes,
R
la sua derivata n-sima € definita dalla formula:

D™ (i) = (=) D(™) / D)™ (@

25) Si verifichi che, nel senso delle distribuzioni:

H'(z) =6(x); dH(—=z)/dx = —d(z);

(H(xz)sinz) = H(x)cosz; (H(x)cosx) = H(x)— H(x)sinz,
7(9(2)) = s s

(& — o) = g(x0)d'(x — 20) — ¢'(x0)0 (2 — w0);

() = g(@0)d" (x — x0) — 29'(20)d (x — @0) + ¢" (20)d(x — 0);

2)60 (z — xg) = i (=) () g™ (20)0™F) (2 — 20)

(41)
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26) Data la funzione discontinua

F(z) = { f(@), @ <o, (42)

g(z), x> m,

con f,g € C! nei rispettivi intervalli, avente la discontinuita (il salto) A =
g(zo) — f(zo) nel punto di discontinuita z,
i) riscrivere F'(x) attraverso la funzione gradino H nel seguente modo:

F(z) = f(z)H(x0 — x) + g(z)H (x — x0). (43)
ii) Utilizzare tale espressione e l'esercizio precedente per mostrare che

F'(z) = f(x)H(zo — x) + ¢' () H(x — x0) + Ad(x — x0). (44)

27) i) Mostrare che, se la funzione f(z) & periodica: f(z +2) = f(z) e vale
z nell’intervallo —1 < z < 1, allora:

flla)y=1+2 > - (2n+1)).

ii) Mostrare che ([z]) =", .7 0(x —n), dove [z] ¢ la parte intera di 2 (con,
ad esempio: [1/2] =0, [-1/2] =—1) .

28) Si mostri che:

b
/d:ndi(é(x—xo)) sin(z) = —H (b—x0)H (zo—a) cosxg = —H ((b—x¢)(xo—a)) cos xo;

o0

(H(z)(2% + 1)) = 6(x) + 20H (x); / dx% [H(2) tanh 2] = 1;

[e.e]

/CZB(é(xQ—‘l))ﬂP(x)d = —*90 /5/ 1i6 (4/3(22) - S0,(2)> :

0

29) Altre distribuzioni rilevanti. Stabilire la validita delle seguenti re-
lazioni, nel senso delle distribuzioni.

1 1 1
L +ind(z —ao):  (nja]) =P (2):
- P<x_xo) ind(e—z0)  (lnjal) ()
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it

(lz])" = sign z; lim = F2mid(x)H (Ft).

e—0,t—oo I & 1€

30) ) Mostrare che, data la successione di funzionali { (™}, con f(" () =

I e x)dx, i) la successione {e ™"} converge a 0 puntualmente in

(0, 00), 11) { f )} — 0 debolmente, ma non fortemente nella norma || - ||c.

b) Mostrare che, data la successione di funzionali {f™}, con f("(p) =

Jg tanh nzp(z)dz, i) la successione {tanhnz} converge a sgn x puntual-
mente in R — 0, i) { ™} converge debolmente al funzionale (o~ — f_ooo)da:go(;v),
ma non fortemente ad esso nella norma || - ||oo-

c) Verificare i seguenti limiti, per n — oo, nel senso delle distribuzioni:

2397[’;6 i — 8 (x), ne "l 5 5(x), inR; (45)
e "7l - 0 in RT.

31) Data la successione di funzionali {Fo([n)}, con Fé”)( ) = [ nYe " p(x)d,
studiare, al variare di @ > 0, 1) la convergenza puntuale della successione di
funzioni {n“e~"*}; ii) la convergenza debole della successione di funzionali

{Fé")}, iii) la convergenza forte, nei due casi in cui ¢ € Ly e ¢ € L
R. i) se z # 0: n% ™ — 0, Va; se x # 0, n“e™™ — 1, per a = 0, e
n%e " — oo per a > 0. ii) Fo(tn)(gp) —0per0<a<l, = ¢0) per a =1,
— 00 per a > 1.
32) Data la successione di funzionali {F )} conF = Jp f n) (x)dx,
con fj( )( ) definito in uno dei seguenti modi:

n’ 2.2 n’

TH(1 -2 —e T ——————— j=0,1,2
n ( n\:r\), \/7?6 ) ﬂ_(l_’_ngxg)v .] y Ty S

studiare, al variare di j, i) la convergenza debole della successione di fun-
zionali {F]( } , ii) la convergenza forte, nei due casiin cui p € Ly e p € Lo
Studiare infine la convergenza puntuale della successione di funzioni { fj(n)}

33) Basi ortonormali e rappresentazioni della delta. Si mostri che, se
{e™(2)}$° & una base ortonormale di Ls[a, b], allora la completezza di tale
insieme di funzioni equivale alla condizione che la successione delle somme

parziali
k=1
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converge debolmente alla §(x —y), generando la cosidetta “relazione di com-
pletezza”:

o
lim (k =d(x —
im Z = & (=)
k=1
Si confronti la relazione di completezza con la condizione di ortonormalita:

b

/ e (z)e® (z)dx = 6y, (46)

a

34) Equazioni algebriche e differenziali con distribuzioni. Dimostrare
i seguenti risultati, nel senso delle distribuzioni.

(z—a)y(r) =0 = y(z)=cé(r—a);
(r—a)ylx)=22—-ad®> = y(x ) 0(x —a) + = + a;
zy(r) =1 = y(x)=cd(z)+ (:10) ; (47)

/() =0 = y(z)=cl(z)+d;
zy'(x) =6(x) = y(z)=cHO(zx)+d—d(x);
(xy’(x)) =0 = y(z)=ab(z)+bln|z|

35) Trovare la soluzione dell’equazione di Schrédinger stazionaria con poten-
ziale di tipo delta

~y"(x) + ad(2)y(z) = k?y(z)

36) La delta di Dirac in R™. Il funzionale “delta di Dirac” si definisce in
modo naturale anche in R”, attraverso la

Oz, () = (), (48)

per ogni (z) appartenente, ad esempio, allo spazio di Schwarz: ¢ € S(R™).
Nella notazione piu fisica, allora abbiamo:

f n l —Z ( )d$ - (7 )7
5]1(2' —xp) = o d(z1 — x10)0 (x;) —x90)...0(xy — Tpo)- (49)

37) Determinare la soluzione G(z — y) dell’equazione differenziale
AGz—y)=6(z—y), zcR", n=123, (50)

dove A ¢ 'operatore Laplaciano. Come si vedra piu avanti, la funzione G(z)
prende il nome di funzione di Green del Laplaciano.
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1.7 Serie di Fourier

1) La completezza della base discreta di Fourier Ricordando che la succes-
sione di funzioni {e,(x)} ortonormali in Ls|a, b]:

costituisce un sistema completo (una base) in La[a, b] se e solo se:

Zen(y)en(x) = 5(35 - y)a T,y € [a? b]a

n

inx
e

si mostri che le funzioni {ﬁ}ne z costituiscono un sistema ortonormale e
completo (una base ortonormale) di Lo(—,7); cioe si verifichi che:

K

f g—ﬁel(”_m)x = Opm, ortonormalita

—T

00 L
> em;r 2 d(z — y), completezza.
— 00

Suggerimento: si mostri che

N o A A ] _ i@N+1)z
Zemm _ e—sz(l 4o+ 622Nx) _ e—zNa: _
—-N

1— el
. 1 .
sV )y ) D),y L
SIn 5 T SIH(ZC/2) 2

e si ricordi che 0, (z) = sin(vz)/(mx) rappresenta 6(x), nel limite v — oo.

2) i) Nello spazio euclideo Lo[—7, 7], dotato di prodotto scalare (z,y) =
I x(t)y(t)dt, si consideri il sottospazio finito-dimensionale M generato dai
polinomi trigonometrici di ordine n:

{1, cost,sint,cos2t,sin2t, ..., cosnt,sinnt} (dimM = 2n + 1). i) Si mostri

che la corrispondente base ortonormale é:
1 cost sint cos2t sin?2t cosnt sinnt
Var VR VR VR VR R R

ii) Si mostri che la proiezione ortogonale f,(t) di una generica funzione di
Lo[—7, 7] sul sottospazio M generato dai polinomi trigonometrici di ordine

{ 12
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n & proprio la serie di Fourier troncata all’ordine n:

fa(t) = \?20? + f <Z ay, cos kt +kz_:1 by smk;t)

2w 2w
1 1 1 .
ap = —= [ dtf(t)dt, ap = == f dtcosktf(t)dt, by = —= [ dtsinktf(t)dt
V2T 0 NS 0 Nz 0
(51)
La serie di Fourier troncata ¢ quindi il polinomio trigonometrico piu vicino,

nella norma || - ||2, alla funzione continua da rappresentare.
iii) Volendo usare invece la base ortonormale degli esponenziali:

(7). @

mostrare che si ottiene:

3) Swiluppo in serie di Fourier
1) Si usi il risultato precedente per mostrare che un funzione f(x) € Lo(—m, )
¢ sviluppabile in serie di Fourier:

flz)=>_ fnem® = > %einx

nez nez
=co+ Y {snsin(nz) + ¢, cos(nx)} (54)
n=1
= \;% + ﬁ n;l{bn sin(nx) + a, cos(nz)},
f gxe—znacf f \/ﬂ —ma:f )
CO:%ffl'd;E’ Cn:%fcosnaj)f(:v) —%fsm x)dz,
apg = = ff(x)da: Cn = —= ]T cos(nz) f(z)dx, s, = —= } sin(nz) f(x)dx
0= Var ’ NG o

(55)
dove gli {fn}, n€Z ei{an,by} n € Nsono i coefficienti di Fourier di f(x)
,con cg = ag/V2m, ¢y = an/\/T, Sp = bn/\T, fn=gn/V2m.

ii) Si verifichi I’equivalenza tra lo sviluppo in esponenziali e quello in seni e
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coseni, trovando le seguenti relazioni tra i coefficienti c¢g, ¢, s, € 1 coefficienti
fn:
Co = f07 Cp = fn + f—n7 Sp = Z(fn - f—n)

Quando converra usare 1'uno o ’altro sviluppo?

4) Proprieta di convergenza della serie di Fourier. Dimostrare che la serie
di Fourier gode delle seguenti proprieta di convergenza.
i) La serie di Fourier converge in norma || - ||2 a f(z) € Lo[—m, 7|; cioe:

1f(x) = M (2)]]2 = 0, n— oo,
fO ()= 3 fre'™, fie=J dzo—ikz f(z),

k=—n

(56)

ii) Essa converge puntualmente a f(z):
Jim [ fo(2) = f(2)] =0

in ogni punto x € (—m, ) in cui f(z) & continua e soddisfa alla condizione
del Dini (P’assoluta convergenza del rapporto incrementale

nell’intorno y € (—4,d) di quel punto). Converge infine uniformemente a
f(x)
Tim 1) (@) = (@)l = 0

in ogni punto z € (—m,7) in cui f(z) ¢ continua e la condizione del Dini &
soddisfatta uniformemente.
iii) Se f(x) ¢ discontinua in ¢ € [—m, 7], ma esistono i limiti destro e sinistro:

J+(x0) = El_i)r& flxzo £e)

e la condizione del Dini e soddisfatta per i rapporti incrementali destro e
sinistro, allora

fe(wo) + f-(20)

i (n) —
g, 7 @) )
In particolare, se f non & periodica: f(m) # f(—n), allora

lim f(n)(zl:ﬂ) _ f—(ﬂ-) + f+(_ﬂ-)'

n—0o0 2
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5) Altre proprieta della serie di Fourier.

i) Mostrare che, nell’intorno di una discontinuita del tipo descritto in iii) si
verifica il cosidetto “fenomeno di Gibbs”. Cioe la somma parziale f,(x), per
n >> 1, oscilla molto rapidamente, a destra e a sinistra della discontinuita,
in una regione dell’ordine di O(n~1); il massimo di tale oscillazione si verifica
per x5, ~ zo£7/n e la differenza | f,(v3,) — fi(20)| ~ 0.09| f4 (20) — f—(20)]
resta finita per n — oo. Dopo aver disegnato questo massimo, il grafico di
fn(x) si raccorda con continuita, assumendo in xq il valor medio del limite
destro e sinistro (come gia visto in iii)).

ii) Dimostrare che, se la funzione f(x), periodica di periodo 27, ha derivate
continue fino all’ordine (k — 1) anch’esse periodiche, e la derivata k-esima
appartiene a Li[—m,x], allora i coefficienti ¢, s, della corrispondente serie
di Fourier vanno a zero, per n — oo, pilt rapidamente di n~*:

el 1snl = o(n7F), n>>1

Dedurre che le derivate fU)(z),j = 1,..,k della funzione f(x) ammettono
la rappresentazione in serie di Fourier ottenuta scambiando gli operatori di
derivazione con la somma della serie.

6) Formule di Parseval Dimostrare le seguenti formule:

Jdef@g@) =27 5 Fagn = 5 Fud

nez nez
oo
= 2mépcy + T le{éncﬁI + Spsh} (58)

o) —
= apag + le{ana;l + b0}

dove fp, gn, n € Z sono i coefficienti di Fourier di f(z), g(z) nello sviluppo
in esponenziali e {¢,, s, }, {c},, s),} sono i coefficienti di Fourier di f(x), g(x)
rispettivamente nello sviluppo in seni e coseni (vedere I’esercizio 3). Dedurre,
in particolare, che:

J dalf(x)]* = 27 ZZ [ful? = 2m]eol” + W;{!Cﬁ +[snl*}:

J) > (59)
17118 = 2nl1£al13 = 11 Fal 3

7) Teorema di convoluzione Dimostrare che il prodotto di convoluzione R(x)
di due funzioni G(x) e I(x):

™

R(z) = / i’ G — )1 ()

—Tr
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equivale alla semplice moltiplicazione dei corrispondenti coefficienti di Fourier:

R, =27G,I,, (Rn =G,

8) a) Sviluppare le seguenti funzioni f(x):
viit) (H(x) — H(—x))cosx; ix) cosh(x/m); x)

delle funzioni e delle somme delle corrispondenti serie su tutto R.

I,)

gn(x)—x
2
in serie di Fourier nell’intervallo [—7, 7| ed utilizzare (quando possibile) le

relative formule di Parseval (o dei limiti notevoli dello sviluppo) per ottenere
le somme di opportune serie numeriche. b) Disegnare e confrontare i grafici

TSign

2 did) |z|; dv) sign x; v) 8(x); vi) H(z); vii) ey H(—

x)+coH(z);

c¢) Trovate

le serie, vedere se sono o non sono uniformemente convergenti in [—m, 7|, e
mettere in relazione questa proprieta con le proprieta della funzione f(z).

00 ] < 00 (=)n
i) x =2 E smnx, Parseval : Y o =T, Yoig =7 (=17)
n=1 n=1 0
P 2 _ x? o o 1 4 o (=)" 2
i) x° = T + 4 Z Pars : Zl “1 = 9o 21 =1 (x=0),
n=1 n= n=
T S 2n+1 2 T
i) Jol=§-3 % i“?%(ninﬂ Parseval: 32 gy = §(3)",
. in 2 +1)x e 2
iv) sign x = é Z s (an+1 )2)  parseval : nz() (2n<1H)2 =,
v) O(z) =5 +2 Z cos nx,
. in(2 +1 = 2 X (o)
vi) H(z)=14+2 z S Parsi 3 gibm =%, Y g = (0=
oo .
vid) e1H(~a) + eH(a) = a2 — Hezee) 57 mEnile,
X g P(2p+1)
viit) (H(xz) — H(—xz))cosx = kz;l =Rz Sin 2k, Z 1 2p+1)2 T = SWW (x =

iz) coshZ = Y (Sel) ine, >+ o= (

GZ
x) wszgn(z —x z smn:r: §1 sinnmc _ % (w _
n—=

9) a) Sviluppare le seguenti funzioni f(x):

3
Il
—

i) €% ii) 2; iii) H(x); v) sinar, a € R; v) cosaz, a € R, vi) z2H ()
in serie di Fourier nell’intervallo [—m, 7| ed utilizzare (quando possibile) le
relative formule di Parseval (o dei limiti notevoli dello sviluppo) per ottenere
le somme di opportune serie numeriche. 2) Disegnare e confrontare i grafici
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delle funzioni e delle somme delle corrispondenti serie su tutto R. ¢) Trovate
le serie, vedere se sono o non sono uniformemente convergenti in [—m, 7], e
mettere in relazione questa proprieta con le proprieta della funzione f(z).

0o

. ax __ sinh( ‘171') mx . 1 _ 1 s 1

Z) e = Z a—in® Pars. : Z n2+a2 T 2a (tanh(aﬂ') a> ’
nez n=1

> N = 2 <sinh7Ea7r) - le) (z = 0);

)" S

iii) aH(z) =5 -2 % % Z ( " sinna,
=1

5 -
Parseval:izzzL_f_lzm;
=1

sinnr, o€ R,

3
Q
3

cosnxr, « € R,

a—
n
oo n S n
vi) 2?H(z) =% +2 3 (_7? cosnx +m Y, #sinnm—
n=1 n=1
o0
4 sin(2n+1)z
T Z (2n+1)3

(61)
10) Sfruttando i risultati dell’esercizio 8, graficare le serie di Fourier troncate

delle funzioni fi(z) = “Szgnx TRE"E - fo(z) = =, f3(x) = 2 nell’intervallo
[—7, 7], confrontando tali graﬁ01 con quelli delle tre funzioni. Si ottiene, ad
esempio:
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Grafici di fi(x) e della serie di Fourier troncata con 80 termini.

\ St

Grafici di fa(x) e della serie di Fourier troncata con 50 termini.
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10

1 1 2 3

Grafici di f3(x) e della serie di Fourier troncata con 10 termini.

Perche, nel caso della funzione f3(x) = 2, bastano pochi termini della serie
per ottenere un’ottima approssimazione?

11) Calcolare f(z) e (||f|]2)? = [ dz|f(x)|?, dalla conoscenza dei coefficienti

Fourier dello sviluppo in esponenziali: i) f, = e ®", o > 0; i) f, =
a~I"l, a > 1, verificando che:

, sinh 9 2w
) f(z) = cosha — cosz’ (17112)" = tanh o’
2 2
g = 2
) J@) = (1) = 2m

12) Due funzioni f(x) e g(x) sono definite dai seguenti sviluppi in serie di
Fourier

00 1 X \n
f(z) = E ——sinnz, g(z)= E (br)b cosnz, a,b>1 (62)
na
n=1 n=1

in [—m,7|. i) Mostrare che la convergenza delle due serie ¢ uniforme in

[—7, 7. ii) Verificare che
dg\ =
() =7 (63)
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13) Verificare che la trasformazione

x—1 = 27 x—a+b
b—ua 2

trasforma Uintervallo [a,b] nell'intervallo [—7, 7] ed utilizzare tale risultato
per mostrare che lo sviluppo in serie di Fourier nell’intervallo [a,b] di una
funzione f(x) regolare in [a,b] & dato da:

- inx 25 . . 2 27
f(z) = Z fne—a = ¢ —i—;{snsm (b — anx) + ¢, cos (b — anx)},

n=—oo

b

b
1 ; 2n 2 2
fn = b_a/el’f—anwf(.f)dl', Sp = m sin (b T

—a

) Fo

a a

b b
1 2 27
= /f(:r)d:z:, Cn =3 — [ cos <b — anz) f(x)dx.

14) Sviluppare le funzioni dell’esercizio 6 in serie di Fourier nell’intervallo
(0,L).

15) i) Mostrare che le successioni di funzioni {cos(nz7)}5° e {sin(nz7)}§°
costituiscono basi ortonormali e complete nell'intervallo [0, L.

ii) Verificare che gli sviluppi di una funzione f(z), regolare in [0, L], in tali
basi sono dati da:

L
- 2
flx) = ZA" sin(n:p%), A, = 7 /sin(nm)f(m)dx, serie del seno,
0

L
By «— 2
f(z) = 704‘2 B, cos(nx%), B, = 7 /cos(an)f(:z)dw, serie del coseno.
0

n=1

iii) Usando il risultato dell’esercizio 7, si mostri che lo sviluppo in serie di
Fourier di f(z) nell'intervallo (0, L) ¢ dato da:

flx)=co+ Z{sn sin <217jnx> + ¢y, cos <2I7jm:) 1,

n=1

42



L L L
co = i/f(x)d:ﬂ, Cp = Z/COS (Q;jnl') f(l’)d$, Sn = E/Sin <2I7/Tnx) f(x)dm
0 0 0

e lo si confronti con gli sviluppi nelle serie del seno e del coseno per z € R
(disegnare i grafici delle somme dei tre sviluppi). Quando converra usare
uno sviluppo piuttosto che un’altro?

16) Costruire gli sviluppi nelle serie seno e coseno delle funzioni degli esercizi
7-8) nell’intervallo [0, L] e confrontarli con lo sviluppo in serie di Taylor nello
stesso intervallo (si veda 1’esercizio 8), disegnando i grafici dei tre sviluppi
per z € R. Quando converra usare uno sviluppo piuttosto che un’altro?

1.8 La trasformata di Fourier

1) La base continua di Fourier Mostrare che le funzioni {e™** /\/27, k € R}

costituiscono una base ortonormale di La(R); vale a dire, si verifichi che:
[e.e]

/ %ei(k_k/)r = d(k — k'), ortonormalita
—0oQ
o0

f %eik(x_y) = §(z — y), completezza.

—00

Suggerimento: Si osservi che:

sin(nx) [ dk gika

T 27
—n

e si ricordi che (58”) (z) = sin(nzx)/(mx) rappresenta d(x), per n — oo.

2) La trasformata di Fourier. i) Dedurre che una qualunque funzione f(z) €
Ly(—00,00) & sviluppabile nella base {¢**/y/271, k € R} (ammette cioe la
rap-

presentazione integrale di Fourier):

fo) = [ Srefn = [ Setf),

—0o0 —00
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dove il coefficiente f (k) dello sviluppo e detto “trasformata di Fourier” di
f(@) e [y(dk/v2m)exp(ika) f(k) & detta “anti-trasformata di Fourier”. ii)
Mostrare che, se f € L;(R), la trasformata f(k) & continua, uniformemente
limitata, e f(k) — 0 per k — +oo.

3) La trasformata di Fourier dalla serie di Fourier attraverso un
procedimento di limite. Mostrare che la trasformata di Fourier di una
funzione f € Lo(R) ¢ ottenibile dalla serie di Fourier di una funzione
f € Ls|a,b] nel limite a — —oo, b — o0, attraverso un’opportuno limite
continuo, i) osservando che, in tale limite, la successione {k; }nen

27

ky =
b—an

si infittisce su tutto l'asse reale, tendendo alla variabile continua k (infatti
Aky = kpy1 — kn = I)Q_—Wa =2tA, A = ﬁ); ii) introducendo la notazione

fn= Af(k:n), si ottiene:

F@) = A X fll)eltor = 5 4 fll)ettnr o | dheih fr),
neN neN —00 (64)

. b , ) o0 4
Flbn) = [ doe= 0 f(2) = f(k) = [ dae e (a).

iii) Mostrare che, in questo limite, la relazione di Parseval diventa:

(N == [ dals@P = [ 17w

4) Proprieta di convergenza puntuale ed uniforme della trasformata di Fourier.
Dimostrare che I'anti-trasformata di Fourier gode delle seguenti proprieta di
convergenza.

i) Converge in norma || - ||2 a f(z) € L2(R); cioe:

1F(x) = fu(@)ll2 = 0, n — o0,

fn(af) — %ezkmf(k) _ %eikm fR dx/eik(zfx’)f(x/),

—n —n

(65)

ii) Essa converge puntualmente a f(z) € Li(R):

Jim [ fo(2) = f(2)] =0
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in ogni punto = € R in cui f(x) & continua e soddisfa alla condizione di Dini
(I’assoluta convergenza del rapporto incrementale

fly+z)— f(z)
y

nell’intorno y € (—4,d) di quel punto). Converge infine uniformemente a

e

(66)

lim ||fn — fllec =0
n—oo

se f(x) e continua in [—m, 7] e la condizione di Dini & soddisfatta uniforme-
mente.
iii) Se f(x) ¢ discontinua in ¢ € [—m, 7], ma esistono i limiti destro e sinistro:

fe(wo) = lim f(zo+e)

e la condizione del Dini ¢ soddisfatta per i rapporti incrementali destro e
sinistro, allora
f+ (o) + f=(20)

5 i

A fu(20) =
5) Esempi significativi di trasformate e antitrasformate di Fourier
e
folz) = (1 + 271 fa(x) = d(z — x0), falz) = O(x — x0), f52(33) =

O(L — [x]);  fo(t) = 0(tF — ) sinwot;  fr(z) = 1; fy(x) = O(L? — a?)e’or
sono, rispettivamente:

filk) = e 2O k) =me i fy(k) = ey

5 e~ tkwo A sin kL
fa(k) = m7 f5(k) =2 o
folw) = —z’(sm(joo_g)t“ - Sm(:)“:j)to), Jo(k) = 278(k)
A - sin(k: - k:o)L
fs(k) = QW

verificando che tanto maggiore ¢ la localizzazione della funzione quanto mi-

nore ¢ quella della sua trasformata di Fourier. ii) Calcolare, infine, I’antitrasformata
di Fourier delle funzioni fj(k:), riottenendo le funzioni f;(z) dalle quali era-

vate partiti. iii) Ottenere le seguenti rappresentazioni di Fourier della delta

di Dirac e della funzione H(z — xo) di Heaviside:

) ik(xz—x0)
5(1, o -TO) _ / %ezk(m—xo)’ H(CC _ -750) — / ﬁei

2wtk — e
R R
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6) Mostrare che: f(z) =2" = f(k) = 2" (k).

7) Si e gia dimostrato che Lsfa,b] C Lifa,b]. Se, invece, I'intervallo [a, b]
¢ infinito, allora I'inclusione non & piu vera e c’¢ indipendenza tra Lq(R

e Ly(R). Costruire funzioni che appartengono a Ly(R) ma non a L1(R), e
funzioni che appartengono a L;(R) ma non a Ly(R).

R. Ad esempio, sia f(z) = |z|~%(2® + 1)~7; allora: i) se a = 3/2,8 = 1/8,
f ¢ LY(R), L2(R); ii) se a = 1/4,8 = 1, f € LY(R) N L}(R); iii) se a =
2/3,8=1, f € L"R),¢ L2(R); se iv) a = 0,8 = 1/3, f ¢ L'(R),inL2(R).

8) Proprieta della trasformata di Fourier i) Mostrare che, se f €
L1(R), allora la trasformata di Fourier f(k) & uniformemente limitata (cio¢ &
maggiorata da una costante finita indipendente da k) e f (k) — 0, k — +o0.
ii) Mostrare che, se la successione di funzioni { (™ (z)} C Li(R) converge in
norma || - [|1 a f € L1(R), allora la successione delle trasformate di Fourier
{f™(2)} converge uniformemente a f(k). iii) Mostrare che, se f € L;(R),
allora la trasformata di Fourier f(k) & continua in R.

R.1) |f (k)| < |Ifll1. f(k) = 0, |k| = oo per il lemma di Riemann-Lebesque.
iii) Se f & una funzione a gradini, f & continua. Poiche le funzioni a gradini
sono dense in L (R), esiste successmne di funzioni a gradini tale che || ("

flli = 0, e quindi, usando ii), |[f™ — f|lcc — 0, da cui segue che f &
continua.

9) E noto che, se f(z) € Li(R), la sua trasformata di Fourier f(k) (che gode
delle proprieta elencate nell’esercizio precedente) non appartiene necessari-
amente a tale spazio. Mostrarlo nei seguenti due esempi: i) la funzione
fi(x) = H(1 — |x|) che da luogo alla fi(k) = 2(sink)/k; ii) la funzione
fa(z) = |z|723e=*" | che da luogo alla fo(k) ~ |k|~1/2, |k| ~ co. Se, invece,
f(z) € Ly(R), e f(k ) esiste, allora f(k) € Ly(R); mostrarlo per le funzioni
fi(x) e f3(z) = |z|7/3¢7*", che da luogo alla f3(k) ~ |k|=%/3, |k| ~ cc.

10) Teorema (semplificato) di Plancherel. Se Se f appartiene a L1(R) e,
in questa versione semplificata, anche a La(R), allora f € Ly(R) e vale la
relazione di Plancherel:

[atror= [ Eigwp - [ i

e la sua generalizzazione

oo o0 o0

[ wh@n@ = [ SE0A® = [ dh®hAE

—0o0 —0o0 —00
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R. Partire da (fo, f1) = [([e*fi(k)dk)fo(z)dz e scambiare ordine di
R R

integrazione (teorema di Fubini); quindi porre f; = fo = f.

11) Significato fisico della trasformata di Fourier Se la funzione f(t) € La(R)

rappresenta un segnale (luminoso, acustico, ..) tale che [ dt|f ®))? =1, si

osservi, usando la definizione di trasformata di Fourier:

£ = [ Greifw). fw)= [ aesa

e la formula di Parseval, che |f(t)|?dt & la probabilita che il segnale arrivi
nell’intervallo (t,t + dt) (e quindi la [}, dt|f(t)|* = 1 indica che il segnale
& arrivato, prima o poi) e |f(w)[2dw/(27) = |f(w)|2dv & la probabilita che
il segnale contenga frequenze nell’intervallo (v,v + dv). Se, invece, f(z) &
la funzione d’onda in meccanica quantistica di una particella localizzata,
allora | f(z)|?dx & la probabilita di trovare la particella nell’intervallo (z, x +
dz) e |f(k)[2dk/(27) & la probabilita che la particella abbia numero d’onda
nell'intervallo (k, k + dk).

12) Proprieta della trasformata di Fourier Si verifichi le seguenti proprieta
della trasformata di Fourier:

traslazione: gz) = flz+a) <  Gk)=e*f(k)

glx) = f(x) & §lk) = f(k—a)
derivazione:  g(z) = f™M(z) <  g(k) = (ik)"f(k)

integrazione: g(x) = / dyf(y) <  g(k) = (ik)" f(k)

Pilt precisamente, nel caso della derivazione, si dimostri che, se g(xz) =

fM(z), con f)(z) € Li(R), 0 < s < n, allora §(k) = (ik)"f(k), e quindi
f(k) = 0 per k — +oo pit rapidamente di 1/|k|”. Quindi: pit derivate
ha f(z) in Li(R) (pit regolare & f(x)) e pit rapidamente decresce f(k)
all’'co. Data la symmetria tra trasformata e anti-trasformata, si ha anche
che: pit rapidamente decresce f(x) all’>o e pit derivate ha f(k) in Ly(R)
(pit regolare ¢ f(k)). Ne deriva che, se f(z) € S(R), anche f(k) € S(R).
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13) Teorema di convoluzione Si mostri che, definito il prodotto di con-
voluzione R(x) di due funzioni G(z), I(x) € Li(R):

(e o]

R(z) = / de'G(x — 2')I(2)

—00

(spesso indicato con R = G = I), i) R(z) € L1(R); ii) la trasformata di
Fourier del prodotto di convoluzione R ¢ il prodotto delle trasformate di
Fourier di I e G:

R(k) = G(k)I (k)

14) Si usi il teorema di convoluzione per calcolare il prodotto di convoluzione
R(z) delle funzioni G(z) e I(z), conoscendone le trasformate di Fourier G (k)
e I(k), nei seguenti casi:

i) G(k) = (ik —2)7Y, I(k) = (ik+ 1)7Y i) Gk) = (ik — 1)~ I(k) =
e~k o e Ry i) G(k) = (kK2+1)7Y I(k)=e ™" z5eR

R. i) —[H(x)e ™™ + H(—x)e*%]/3; i) — H(xg—x)e* %0; iii) e~ 1*=%ol /2

15) Equazioni differenziali con la trasformata di Fourier. Trovare
la soluzione generale dell’equazione differenziale del second’ordine non omo-
genea u”(t) + wiu(t) = t", n = 0,1,2,3 col metodo della trasformata di
Fourier, attraverso i seguenti passi.

i) Verificare che la trasformata di Fourier 4(w) di u(t) soddisfa all’equazione
algebrica non omogenea

(—w? + wp)i(w) = 8" (w),

dove 6™ & la derivata n-esima della delta di Dirac.
ii) Mostrare che la soluzione generale di tale equazione algebrica, nel senso
delle distribuzioni, é:

7 6 (w
i(w) = — 2_ nii(l + cd(w — wp) + do(w + wp).
(=)™ w? — wg

iii) Determinare u(t) attraverso l'anti-trasformata di Fourier di u(w) per
n=0,1,2,3.

1.9 Trasformata di Laplace e soluzione di equazioni lineari
alle derivate parziali
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1) Dalla trasformata di Fourier a quella di Laplace. Usare i risultati re-
lativi alla Trasformata di Fourier per mostrare che, se f(x) e tale che: i)
f(z) € L} [0,00), ii)|f(x)] <ce?®, ¢,y >0, x> M,iii) f(z) =0, z <0,
allora:

a) esistono la trasformata ¢(p) e lanti-trasformata di Laplace di f(x), defi-
nite cosl:

o(p) = :f f(@)e Pz = L(f), Rep>n,

f@) = o)y = £1(6), v > 4

V—100

b) vale il teorema di convoluzione L(f x g) = L(f)L(g), dove
fr9(e) = [ fa gty (65)
0

c) la trasformata di Laplace ¢(p) ¢ definita e analitica per Re p >+, e che
quindi l'integrale che definisce I’anti-trasformata non & ambiguo.

2) Si faccia uso del teorema dei residui su un opportuno contorno per cal-
colare le anti-trasformate di Laplace di i) ¢(p) = (1 + p?)7 L, ii) ¢(p) =
(p—a)7!, a € R, i) ¢(p) = p(1+p*)7", iv) d(p) = (p* —1)(p* + 1)1 v)
o(p) =p(p* +1)7" .

R. i) f(z) = sinz, ii) f(z) = %, iii) f(z) = cosz, ix) f(x) = xcosz, v)
f(z) = gsinx

3) Si faccia uso della trasformata di Laplace per risolvere i seguenti problemi
al valore iniziale per equazioni differenziali ordinarie:

2" 4+ 32 +2r =¢', 2(0)=0, 2/(0)=1,
2" +x=H(t)—2H(t—-1)+ H(t—2), z(0)=2'(0)=0.

Ri) z(t) = €' /6 — 2e72 /3 + e71/2,
i) (t) = (1—cost)H(t) —2(1—cos(t—1))H(t— 1)+ (1 —cos(t—2))H(t —2)

4) Si faccia uso della trasformata di Laplace per risolvere i seguenti problemi
di Cauchy per equazioni differenziali ordinarie:

Ty =231 — 4w, xh =121 — 239, 21(0) =1, 22(0) =1,
2’ +x =cost, z(0)=2'(0)=0
Rii)ozp=1-2t, zo=1—t;ii) x=

i .
5 sint
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1.10 Problemi al contorno per equazioni alle derivate parziali
con la serie e trasformata di Fourier

1) Si consideri il seguente problema di Cauchy (al valore iniziale sulla retta):

[0/0t + iw(—id/0z)|u(z,t) =0, = €R,

u(z,0) = up(z), wu(x,t) € La(R) rispetto a x. (69)

dove w(—i0d/0x) & un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti e
up(x) ¢ la condizione iniziale assegnata. Tale problema si risolve convenien-
temento con 1'uso della trasformata di Fourier nel seguente modo.

i) Si mostri che la trasformata di Fourier a(k,t) = [, dve™"**u(xz,t) della
soluzione risolve il problema al valore iniziale per ’equazione differenziale
ordinaria:

(d/dt + iw(k)]a(k, £) = 0, a(k,0) = /R dwe=% 0 (),

chiaramente pit semplice di quello di partenza, che ha la soluzione esplicita
a(k,t) = a(k,0)e"®! Quindi il problema di Cauchy ammette la seguente
soluzione (esplicita a meno del calcolo di integrali di Fourier):

u(x,t):/ TSka_ZW(k)tﬂ(k',O)
R £T

u(k,0) = / dze” ke (z)
R
ii) Si mostri che tale soluzione puo anche essere scritta nella forma:

u(zx,t) = / dr'K(z — 2’ t)up(z),  K(x,t):= / —— gikr—iw(k)t

R R 2
dove K(x,t) & una soluzione particolare dell’equazione, detta soluzione fon-
damentale, che nasce dalla condizione iniziale ug(z) = d(x).

iii) Calcolare K (z,t) nei due casi dell’equazione del calore u; — uzg = 0 (che
descrive fenomeni di diffusione) e dell’equazione di Schrédinger i 4z, = 0
(per una particella libera), mostrando che:

(M)

K(x,t) = e_%t, equ. del calore,
( ) 2@1 q (70)
K(x,t) = ¢ %Z, equ. di Schrodinger
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2) Usare i risultati dell’esercizio precedente per risolvere il problema di
Cauchy per ’equazione del calore e per I’equazione di Schrédinger tus 4y, =
0, mostrando che,

i) se u(z,0) = ugd(x — xo), allora:

r—x 2
(z,%) — del cal
u(x,t) = ug equ. del calore
Y 2 /Trt Y q
=) x
€ t 4 . e
u(z,t) = uo equ. di Schrédinger

2/t ’

ii) se u(z,0) = uge™(3)° allora:

UOA __a?
u(x,t) = ———=e A%+t equ. del calore
(1) VA2 + 4t b

A __a?
(AQj—Oﬁlit)l/Qe A2, —1 < arg (A?+4it) < 7, equ. di Schrodinger.

iii) se u(x,0) = upb(x — x0), allora:

u(z,t) =

T — X0

2Vt

u(m,t)—l[l—i—Erf(

5 ﬂ ,equ. del calore

dove Erf(x) & la “funzione errore”:

Erf(z) = \j% / eV dy

3) Data una corda vibrante (descritta dall’equazione uy — vuz, = 0) di
lunghezza L, bloccata agli estremi, e con condizioni iniziali: u(z,0) = f(x)
e ut(x,0) = g(z) assegnate,

i) determinare la soluzione u(x,t) in questo caso generale, e nei due casi
particolari ii) e iii) in cui, rispettivamente, la corda viene “pizzicata”, come
nel caso della chitarra (u¢(x,0) = g(z) = 0), e “martellata”, come nel caso
del pianoforte (u(z,0) = f(z) = 0).

Risp. i)



ii) corda pizzicata: u(x,t) = Z a, cos(PTt) sin(Ex), ay, = 2 [ f(z)sin(%Ex)dx

O =~

iii) corda martellata: u(z,t) = Z B sin(22t) sin(22z), B, = -2

nmwv
n=1

SEN

g(z) sin("Fx)dx

4) Il caso di corda pizzicata ¢ spesso schematizzato dalla condizione iniziale

ah T
1—= 1. (72
L (1-7), a1 (72)

u(z, 0) = H(x)Q(L/a—x)%x—i—@(ac—L/a)@(L—x)

Mostrare allora che
2a2%h nmw

ap = ——————=sin—. 73
" (a—1)n27? a (73)
Deduciamo quindi che a) ’ampiezza dei modi decade come n~2; quindi le
uniche armoniche udibili sono quella fondamentale e poche altre. Inoltre b)
il seno si annulla se n ¢ multiplo di a: (n = ma). Se, ad esempio, a = 2 (la
corda e pizzicata al centro), sono eliminate tutte le armoniche pari.

5) Il caso di corda martellata ¢ spesso schematizzato dalla condizione iniziale
u(z,0) = Ad(z — o). (74)

Mostrare allora che 04
nmw
L, = —— sin(—xg). 75
b= 22 sin("y) (75)

Dedurre che 3, decade come n~!, pill lentamente del caso di corda pizzi-
cata; quindi il suono contiene piti armoniche alte (& un suono piu duro del
precedente).

6) Si consideri una sbarra metallica di lunghezza L mantenuta alle temper-
ature costanti 71 e T agli estremi x = 0 e x = L rispettivamente. Se la
temperatura iniziale & u(x,0) = ug(z), 0 < x < L, si determini la temper-
atura u(z,t) della sbarra al variare del tempo (si usi 'equazione del calore:
U — APy, = 0) e si valuti tale temperatura per ¢ >> 1 (suggerimento:
risolvere prima il caso 71 = T5 = 0 e poi quello generale).

nwa)Q

Risp. u(z,t) = Z cne” Fsin(“Tx) + %:p + T,
en =2 [lug(z) — %x — 1] sin("Fz)dz
0
7) Si consideri una sbarra metallica di lunghezza L soggetta ai flussi di calore

Uz (0,t) = ¢1 e uzp(L,t) = ¢ costanti ai bordi z = 0 e x = L rispettivamente.
Si determini la temperatura u(x,t) sapendo che u(z,0) = ug(z).
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8) Si consideri una superficie metallica di forma rettangolare (lati a e b)
il cui bordo ¢ mantenuto alla temperatura costante Tp. Si determini la
temperatura u(z,y,t), 0 < z < a, 0 < y < b della superficie metallica al
variare del tempo (usando I'equazione del calore us — a?(uzy + uyy) = 0), se
la temperatura iniziale ¢ descritta dalla funzione u(z,y,0) = uo(x,y).

9) Si consideri ’equazione di Schrédinger non stationaria i1+, —V () =
Ocon V(z) =0, 0< 2z < L; V() =00, x <0, z > L. Si determini
I'evoluzione della funzione d’onda (x,t) soggetta alla condizione iniziale
P(x,0) = 1o(z) assegnata

nm

Risp. ¢(z,t) = 21 cpe L)t sin("2x), ¢, = % [ 1ho(z)sin(ZEx)dz

C =t~

1.11 Esercizi vari

i) Dare la definizione di dipendenza lineare di elementi di uno spazio vetto-
riale astratto e determinare per quale valore del parametro « i tre polinomi
di secondo grado {a — 2z, z(1 —z), 1+ 2%} sono dipendenti.

ii) Mostrare che {1, z, #?} & una base nello spazio dei polinomi di secondo
grado nell’intervallo [—1, 1] e ortogonalizzarla.

R.a=-2

Dimostrare che: 1) se A & un operatore autoaggiunto, i) i suoi autovalori
sono reali; ii) ad autovalori diversi corrispondono autovettori ortogonali. 2)
Se U & un operatore unitario, i) i suoi autovalori hanno modulo 1; ii) ad
autovalori diversi corrispondono autovettori ortogonali.

i) Sviluppare la funzione f(x) = e” in serie di Fourier nell'intervallo [—, 7].
ii) Disegnare e confrontare i grafici di f(z) e della somma della serie su tutto

'asse reale. iii) Utilizzare la relazione di Parseval per trovare il valore della
o0
somma S = ) n%ﬂ
n=1

Determinare per quali valori di @ € R la seguente funzione f appartiene
a L1]0,00) e L]0, 00).

1
0z —a+ |z + 20

R. L1]0,00) : a>1/2; L3]0,00): 0 << 1/3

fz) =
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i) Calcolare
2

I= /5(008773:)(:1:2 + 1) tdz.
2

ii) Mostrare che, nel senso delle distribuzioni

9(x)d'(z) = g(0)"(x) — ¢'(0)d(=). (76)

_ 96
R. =25

i) Determinare sotto quale condizione sui numeri complessi a e b la matrice

a b
U= 7
é unitaria e, sotto questa condizione, ii) calcolarne autovalori e autovettori.

R.1) |a|2 \b[2 = 1;ii) A\x = Re aim (b,i(£+/1 — (Re a)?—

Im a))t

i) Dare la definizione di dipendenza e indipendenza linea-
re di elementi di uno spazio vettoriale astratto e mostrare che le funzioni
{e=*" ze~*"} sono indipendenti. ii) Ortogonalizzare queste due funzioni in
L2 [07 OO)
R. i) {e* (:U——) —r%)
i) Sviluppare la funzione 22 in serie di Fourier nell’intervallo [—7,7]. ii)
Disegnare e confrontare i grafici di 22 e della somma della serie su tutto
l'asse reale. iii) Utilizzare la relazione di Parseval per trovare il valore della
o0
somma #
n=1
Determinare per quali valori di a € R la funzione f(x) = |2? — 2ax +
3a|™® appartiene a L (R).
R.1/2<a<3

i) Mostrare che, nel senso delle distribuzioni, H'(z — z9) = d(z — x¢) e
calcolare f'(z), per f(z) = H(x — 1) cosmz. ii) A cosa converge, in senso
debole, il funzionale Sy, tale che S, (p) = [ sinnzp(x)dz, con funzioni di
prova ¢ € Li(R)?

R. 1) f'(z) = —=6(x —1) —7H(x — 1)sinmx
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i) Determinare autovalori e autovettori della matrice

A:\}E<11 }) (78)

ii) Usare questo risultato per calcolare In A (usare il ramo di Inz tale che
—m < arg z < ).

R.i) Ay = ™4 0vF =1/V/2(1,+i) i) nA =T ( 01 (1) ) :

Dato Poperatore di traslazione T: Tf(z) = f(z + 1), sullo spazio delle
funzioni continue, i) mostrare che ¢ un operatore unitario in Lo[—m, 7| e
calcolarne la norma || - ||2; i) determinare lo spettro di 7" nello spazio delle
funzioni continue e periodiche di Lo[—m7, 7].

R. ii) 0, = {€"}nez con autofunzioni ¢, (x) = ™*

i) Sviluppare la funzione f(x) = z6(x) in serie di Fourier nell’intervallo
[, 7]. ii) Disegnare e confrontare i grafici di f(x) e della somma della
serie su tutto R, e dire se la serie converge uniformemente e assolutamente
a xH(x) in [—m,x]. iii) Scrivere la relazione di Parseval.

Individuare, se esistono, i valori del parametro a € R per i quali la fun-

zione f(z) = el appartiene a L1(R) e a Ly(R).

- |12_1 a
R.Li(R): 3/4<a<1l; f¢Ly(R), VaeR
a) Mostrare che, se f(x) € L1(R), allora la sua trasformata di Fourier f(k)
¢ i) uniformemente limitata, e ii) f(k) — 0 per k — %o0.
b) Mostrare che, se f)(z) € Li(R), I = 0,1,...,n, allora la trasformata di
Fourier di f(z) va a 0 per kK — £oo piu rapidamente di |k|™".

0 1/2
-2 0
di A. ii) Utilizzare questo risultato per calcolare la matrice In A (si scelga il
ramo di In z tale che —7 < arg z < ).

R. A\ =i, vF = (1,£2))7, nA =7 ( _01 1(/)4 )

Data la matrice A = ( ) i) Trovare autovalori ed autovettori

2
i) Calcolare I'integrale I = [ §(sin2z)coszdz. ii) Mostrare che (In|z|) =
0

P(1/x) nel senso delle distribuzioni.
R.[=1/4
i) Sviluppare la funzione x? H (x) in serie di Fourier nellintervallo [—, 7]. ii)
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Disegnare e confrontare i grafici di 2 H () e della somma della serie su tutto
’asse reale. iii) Dire se la serie converge assolutamente e uniformemente in
[—m, 7).

00 N 00 n oo .
R. 2?H(z) = 7%/6+2 Zl %cosnaﬂrﬁ Zl#sinnx—% Zo%
n= n= n=

Non c¢’¢ convergenza assoluta ed uniforme in [—m, 7).

Determinare per quali valori di @ € R la funzione f(z) = |22 — 2az + a| @
appartiene a Li(R) e a Ly(R).
R.i)1/2<a<1l,i)1/d<a<1
1

i) Calcolare I = [ 4(cos2z)sinz dx. ii) Mostrare che la successione di

—7/4
funzionali C(™(p) = Jg cosnx @(x)dr converge a 0 in senso debole, con
funzioni di prova ¢ € L (R).

R. I =+2/8.

i) Determinare autovalori e autovettori della matrice

A:\}i<_11 1) (79)

ii) Usare questo risultato per calcolare sin(—iln A), usando il ramo —m <
arg z < m della funzione In z.

R. Ay =™/, = %(m:i)T, sin(—iln A) = ﬁ ( (1) _01 > :

ERVAE]

Data la funzione f(r) = FEE

essa appartiene a L1(0,00) e a Lo(0,00).
R. Li(R*): 1/2<a<1. LyR): 1/3<a<1/2

determinare per quali valori di a@ € R

i) Sviluppare la funzione gradino di Heaviside H(z) in serie di Fourier
nell'intervallo [—m, 7]. ii) Disegnare e confrontare i grafici di H(x) e della
somma della serie su tutto R. iii) Usare la relazione di Parseval per trovare

o0
. . 1
la somma della serie numerica ) [CIFS)ER
n—

i) Calcolare la derivata della funzione [z]| (parte intera di z, con, ad es-
empio: [1/2] = 0, [0] = 0, [-1/2] = —1). ii) Calcolare l'integrale I =

[ d(sinz)e *dx.
0

R. 1) [.%']/ = ZnEZ (5(1’ - TL) H) I = Q(G;rtll)




Si consideri la successione di funzionali Fy,: F, () = [p fu(z)e(z)dz, fr(x) =
i, m € N,z € R Determinare 1) a cosa converge fn(z) pun-
tualmente in R e ii) a cosa converge F, debolmente (si usi la formula
Jpdz(1 4+ 2*)~' = 7/V/2); iii) mostrare che F, non converge fortemente,
se la funzione di prova appartiene a Li(R).

R. 1) fo(x) =0, £ #0; fu(z) = 0o, x=0.ii) Fn(p) — do(p)/V2.

Mostrare che i) le funzioni fi = e™*, fo(x) = 2%e~® sono indipendenti
in Ly(RT), e ii) ortogonalizzarle.

R. gi(z) = e, ga(x) = (2 —1/2)e™"

i) Sviluppare la funzione xH (—z) in serie di Fourier nellintervallo [—m, 7]
(H(x) & la funzione gradino di Heaviside). ii) Individuare gli eventuali punti
di [, 7] in cui la serie non converge puntualmente a xH(—z), e indicare
a cosa converge in tali punti; disegnare e confrontare i grafici di tH(—x) e
della somma della serie su_tutto R.

R.i) zH(—z) ~ =5 + = Z Coszlzﬁrl)x + Z " sin k. ii) Non c’¢ con-

vergenza puntuale in :|:7r

i) A cosa converge debolmente al variare di @ > 0, la successione di fun-

zionali lineari F(W; F(® = [ fa(x)p(z)dz, con f(z) = ¢ n€
N, a > 07 ii) Calcolare I’ 1ntegrale

/ d(cosx)2 *dx (80)

R.F™ -0, 0<a<1; F(”)ﬁﬁéo, a=1; F") 5 00, a>1
Mostrare che, se f(z) € L1(R), allora la trasformata di Fourier f(k) i) @
uniformemente limitata, ii) & continua, e iii) f(k) — 0 per k — +o0.

i) Sviluppare la funzione sign(xz) (=1, z > 0 e = —1, = < 0) in serie
di Fourier nell'intervallo [—7, 7], e indicare se tale serie converge assoluta-
mente e/o uniformemente in [—7, 7). ii) Individuare i punti di [—=, 7] in cui
la somma della serie non converge puntualmente a sign(z) in [—n, 7], e indi-
care a cosa converge in tali punti; disegnare e confrontare i grafici di sign(x)
e della somma della serie su tutto R. iii) Usare la relazione di Parseval per
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(o]
. . 1
trovare la somma della serie numerica » ) [eresyeR
n—=

Individuare, se esistono, i valori del parametro a € R per i quali la fun-
zione f(z) = |a:1‘"aﬂ1|“ appartiene a L1(R) e a La(R).

R.Li(R): 1/2<a<1; Ly(R): 1/4<a<1/2

i) Calcolare, nel senso delle distribuzioni, (|x|)”; ii) calcolare I'integrale

I= | §(cosma)d "dx
!
R. (|z))" =26(x); I =5/(127)

i) Trovare autovalori ed autovettori della matrice A = 7 ( (1) (1) > ii) Uti-

lizzare questo risultato per calcolare la matrice cos A.

R. i) autovalori: +n, autovett. (1/v/2)(1,£1);ii) cos A = —1

Data la funzione f(t) = H(I? —t?)e™ot [ wy > 0, i) calcolare la sua trasfor-
mata di Fourier f(w) e graficarla; i) calcolare e discutere il limite [ — oo di
fw.

R. f(w) = QW — 279 (w — wp) per [ — oo

wo

i) A cosa converge debolmente, al variare di ¢ > 0, la successione di funzionali
lineari {FM}5°: FM(p) = [o fu(z)p(z)dz, con fo(z) = nte "’ n eN?
o0

ii) Calcolare l'integrale I = [ §(4* sinz)dzx.
0

R. i) Per n — oc: F 5 0per0<ec<1; F — nfgperec=1; F — o0
per ¢ > 1.

Dare la definizione di dipendenza lineare di elementi di uno spazio vettori-
ale astratto e determinare per quale valore del parametro « i tre polinomi
{a — 2z, z(1 — ), 1+ 2%} sono dipendenti.

ii) Mostrare che {1, z, #?} ¢ una base nello spazio dei polinomi di secondo
grado nell’intervallo [—1, 1] e ortogonalizzarla.

R.i) a=—-2;ii) {1, z, 22 — 1/3}

Determinare per quali valori di @ € R la seguente funzione f appartiene
a L1]0,00) e L]0, 00).




R. L1[0,00) : a > 1/2; L3]0,00): 0 << 1/3

i) Calcolare
3/2

I= /5(Cos7r:z:)(3:2 + 1) da.
2

ii) Determinare i valori delle costanti a e b tali che
g(z)d' (z) = ad'(x) + bd(z) (81)

nel senso delle distribuzioni.
R.i) I =4 i) a = g(0), b=—¢'(0)

Sia f(z) = |#2—a2| %%, Trovare i valoridia € R periqualii) f € Li(R),
eii) f € La(R).
R.i) feLi(R): 0<a<1;il) feLa(R): 0<a<1/2

oo | ) "
Date le due serie di Fourier f(z) = 1% e g(z) = Zl (;9 cosnx,
n= n—=

con x € [—m, 7|, i) mostrare che le due serie convergono totalmente; ii)
Calcolare, usando la formula di Parseval generalizzata, il prodotto scalare
(f,9")-

R <3227/ <oo, [g] <3237" <oo,ii) (f,g) ==/7

i) Data la funzione discontinua f(x) = 22H(—x) + cosxH (z), x € R, dove
H ¢ la funzione gradino di Heaviside, i) calcolare f’(x), 2 € R con lausilio
[e.9]

di note distribuzioni. ii) Calcolare l'integrale I = [ §(sinmz)2~*dz.

R. 1) f/(x) = 2¢H(—x) — sinzH (x) 4+ 6(x); ii) T :03/(277)

i) Se f(k) & la trasformata di Fourier di f(z) € S(R), esprimere la trasfor-

mata di Fourier di f”(z) in funzione di f(k). ii) Usare il risultato della parte
i) per calcolare la trasformata di Fourier di f”(z), con f(z) = e *".

R. i) g(z) = f"(z), §(k) = —k2f(k); ii) g(k) = —k2e~ ¥/ /7

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f,(z) = z exp[—22/(20?)],
o > 0, e commentare il risultato (si usi il fatto che la gaussiana h(z) =
exp(—22/2) e’ un’autofunzione della trasformata di Fourier F[h](p) con au-
tovalore v/27).
R.

—iV2ro®k exp (—0?k?/2) . (82)
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Determinare la somma in [—m, 7] (in senso puntuale) della serie di Fourier
Yool 1/ncos(nz). Discutere anche la convergenza assoluta ed in norma
L? (_77’ 7I');

R: Per sommare la serie di Fourier, si faccia la sostituzione z = pe®®, 0 <
p < 1, nella serie geometrica integrata ai due membri

Z Z = _log(l—2), log(1)=0. (83)

Prendendo la parte reale ai due membri e facendo il limite p — 17, si ottiene

infine
oo
1 .
Z — cos(nx) = —log ‘2 sin —’ (84)
n 2
n=1
in senso puntuale per z # 0. In base al teorema di isomorfismo tra L?(—7, 7)
ed [? (dimostrato a lezione), la serie sopra converge in norma L?(—7,7) ad
una funzione in questo stesso spazio. In quanto alla covergenza assoluta

infine, si prenda x = 27r/N con N =1,2,3,--- e 0 <r < N. Restringendo

quindi la somma ad n = NI, con [ =1,2,3,---, si ottiene:
o
Z —| cos(nzx)| > — Z f| cos(27rl)| (85)
n= 1

Poiche’ gli z della forma sopra sono densi in [0, 27|, ne segue che la serie di
Fourier ¢’ ovunque assolutamente divergente;

Calcolare I = [* dxf(x — b)dp(x)/dz, dove 0 ¢ la funzione a gradino
di Heaviside, a e b costanti reali e ¢(x) una funzione in un opportuno spazio
di prova;

R: Per a < b si puo’ estendere 'integrale a tutto ’asse reale senza alterarne il
valore. Usando quindi la definizione di derivata di una distribuzione assieme
ad/drf(x —b) =0(x —b), si ottiene

I=—p(b). (86)

Per b < a, la 6 vale identicamente uno in tutto il dominio di integrazione,
di modo che

I= /:O dcflff) dx = —p(a), (87)

in quanto le funzioni di prova sono nulle all’infinito;
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Calcolare i coefficienti della serie di Fourier della funzione f(z) = |z|3,
—7 < x <7 e commentare il risultato.

R: per parita’ b, = 0 per ogni n = 1,2,3,---. Rimane quindi da calcolare:
2 i -
an, = —Re [/ xSe’mdw] (88)
T 0
pern=20,1,2,---. Per n = 0 si ottiene direttamente:
3
T
ag — ? (89)

Per n # 0, ponendo

u=a3 v=e con A =in (90)

(A = immaginario puro), ed usando la regola di Leibniz per le derivate dei
prodotti,

w" = (u"v+w” — u’v'), —u"v, (91)
si ottiene: 1) 19
— _ +1
an = 6m—5—+ —; [1+ (=)™ . (92)

Come funzione periodica, la f €’ continua, con derivata prima discontinua in
x = £7 (e con discontinuita’ della derivata terza in z = 0); di conseguenza
i coefficienti di Fourier decadono asintoticamente come 1/n?;

Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(x) = xexp (—5x2),
6 > 0, e commentare il risultato;
R: ponendo

=L (93)

V26

si ottiene la trasformata di Fourier della derivata della distribuzione gaus-
siana con o = 1 (autofunzione della trasformata di Fourier con autovalore
A = —iy/27) nella variabile coniugata

k

ﬁ? (94)
| F[fl(k) = —i VT k(). (95)

253/2
Quanto piu’ la f e’ piccata (attorno ad x = 0) tanto piu’ la trasformata di
Fourier e’ ”estesa” (attorno a k = 0) e viceversa;
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Calcolare la derivata seconda F” = (F")" della distribuzione rappresentata
dalla funzione F(z) = H(z)cos(z), dove H(xz) = 1 per x > 0 e zero altri-
menti e’ la funzione di Heaviside.

R: per definizione

)= (P = [ " cos(a)y (a)do = —(0)- [ H()cos(o)pw)d

(96)
dove si e’ integrato per parti due volte per rimuovere la derivata seconda
dalla funzione di prova ¢(z) € D(R). Essendo ¢ generica, si ricava che

F"(z) = 6'(x) — H(z) cos(z). (97)

Si consideri I'operatore lineare 7 : X — 12, definito da (T'z),, = nx,, n > 1,
dove X e’ il piu’ grande sottospazio vettoriale di [? (le successioni a quadrato
sommabile) sul quale 7" e’ definito. Caratterizzare X e dimostrare che T €’
non limitato.

R: I vettori « di [ per i quali T e’ definito soddisfano la condizione

oo
| Tz||> = Zn%% < 0. (98)
n=1

L’insieme X di tali vettori x forma uno spazio vettoriale in quanto:

1. se z € X, allora Az € X per ogni A reale (proprieta’ di cono), poiche’
la serie a secondo membro dell’equazione sopra rimane finita se si
moltiplica ogni x, per A; Calcolare la trasformata di Fourier della
funzione f(x) = xexp (—(5362), 0 > 0, e commentare il risultato;

R: ponendo

- L (99)

V26

si ottiene la trasformata di Fourier della derivata della distribuzione
gaussiana con o = 1 (autofunzione della trasformata di Fourier con

autovalore A = —iv/27) nella variabile coniugata
k
a5 (100)
OVVero:
Flf](k) = —i VT /(4) (101)

283/2
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Quanto piu’ la f e’ piccata (attorno ad x = 0) tanto piu’ la trasfor-
mata di Fourier e’ "estesa” (attorno a k = 0) e viceversa,

Calcolare la derivata seconda F” = (F')’ della distribuzione rappre-
sentata dalla funzione F(z) = H(z) cos(z), dove H(xz) = 1 per = > 0
e zero altrimenti e’ la funzione di Heaviside.

R: per definizione

w%@zwmw:[%wmwmm:ﬂﬂwjfﬂ@mwwmma

(102)
dove si e’ integrato per parti due volte per rimuovere la derivata sec-
onda dalla funzione di prova ¢(z) € D(R). Essendo ¢ generica, si
ricava che

F"(z) =8 (x) — H(x) cos(z). (103)

Calcolare i coefficienti della serie di Fourier (nella base reale o com-
plessa) della funzione f(x) = |sin(x)|, —7 < = < 7, e commentare il
risultato.

R: Poiche’ la funzione f(x) €’ pari, nella base trigonometrica com-
paiono soltanto la costante ed i coseni. Calcolando gli integrali, si
ottiene per n =0,1,2,---:

—l . sin(x)| cos(nx $:g 7rsina: cos(nx :EZL
on= 1 [ sine)]cos(ra)ds = 2 [ sinte) cos(nae = — 2y

- T

(104)

per n pari e zero altrimenti. Poiche’ la f e’ continua ma non possiede

derivata prima continua in x = 0, 7 (questi due ultimi punti coinci-

dono), i coefficienti decadono asintoticamente come 1/n?. base reale o

complessa) della funzione f(z) = [sin(z)|, —7 < = < 7, e commentare
il risultato.

R: Poiche’ la funzione f(x) e’ pari, nella base trigonometrica com-
paiono soltanto la costante ed i coseni. Calcolando gli integrali, si
ottiene per n =0,1,2,---:

1 ™ 2 ™ 4
ay, = / |sin(x)| cos(nx)dx = / sin(z) cos(nx)dz =
T 0

o T (1 —n?)
(105)
per n pari e zero altrimenti. Poiche’ la f e’ continua ma non possiede
derivata prima continua in = 0, £7 (questi due ultimi punti coinci-
dono), i coefficienti decadono asintoticamente come 1/n?.
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Calcolare la trasformata di Fourier della funzione f(z) = z? exp (—2?/2)
e commentare il risultato.

R: Ricordando che la funzione f(r) = exp(—22/2) ¢’ un’autofunzione
della trasformata di Fourier F,

+00 )

P = [ fw)e s, (106)
—0oQ

con autovalore v/27, derivando ai due membri due volte rispetto a k,

si ottiene immediatamente:

Ff] (k) = V2r (1 — k) exp (—k%/2) . (107)

Poiche’ la f appartiene alla classe di Schwartz, anche la sua trasformta
di Fourier vi appartiene. [8] Calcolare la trasformata di Fourier della
funzione f(z) = 2 exp (—2?/2) e commentare il risultato.

R: Ricordando che la funzione f(r) = exp(—22/2) e’ un’autofunzione
della trasformata di Fourier F',

+00 )

FiA = [ fw)e s, (108)
—0oQ

con autovalore v/27, derivando ai due membri due volte rispetto a k,

si ottiene immediatamente:

Ff] (k) = V2r (1 — k) exp (—k%/2) . (109)

Poiche’ la f appartiene alla classe di Schwartz, anche la sua trasformta
di Fourier vi appartiene.

Calcolare la derivata seconda della distribuzione rappresentata dalla
funzione F'(x) =segno(x)x, dove segno(x) = 1 per x > 0 e zero altri-
menti e’ la funzione che ritorna il segno della variabile x.

R: Tenendo conto che, ad esempio, segno(x) = 20(x)—1, dove f(x) = 1
per x > 0 e zero altrimenti e’ la funzione a gradino di Heaviside, ed
usando la regola di derivazione generalizzata per il prodotto di una
distribuzione con una funzione infinitamente differenziabile, si ottiene
immediatamente:

F"(z) = 26(z), (110)

dove é(x) €’ la delta di Dirac centrata in zero.
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