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1 Cos’¢ un plasma?

La parola ”plasma” apparve per la prima volta in fisica nel 1920. Si dice che
il 99% della materia nell’'universo sia in stato di ”plasma” (interno delle stelle,
nebulose gassose, spazio interstellare, fasce di Van Allen, vento solare, aurore
boreali, gas in un tubo al neon etc.) ed & una stima ragionevole. Noi viviamo
nel restante 1%.

Una definizione di plasma ¢ data da: un plasma & un gas quasi neutro di
particelle cariche e neutre che presenta un comportamento collettivo.

Un plasma e spesso chiamato il 4° stato della materia, anche se questo nome
viene talvolta usato per mezzi differenti, per esempio per l'elio superfluido (e
viene dal fatto che puo essere ottenuto scaldando un gas). Un plasma ¢ un gas
ionizzato completamente, o quasi completamente, in quantita piu grandi della
cosiddetta sfera di Debye. Questa sfera corrisponde all’estensione di influenza
di una carica elettrica su altre particelle cariche. Fuori di questa sfera il campo
di potenziale della carica elettrica € schermato dalla nuvola di particelle cariche
che sta attorno.

I fenomeni collettivi nei plasmi sono fenomeni decisamente non lineari, legati
ai rumori e ad oscillazioni di ampiezza finita, le cui interazioni con le particelle
agiscono sulle proprieta macroscopiche dei plasmi. Molto spesso questi rumori
ed oscillazioni appaiono in maniera spontanea a causa delle diverse instabilita.
Se viene eccitato un numero molto grande di gradi di liberta e le oscillazioni
diventano irregolari, allora si dice che lo stato del plasma e uno stato turbo-
lento.

Esiste, inoltre, un gruppo importante di fenomeni non lineari di natura
regolare, per cui le eccitazioni collettive del sistema possono creare fenomeni
molto particolari anche straordinariamente attraenti, come, per esempio, 1’eco
nel plasma, 'autofocalizzazione dei pacchetti d’onde, le onde non lineari con
dispersione debole. Lo studio di questi fenomeni, oltre ad essere interessante di
per sé, & anche utile dal punto di vista dello sviluppo dei concetti generali sulla
fisica dei plasmi, queste sostanze tanto originali e particolari.

Ci occuperemo quindi dei fenomeni collettivi regolari.

Vediamo in termini di parametri dove si collocano i vari campi della fisica
interessati (vedi figura 1).

Assumeremo il plasma non relativistico e non quantistico (elettroni non
degeneri).

Consideriamo un plasma di deuterio. Usiamo il sistema di misura cgs —
Gauss. Sia n, il numero degli elettroni per em?, n; il numero degli ioni per cm3
ed n,, il numero degli atomi neutri per cm?3. Definiamo con

U

ni + Ny

il grado di ionizzazione e assumiamo T; ~ T, = T (misurata in gradi Kelvin).
Faremo una serie di considerazioni e di ipotesi semplificative.



1. La prima richiesta ¢ che o > %

ne(T,a = 1) & dato dalla formula di Saha. Questa formula viene ricavata
con ragionamenti di meccanica statistica, considerando ’equilibrio termico
tra gli stati dello spettro continuo e quelli dello spettro discreto:

At +es A

(AT & I'atomo ionizzato, A ¢ Patomo neutro) sotto I'ipotesi che il plasma
sia quasi neutro, cioe che la densita degli ioni sia circa uguale a quella degli
elettroni ([4] cap 2: Statistica di gas debolmente ionizzati). La formula di
Saha fornisce la seguente relazione

__ug

. 3/2
Mo x 105 e whT
Nn n;

dove u; & Venergia di ionizzazione (cioe il numero di erg richiesti per
estrarre un elettrone dall’atomo), kp = 1.38 x 10716 erg (°K)~! ¢ la
costante di Boltzmann ed il fattore numerico risulta dal peso statistico
delle varie componenti.

La formula di Saha ci da il limite a sinistra per @ = % Per T grandi n, ~
T3/% per « fissato. (Sinoti che a temperatura ambiente - ~ 107122),

2. Notiamo ora che 1 em? & un volume ragionevole per gli esperimenti, quindi
richiediamo che Ap < 1 e¢m, cioe vogliamo avere piu di una sfera di Debye
in 1 em3. La lunghezza di Debye & definita da

Ap = kT _ Vr ’ (1)

2 =
dmnee Varnee2me!

essendo
meV% = kBT

e dove con Vi abbiamo indicato la velocita termica degli elettroni. Si ha

quindi
T
>\D ~ —_—,
V ne

e percio per Ap = 1 c¢m si ottiene come limite inferiore

ne ~T.

3. Consideriamo un plasma non relativistico, quindi deve essere Vp <
0,9 ¢, dove ¢ ¢ la velocita della luce nel vuoto. Questa condizione dipende
solo dalla temperatura e quindi ci da la linea verticale a destra in figura.



4. Richiediamo che gli elettroni siano non degeneri (trascuriamo gli effetti
quantistici) e quindi assumiamo che

Ne < 10%° em ™3

(questo corrisponde ad 1 milione di volte la densita degli atomi nell’aria a
temperatura ambiente).

Questa condizione ci da la linea orizzontale alla sommita del diagramma.

Per gli altri atomi leggeri (idrogeno, deuterio-trizio, elio) i diagrammi sono
molto simili.

In questo modo il plasma ha trovato il proprio posto nello spazio dei parametri.

Vediamo ora i vari campi della fisica interessati.

(a) Modello di Vlasov

Si ottiene dall’equazione di Boltzmann (teoria cinetica dei gas):

— . af F of of
v _i'_ij: _—
ot m 00 ot ).

dove f = f(z;,v;,t) & la funzione di distribuzione del numero di particelle con
velocita vy, vy, v,, e quindi fdv,dvydv, rappresenta il numero di particelle per

—
unita di volume con componenti di velocita {vy,v, +dv, etc.}, F & la forza

che agisce sulle particelle e, infine, (‘Z—{) ¢ il time rate di cambiamento per
C

collisione.
L’equazione di Vlasov & ottenuta per plasmi caldi, per cui le collisioni possano
essere trascurate, e quando n. (e n;) € grande nella sfera di Debye (almeno 50):

- Vf+8—f+i(§+?x§) Oy,
Jt  m o
Deve essere
50 50 10
Ne 2 o~

™, "5 b

Se introduciamo il cosiddetto parametro del plasma g

1
g = ne)\%,
deve essere dunque
g<107h,
e quindi si ha il limite
Ane ~ 10,

cioe
A% n? ~ 100.



Siccome inoltre
2~
AD =

)

T
Ne

questo significa che
ne ~ T31072.

(b) Magnetoidrodinamica (MHD), quando si ha un forte campo mag-
netico presente. Questo modello assume che il plasma sia dominato dalle colli-
sioni. Questo implica che il libero cammino medio [ tra due collisioni sia minore
di 107! em (molto rozzo)

4 2
AD T

~

l ~ ne

“logA  nelogA
con A = 127” e log A ~ 10 per i valori coinvolti dei parametri. Deve essere percio

1 <107 em

cioe
ne ~ T2.

(¢) Per fortuna dei fisici la Natura & stata tanto gentile da porre i plasmi
termonucleari (TP), che sono molto importanti come futura fonte di energia,
nella zona di sovrapposizione dei due modelli.

(d) Inoltre sono compresi nel diagramma

SC = corona solare

SA = atmosfera solare

S = centro del sole

MT = trappole magnetiche

L = plasma prodotto nei laser.

(e) Sono invece esclusi dal diagramma i plasmi cosmici diluiti (n; ~
1/em3).

Osserviamo infine che un plasma e alquanto diverso dall’acqua, anche quando
si ha a che fare con un plasma non relativistico e classico. L’acqua puo esistere
solo in una regione molto piccola del nostro diagramma.

Inoltre in questo schema non compaiono i plasmi con T, # T; (cioe T, > T;),
che considereremo in seguito.

Bisogna inoltre distinguere tra plasmi magnetizzati e plasmi non magnetiz-
zati. Il parametro caratteristico &

0 By Va

N cvArn;m; c
= — .. . . N
dove By = By e il campo magnetico esterno normalizzato a Ap e V4 &

N

la velocita di Alfvén, che ¢ paragonabile a ¢ solo per plasmi molto diluiti e
fortemente magnetizzati.



Quindi la quantita BTOi determina la fisica. Per Q. ~ 0 (piccola), vale

I’equazione di Kadomtsev-Petviashvili

Per Q. ~ 1 (grande), vale il modello di Zakharov-Kutnetzov.

Noi considereremo plasmi non magnetizzati : 2. = 0.

Le onde elettrostatiche che si possono propagare nei plasmi non magnetizzati
sono le onde di Langmuir (onde del plasma elettronico) e le onde iono-acustiche
(le onde sonore non sono altro che onde di pressione che si propagano da uno
strato all’altro per mezzo di collisione tra molecole d’aria : in un plasma con
poche collisioni c¢’¢ un fenomeno analogo e per questo vengono chiamate iono-
acustiche) e anche pacchetti iono-acustici.

Le due frequenze caratteristiche in un plasma non magnetizzato sono:

e frequenza del plasma elettronico

4mne?
Wpe = mz (2)
e frequenza del plasma ionico
4mn,e?
Wy = . 3
=y 3)

2 I Solitoni in Fisica dei Plasmi

I solitoni appaiono in molte aree della fisica del plasma. I primi tipi di solitoni
osservati sperimentalmente sono stati:

1. onde iono-acustiche con debole dispersione — equazione di KdV
2. pacchetti d’onda iono-acustici— equazione N LS

3. onde di Langmuir (onde del plasma elettronico)

OE 0°E

ZE‘F@—?’LE = 0
Fu o 0lEf
o2 9x2 0Ox?

da cui si ricava ancora 1’eq. NLS con soluzioni solitoniche.

Come in idrodinamica, questi solitoni risultano dal bilancio della nonlinearita
e degli effetti dispersivi.



2.1 Onde iono-acustiche

Gli ioni eseguono oscillazioni di bassa frequenza vicino alla frequenza del plasma
ionico. Si considera un mare di elettroni di massa m., carica —e, densita per
unita di volume n. e ioni di massa m;, carica Ze, densita per unita di volume n;,
quindi un plasma di elettroni e ioni. Poiché m. < m;, l'inerzia degli elettroni
puo essere trascurata, non cosi l'effetto elettrostatico della carica elettronica.

Si trattano gli elettroni come un gas e 'equazione caratteristica e ’equazione
di stato dei gas perfetti

Pe = kBTenez

in cui kg ¢ la costante di Boltzmann, p. ¢ la pressione, T, la temperatura dovuta
all’energia cinetica.

Consideriamo il caso in cui T; < Ty, sicché T; ~ 0 e quindi p; ~ 0 (quest’approssimazione
e detta ”cold ions and hot electrons”). Gli elettroni seguono il moto degli ioni e
preservano una neutralita di carica approssimata. Le collisioni sono trascurate.
Le equazioni che descrivono questi fenomeni sono:

1. legge di conservazione degli ioni

on; k=1 —

ot

2. equazione del moto per gli ioni

—
dUi

N
i =ne/ FE

n;m;
(sinoti che in questo caso si & trascurato il termine di gradiente di pressione
degli ioni)
3. equazione del moto per gli elettroni

d?e — —
NeMee Tk —nee B — Vp,

4. equazione di Poisson

- =
V - E =4mwe(Zn; — ne)

E oil campo elettrico dovuto alla non completa neutralita della carica, v;
e . sono le velocita medie degli ioni e degli elettroni e % = % + - V ela
derivata totale rispetto al tempo.

Consideriamo il solo effetto elettrostatico, trascurando 'inerzia degli elet-
troni. La forza dovuta al campo elettrico & controbilanciata dal gradiente di
pressione e I'equazione (3) & sostituita dalla (3)




, — —
3) —neeE =Vp,
o anche (compressione isoterma)
, — —
(3) —neeE =kpT.Vn..
Mettiamoci ora nel caso unidimensionale (moto unidirezionale). Le equazioni
diventano

o (ma) — 4
ar " ge v =0 )
811@ 8111‘
i\ oy Tvigs | =€eZE
m ( ot +v 8(,6) e (5)
kBTe 8ne
E =0
+ en. Ox (6)
E
aa—x = 4dmwe(Zn; — ne). (7)
Introduciamo quantita adimensionali
’ xr t
= = =2
x )\D b T b
’ T , 6)\D
= —_— == E
Y 3o 3
n; / Uz
n = —, Neg = —
no no

dove
ng =densita media degli ioni

1/2
Ap = ( kpTe ) lunghezza di Debye per il plasma

41 ng e?
1 4 AR
wp =+ = (M) frequenza del plasma ionico.
T my

Si ottengono cosi dalle (4)-(7) le seguenti equazioni

(915’2 + 9 (n;v;) =0 (8)
L (9
E + 127; 0 (10)
Zf,/ Zn; - n; (11)



Se ci fosse neutralita esatta della carica si avrebbe

’

’

Zn; = n,
OF'
= -
oz’
1 on, 1 on;
n, 0z’ n; 0x’'
e quindi
3n, 0 o
i 2 Yy = 0
o’ + oz’ (n:v:)
v, n o 1 dn,
w7 tViar = =
o’ ‘oz’ n; Ox

Questo porta alla creazione di onde d’urto. Il difetto di completa neutralita
della carica introduce dispersione e fornisce cosi il bilancio della nonlinearita
che previene la formazione di onde d’urto e porta ad un profilo stabile.

Per ricavare la relazione di dispersione conviene esprimere tutte le altre quan-
tita in termini del potenziale del campo elettrico ¢, definito da E = —¢,, ovvero,
nelle nuove variabili, E = —qb;, con (b/ = kBeTe o.

Bisogna innanzitutto procedere alla linearizzazione. Si richiede che per
|2'| — oo si abbia n’ — 1, v/ — 0, ¢’ — 0 e quindi per grandi |2’| si puo
scrivere, tralasciando gli apici per comodita,

n~l+en
VN~ ET
¢~ e ¢.

Le equazioni al primo ordine in ¢ diventano

on; O
ot ox
ov; o¢
ot ox
o6  Om.
- Ox + ox
9%¢ o

022

dove abbiamo anche posto Z = 1. Si ha percio

94é 2%n;  0%n, 0%,

ox20t2 o2 otz oxdt o2

w5 _ i, i
oz2 = o2’




che ¢ la parte lineare dell’equazione di Bousinnesq. Se si richiede al potenziale

ng un comportamento del tipo onda piana e'(**=“!) gj ottiene la relazione di
dispersione
2.2 _ 2 2
kw* = k* — w?,
ossia

+k
w=—. 12
V14 k2 (12
Essendo ‘fT‘;’ = 0 'equazione ¢ di tipo dispersivo.
Nel caso di neutralita della carica si ha invece

O 0%
ot ox
o; on;
o ox

e quindi, derivando la prima equazione rispetto a x e la seconda rispetto a t, si
ottiene

Pn 0y
oxdt — Oa2
Pn;, 0%y
Coxdt o2’

ossia n; e v; soddisfano ’equazione delle onde

27 27y
0 (o 0 (3

oz o2 0,
0°n; B 0%n; B
Ox? a2

Se ¥ ~ ellkz—wt) g g
(ik)? — (—iw)? =0
ovvero
w = *tk,

il che significa che I’equazione ¢ non dispersiva e quindi non ci puo essere bi-
lancio con la non-linearita. Dunque nel caso di perfetta neutralita della carica
si ha, come accennato in precedenza, la creazione di onde d’urto (shock waves).
Osserviamo che pulsazione e numero d’onda che compaiono in queste relazioni
sono in realtd k' e w’adimensionali, precisamente k' = kAp e w’' = wrT = %

Nell’ipotesi di dispersione debole si puo fare uno sviluppo per piccoli k& ('Z)nde
lunghe) della relazione di dispersione (12), sicché

k 1,

10



ovvero, con buona approssimazione,
1
w=k—-k*
2

e quindi

1
kr —wt = (z—t)k+ §k3t.

Se a questo punto definiamo

& = k-1t
k3t
usando le relazioni
0 0
or Mo
0 0 3 0
i —ka—5 + k

e ponendo Z =1, n; =n, v; = u, otteniamo dalle (8)-(11)

on on O(nu)

—hoe HE otk =0 13
TR 19)
Ou 30U Ou
—k— — — = E 14
k a€ + k —I— ku a€ (14)
One
E+k =0 15
nel +k— ¢ (15)
E
n—ne = k%—g (16)
con le condlzioni al contorno per |x| — 00, nN,Ne— 1, E — 0. Introduci-
amo E = k, ricordando che E = —22 —k‘% siha E = —3—5 Le equazioni
(13)-(16) possono essere riscritte nel modo seguente
on  ,0n  O(nu)
+ k2 —+ =0 17
o Moy o "
Ou Ju ou ~
—+FP—tu = E 18
o Vo o (18)
~  One
E =0 19
neks + BTz (19)
n—ne = Kk %—? (20)

11



Appare quindi naturale scegliere k? come parametro perturbativo (k & piccolo)
= 14+ kM + k40 4 Ok°)

ne = 14k*nW® +E*0® + OkS)

= u® + k2 4 @ £ Ok

= EO 4+ 2EW 1 1E® L O(k°)

3

=) =

dove n®), nY, w0, EG) — 0 per |z] — oo.

Dalla (19) si ottiene subito che E(® = 0 (coeff. di k°); analogamente con-
875—(50) + u(®) ag—?) =0
che ammette le soluzioni u(® =1 e v = f(n) e la prima non & compatibile
con le condizioni al contorno, mentre la seconda lo & pur di scegliere f(n) = 0.
In definitiva si ha u(®) = 0.

Al primo ordine (k?) si ha dunque

siderando nella (18) i coefficienti dei termini in k° si ha —

on) out)
o o
1
23
(1)
ane _ —E(l)
23
n® = O
ovvero
n® = O
(1)
8n(1) _ au(l) _ ane _ —E(l). (21)
23 23 23

Inoltre u™ = n™M + g(n). Per || — oo, u) — 0, n(Y) — 0 e quindi g(n) = 0.
Percio si ha
nM =pM) = M), (22)

Al secondo ordine (k*) si ottiene

on® on® 9 (nWu®) 9y

= 2
5 T et e 0 (23)
ou® Su ou
— Owz=_ - g® 24
o T oy U o (24)
W), e, O
ne E +E +T§ = 0 (25)
)

12



- : . a(nMu)
Usando le relazioni precedenti per esprimere (naigu), la (24) per ou® 1y

0¢
(26) per n®), dalla (23) si ottiene
(2) 2 (1 1 1 1 1
7877/@ . 5 E( ) + 8TL( ) + 2u(1) 3u( ) + 8u( ) +u(1)aui() . E(2) _ 0
og 0¢? on 23 an o¢
Dalla (25) si puo ricavare ng) e dalla (21) 828?;” = 78382;1), sicché
3,,(1 1 1 1
nOEW 4 @ 4 9 u® on® o @outh ooy

oe oy M Tae oy
Con le ovvie semplificazioni e tenendo conto della (22), si ottiene in definitiva

ouM +u(1)au(1) N }5%(1) B
on 0¢ 2 063

che ¢ l'equazione di KdV. La piu semplice soluzione stabile & il solitone della
KdV. Si ha una conferma sperimentale (Ikezi [7]) della relazione fra velocita e
ampiezza dell’impulso per valori ng ~ 5 x 10° em™3, T. =2 €V, T; ~ 0.1 eV.

2.2 Onde di Langmuir

Consideriamo oscillazioni vicine ad wp. Gli ioni non rispondono a queste oscil-
lazioni ad alta frequenza perché la loro massa e troppo grande. Gli ioni sono un
fluido uniforme carico positivamente (ioni perfettamente ”cold”).

Se la velocita di fase ¢ piu grande della velocita termica degli elettroni

o, = /2L, (27)

Me

si puo trascurare l'effetto di risonanza onda-particella. Questa volta non trascu-
riamo l'inerzia degli elettroni. Le equazioni sono (approssimazione per un fluido)

1. equazione del moto degli elettroni

d?e - =
nemew =-—-ne.eE — Vp,

2. conservazione del numero degli elettroni

on. —

5 +V - (neve)=0

3. equazione di Poisson

— —
V - E =4mwe(n; — ne).

13



Si osservi che en; € la carica degli ioni ed € costante.
E opportuno a questo punto fare alcuni richiami di termodinamica.
L’equazione di stato dei gas perfetti é

p:kBTn

dove n ¢& il numero di molecole nell’unita di volume.
Vale inoltre l’equazione della termodinamica

— —
Vp Vn

B
P n

C ) ) o
con vy = &% rapporto dei calori specifici.
v
Per una compressione isoterma v =1 e si ha

— D= —
Vp= gVn:k:BT Vn.

Per una compressione adiabatica v = % dove N ¢ il numero di gradi di liberta
del sistema. Per N =1 si hay =3 e quindi

dp on
— =3kpT —.
Ox BT oz
Bisogna quindi usare per le onde longitudinali quest’ultima espressione.
Prendiamo il limite unidimensionale. Tenendo conto che % = 3kBTg—Z,
otteniamo
v, v, eE  3kgT. On.
. i = —pe— — 28
n(@t tu 6m> nme me Oz (28)
one 0
o ele = 0 29
55 T gy (Teve) (29)
OF
Y - dre(n; — ne). (30)

Per ricavare la relazione di dispersione dobbiamo anche in questo caso lineariz-
zare le equazioni. Considerando sempre le stesse condizioni al contorno, cioe
ne — ng, » — 0, v — 0 per |z| — oo (anche in questo caso ¢ ¢ il potenziale,
¢, = —F), per grandi |z| si ha

Ne = ng-+en
Ve = EU

¢ = €
n; ~ No

14



e quindi

W e 09 3kpT.0n
ot om0z meng OT
on +n v _ 0
ot " oxr
¢ _
@ = 4’/T6TL.

Scriviamo ’equazione a cui soddisfa n

VPP PR e kT 0%
T 92 T ™ozat ~ 92 " m. 022 m. 012
cioe
0°n  3kgT. 0*n n dreng 0
PR _— n =
ot2 me Ox? Me
ossia, 92 8
n n
ﬁ 3 T, 8 a9 +CU =0.

Se si sceglie 71 ~ e'(F*=wt) &i ottiene

—w? +w +3ka2 0

w—:tw/wQ +31)T k2.

. 2 . . . \ . . .
Come si vede ZT“; # 0, il che significa che c¢’¢ dispersione. Inoltre le onde di
Langmuir si possono propagare solo per w > wpe -

ovvero

Nota: quando w >> wpe, la velocita di fase ¢ = 3 ma in
questo caso le equazioni di partenza non sono piu valide perché c’e un effetto di
risonanza onda-particella, il cosiddetto damping di Landau.

Ora si puo procedere sulle tre equazioni (28)-(30) col metodo multiscala fino
ad O(g3) e si arriva all’equazione NLS [5].

Si deve pero notare che un plasma uniforme in realta e instabile, quindi
dobbiamo ammettere piccole variazioni dall’uniformita. La trattazione del caso
tridimensionale ¢ stata fatta da Zakharov [12]. Si arriva alle equazioni

— =0 —
1Ey+ V°E = nkE

=5
ntt—Vn = E

2
)

dove E & legato al campo elettrico ? ed alla frequenza wp, dalla relazione
? E)( ) iwpet

15



ed n & la variazione di n. da ng (n. = ng corrisponde al caso di plasma uniforme).
Noi seguiamo approssimativamente la trattazione semplificata di Ter Haar in [6]
per il caso unidimensionale, che & la piu semplice anche se non la piu rigorosa
(si veda anche [7] pag.168: interazione tra onde iono-acustiche e onde di plasma
elettronico).

Cominciamo con 'osservare che esistono tre tipi di oscillazione nei plasmi:

1. oscillazioni longitudinali di Langmuir, la cui relazione di dispersione e

2_ 2 2,2
w® = w,. + 3k vy,

dove w?,, v}, e A}, sono state definite nelle (2), (27) e (1) rispettivamente.
2 2
In particolare ricordiamo che A2, = Eele, — MelTe _ V7.
4mtnee 4dmtnee w2, ’

2. oscillazioni trasversali del plasma, per le quali
w? = wge + k22
dove c ¢ la velocita della luce;

3. oscillazioni iono-acustiche

con T
2
Vg = EikB (31)
(in realta si ha v? = T“%iT"kB, ma T; < T¢). Si noti che m, & sempre
trascurata rispetto a m;.

Si parte dall’equazione per il campo elettrico ad alta frequenza, in cui si tiene
conto delle fluttuazioni della densita del plasma che danno variazioni locali della
frequenza

/ 4dme?
2 2
pe = Wpe T

w

on

dove dn ¢ la variazione di n. dalla densita del plasma ng (n. = ng corrisponde
al caso di plasma uniforme). L’equazione ¢ [Ikezi in [7]]
0’E , 0°E

4me?
2
o2 3vT, el +wp B+ -

onE =0

(relazione di dispersione modificata applicata al campo elettrico w? = w 2+

pe
3k*07, = w2, + ﬁ—ezén + 3k%vZ,).
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Poiché il principale contributo ad E viene dalle onde di Langmuir possiamo
scrivere [12]

E= % (€ e7ionet 4 £ elonet) 32)

dove £ & un’ampiezza che varia lentamente nel tempo.
Abbiamo cosi

2E 1 ) .08 0% .
22 — 3 [wpeé' - Qprea + 8752] e "ret 4 cc.
~ % [—w;eg — 2iwpe 83?] e~ Wret e,
e quindi
2iwpe% + wzef) + 3”%5% - wgeé'— 4:;22 om€ =0

ed un’equazione analoga c.c.. Facendo le ovvie semplificazioni si trova in defini-
tiva o€ o2e )
4re
2iwpe —— + V5, 7 ———06nE = 0. 33
Pe ot Tegz2  m, (33)
In questa equazione compare dn. Se non ci fosse il campo elettrico presente,
questa quantita soddisferebbe ’equazione delle onde

9%6n  ,0%n
-0
ot? 5 Ox?

con v, velocita iono-acustica. Infatti (si veda [10] cap. VIII) le onde sonore sono
il moto vibratorio a piccole ampiezze in un fluido compressibile. Le vibrazioni
sono piccole, v & piccola, anche le variazioni di p e p sono piccole, per cui
possiamo scrivere

p=po+p, p=po+p

con p' < pg e p’ <K po. po € po sono densita e pressione all’equilibrio e p’ = m;dn
(m;n = m;ng + m;on) (si noti che m, & sempre trascurato rispetto a m;).
Se facciamo una trattazione unidimensionale, I’equazione di continuita

T —
N + V. -(pv)=0
diventa ,
ap ov
— — =0 34
ot + po oz (34)
e ’equazione di Euler
dv 1 ?
dt - ,0 pa
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—+———=0. (35)

Un’onda sonora in un fluido perfetto ¢ adiabatica, quindi una piccola variazione
della pressione e legata ad una piccola variazione della densita

Si osservi che g—p’; ha le dimensioni di una velocita al quadrato. Inoltre p =

nkpT, quindi ( Op ) ~ kpT (si pud supporre che la temperatura vari poco e
S

BTL()
< 6}) ) kBT 2
- = = Vg.
Opo s mg

Abbiamo percio dalle (34) e (35)

quindi v ~ 1 [10]) e percid

’

&%p 0%
hiil =0
oz oo
e ’
0%v ﬁ 0%p —0
0xdt = py Ox2
da cui si ricava proprio
?p 0%p'
Po 2P0
ot2 Ox?

Occorre pero notare che qui ¢’ anche la forza ponderomotrice dovuta alla pres-
sione di radiazione del campo di Langmuir ad alte frequenze nel plasma e quindi
I’equazione va modificata in

826n 2%%_62<w2>

ot? ~ s 022~ 022 \ 167mm;

Infatti dall’elettrodinamica dei mezzi continui ([11] eq. 15.14) & noto che
occorre fare la sostituzione

ap’ a1 A(E?)
P -1
oz 0z ' 8r (e-1) or
_ (wpe)?  3k203, . . .
dove e(w, k) = 1 — —25— — =—= ¢ la costante dielettrica del plasma.
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In questo modo 'equazione di Euler diventa

v 1op 1 . 0E)

at " po Ox  8mpo

da cui ,
Pv  viPp 1 (e - 1)82(E2)
Oxdt  po 0z  8mpo Ox?

Si ricava percio
% 0% (e—1) 9 (E?)

o2 02 T T 8n 022

e cioe

9?(on) 2 9?(6n) _ (e—1) 82(E2).
ot? 5 Ox? 8mm; 02

Ora 1 — ¢ possiamo approssimarlo con il suo valore all’equilibrio

(36)

2 2,2
Wye + 3k“ V7,
l—ex —F5——

w
Inoltre dalla (32) si ha

1 ) .
E2 — Z (2 |5|2 +g2 6722wp€t + E* 2 e2zwpet>

e siccome gli ultimi due termini hanno valor medio nullo nel tempo si ha (*)

1 o2
E*=_1&°.
e
In definitiva dalla (36) si ricava
2 2 2| ¢|2
0% (on) _Uga (om) _ 1 0%|€| _ (37)
ot? 0x? 16mm; Ox2

(*) Nota: per il caleolo della forza ponderomotrice si fa la media sulle oscillazioni
veloci di periodo Tpe = 3—’7 poiché si ¢ interessati alla dinamica del sistema a

p
tempi lunghi (si veda (9] pag. 162).
Conviene introdurre le seguenti quantita adimensionali

/ 2 m. x 2 [me wpe
T = o, ——==,/— T,
3V m; Ap 3V my; vre

’ 2 Me
t = g%wpet,

3m; on
= -2z 38
n Lm. o’ (38)

/ &
E = (39)

8 %Zj nolekp



Si ricordi che Ap, vs, vre sono definiti, rispettivamente, nelle (1), (31) e (27).
Sostituendo nell’eq. (33) si ha

2 2 2
o0& [2. 9 QmE} 0°& [3v%e4mewpe] e dme me 4

w2 2 g = Nle
ot’ P€3 m, ox' 2 9 m; vZ,

ovvero, facendo le ovvie semplificazioni, e tenendo conto delle (38) e (39)
OE  O°E :
o YT nE —o.
ot + ar 2 " 0

Sostituiamo ora le quantitd adimensionali nell’eq. (37), sicché

€

8271{ 4me 4 m? 2] 9’n
- VT —Nog — o —

2
9 Me 4me4mewpe] _

L w ;
ot' 2 03mi9m12 pe Ox' 2 m;  3m; 9m; va,
2
2 ’
_ 9 ] [amewt, o T
oz’ 2 | 9m,; vZ, 16mm; 3 my 07ehB

In definitiva, omettendo gli apici, otteniamo il seguente sistema di equazioni per
le onde di Langmuir

OE O’E
2 2 2| 12
Fn _On _ O°|E| , (41)
ot2  Ox? Ox2

che ammette come soluzioni le funzioni ellittiche di Jacobi.
Se n varia lentamente nel tempo, allora si ha dalla (41)

n~—Bf
e l'eq. (40) da
OFE 0°E 9
ZE_FW_FaElE' =0, a>0
che € 'equazione NLS' e che ammette soluzioni solitoniche. Precisamente si ha
2
1B
1— M?

con M numero di Mach, o velocita del solitone (parametro arbitrario) ed

Eo(CL’—Mt) iMa—iM?—_iEot
———C

E = Ejysech 2(1-M2) |
2(1 - M?)
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Notiamo ancora che la corrispondente equazione di Zakharov tridimensionale
non ¢ integrabile. La sua versione unidimensionale ammette solo 3 leggi di
conservazione, mentre la N LS ne ha infinite.

Per una rassegna sperimentale, si pud vedere articolo di Tkezi in [7].
Notiamo infine che ¢ stata dimostrata la possibilita di osservare i solitoni bidi-

mensionali localizzati (dromioni), soluzioni dell’equazione di Davey-Stewartson
I, nei plasmi magnetizzati.
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