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Capitolo 1IntroduzioneL'obiettivo della seguente dissertazione è di studiare la rilevanza �si
a e le prin
ipali propri-età matemati
he dell'equazione di S
hrödinger non lineare (
omunemente nota 
ome NLS,da �Non Linear S
hrödinger equation�) in 1+1 dimensioni (una sola 
oordinata spazialepiù il tempo), una delle più importanti equazioni modello della �si
a-matemati
a; taleequazione ha la seguente forma:
iψt = ψxx ± 2 |ψ|2 ψ . (1.1)Come si dedu
e an
he dal nome, essa si può interpretare 
ome un'equazione di S
hrödingerin 
ui il potenziale è 
ostituito da un termine non lineare dipendente dal modulo quadrodella fuzione d'onda stessa. Il più o il meno davanti al termine 2 |ψ|2 ψ distinguono inve
etra due tipoligie di�erenti di NLS: 
on il segno negativo si parla di equazione �fo
using�,mentre 
on il segno positivo si parla di equazione �defo
using�, denominazione 
he derivadall'otti
a non lineare.La grande rilevanza matemati
a della NLS nas
e dal fatto 
he tale equazione fa parte delristretto gruppo di equazioni alle derivate parziali (PDEs) non lineari di 
ui è possibileri
avare soluzioni esatte tramite il Metodo della Trasformata Spettrale; di tali soluzionifanno inoltre parte i solitoni, parti
olari strutture ondose lo
alizzate e 
oerenti. Alla risol-ubilità è poi asso
iata un'importante proprietà, detta integrabilità, da 
ui derivano altre
aratteristi
he rilevanti, quali il possedere in�nite simmetrie/leggi di 
onservazione.A livello �si
o, inve
e, l'equazione non lineare di S
hrödinger ha notevole validità per
hè èun'equazione modello, ovvero nas
e dall'analisi multis
ala di un'ampia 
lasse di equazionidi PDEs non lineari, nello spe
i�
o le equazioni dispersive debolmente non lineari, e regolala modulazione di ampiezza delle soluzioni ondose a esse asso
iate. Questo fa sì 
he laNLS abbia ampia appli
abilità in tutti i di�erenti 
ontesti �si
i in 
ui 
ompaiono leggi dievoluzione 
he rientrano nella 
lasse di equazioni sopra detta: al
uni esempi sono l'otti
anon lineare[12℄, la �si
a dei plasmi[14℄, la �si
a delle onde d'a
qua[10℄, i 
ondensati diBose-Einstein[15℄. 3



Nel 
orso delle prossime sezioni 
i o

uperemo innanzitutto di analizzare più in dettaglio gliaspetti matemati
i rilevanti della NLS: inizieremo studiando i suoi 
asi limite per indagarneseparatamente la natura dispersiva e la nonlinearità; a seguire verrà presentato il metododella trasformata spettrale, appli
andolo spe
i�
atamente all'equazione di S
hrödinger, 
onparti
olare attenzione alle soluzioni di tipo solitoni
o e approfondendo la distizione tra 
aso�fo
using� e �defo
using�. Per 
on
ludere presenteremo brevemente il metodo multis
alaper mostrare per
hè si può de�nire la NLS un'equazione modello della �si
a-matemati
a.
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Capitolo 2Analisi dei 
asi limite della NLSIniziamo 
on il 
onsiderare i due limiti, rispettivamente dispersivo e di non linearità forte,dell'equazione di S
hrodinger non lineare; in questo modo sarà possibile analizzare sepa-ratamente, nel primo 
aso il fenomeno di dispersione del pa

hetto d'onda, nel se
ondol'auto modulazione di fase, 
he nella forma 
ompleta della NLS 
on
orrono tra di loro.2.1 Limite dispersivoNel 
aso in 
ui il termine non lineare sia tras
urabile, la NLS si ri
ondu
e alla sempli
eequazione di S
hrödinger per parti
ella libera
iψt + γψxx = 0 (2.1)un 
lassi
o esempio di equazione lineare dispersiva. Tali equazioni entrano in gio
o nellades
rizione di propagazioni ondose in numerosi 
ontesti �si
i in approssimazione lineare, apartire dalle onde d'a
qua, fenomeni per i quali fu inizialmente sviluppata la teoria delladispersione, per proseguire 
on l'otti
a e l'a
usti
a. In tutte queste situazioni poi la teoriadelle onde dispersive lineari fornis
e una base per derivare numerose informazioni sui regiminon lineari[2℄. In maniera approssimativa un'equazione di�erenziale alle derivate parzialilineare si di
e dispersiva se ammette soluzione di onda piana della forma

Aei(kx−ωt) (2.2)
on A 
ostante e in 
ui è de�nta una pre
isa relazione tra k e ω, del tipo ω = ω(k), dettarelazione di dispersione: 
ondizione importante è 
he ω(k) sia reale, altrimenti si avrebberofenomeni di 
res
ita o de
res
ita esponenziale dell'ampiezza; è inoltre ri
hiesto ω′′

(k) 6= 0,in modo da es
ludere i due 
asi non disperisvi in 
ui ω è una 
ostante e in 
ui ω = ak + b,relazione 
he des
rive una propagazione ondosa iperboli
a elementare del tipo e−ibteik(x−at).5



Introdu
endo l'usuale de�nizione di velo
ità di fase ω
k , 
orrispondente alla velo
ità 
on 
ui simuove una 
resta dell'onda, si ha 
he quest'ultima, data la relazione di dispersione, è semprefunzione di k. Da 
iò deriva la denominazione di onde dispersive: difatti una generi
asoluzione, 
ostituita da sovrapposizione lineare di onde piane elementari, si disperde 
oltempo, dato 
he onde 
on valori di�erenti di k si propagano 
on di�erenti velo
ità di fase.Nel 
aso spe
i�
o dell'equazione di S
hrödinger, imponendo soluzione del tipo (2.2) si ri
avala seguente relazione di dispersione

ω = γk2 (2.3)Si vede per
iò 
he è soddisfatta la 
ondizione ω′′(k) = 2γ 6= 0; sostituendo nella (2.2) siarriva a una soluzione della forma
Aeikxe−iγk2t (2.4)in 
ui, sostituendo al 
oe�
iente generale l'espressione γ = ℏ

2m , si ri
onos
e l'evoluto tem-porale di un'autostato dell'operatore impulso nel 
aso di parti
ella libera (avendo opportu-namente usato la relazione p = ℏk).[5℄In modo più generale un'equazione di�erenziale lineare in 1+1 dimensioni del tipo della(2.1) si può s
rivere sotto forma di polinomio a 
oe�
ienti 
ostanti
P (

∂

∂t
,
∂

∂x
)ψ = 0 . (2.5)Cer
ando soluzioni di onda piana si ri
ava 
he, asso
iando alla derivazione rispetto al tempoun fattore −iω e alla derivazione rispetto alla 
oordinata x un fattore ik, la relazione didispersione è legata alla forma dell'equazione di�erenziale in questione e risulta essere unpolinomio del tipo

P (−iω, ik) = 0 .Questa è la forma più generale della relazione di dispersione asso
iata a un'equazione dis-persiva lineare; le sue radi
i ω(k), 
he in generale sono più di una, sono de�nite modi dipropagazione.Come in tutti i 
asi di equazioni di�erenziali lineari, la soluzione generale di un'equazione deltipo (2.5) si può poi s
rivere sotto forma integrale di Fourier, 
he nel 
aso di un solo modo è
ψ(x, t) =

1

2π

ˆ ∞

−∞
F (k)ei(kx−ω(k)t)dk ; (2.6)avendo a disposizione la 
ondizione iniziale ψ(x, 0) del problema, si ri
ava la funzione F (k)
ome sua trasformata di Fourier

F (k) =

ˆ ∞

−∞
ψ(x, 0)e−ikxdx . (2.7)6



Nel 
aso generale di n modi la (2.6) 
onterrà una sommatoria sui modi e per determinarele Fi(k) saranno inoltre ne
essarie n 
ondizioni iniziali.La forma generale di soluzione appena presentata, seppur 
orretta, non è generalmenterisolvibile sotto forma di funzioni elementari o spe
iali, per 
ui è tipi
amente piuttostodi�
ile da analizzare. E' però interessante e rilevante an
he a livello �si
o analizzare il
omportamento asintoti
o di una tale soluzione, nel 
aso in 
ui x, t ≫ 1 ma mantenendo�sso il rapporto x/t . Nel 
aso stesso della me

ani
a quantisti
a, ambito nel quale 
ompareappunto la (2.1), tale limite ha piena giusti�
azione �si
a, dato 
he i sistemi di parti
elledes
ritti hanno generalmente dimensioni e tempi 
aratteristi
i di interazione molto piùpi

oli delle dimensioni e dei tempi dell'apparato di misura.De�nendo allora
χ(k) = ω(k)− kx

t
, (2.8)si può ris
rivere l'integrale nel seguente modo

ψ(x, t) =

ˆ

F (k)e−iχ(k)tdk ; (2.9)nel limite di grandi tempi e distanze il fattore di fase sotto integrale è fortemente os
illante,data la sua dipendenza lineare 
on t; quindi, per il Lemma di Riemann-Lebesgue, l'integrale(2.9) è nullo tranne 
he negli intervalli di k in 
ui la fase non è fortemente variabile, ovveronell'intorno dei punti stazionari K dove χ′

(K) = ω
′

(K) − x
t = 0. Appli
hiamo per
iò ilmetodo della fase stazionaria[3℄, 
onsiderando da qui in poi il 
aso in 
ui il punto K siasingolo, e sviluppiamo i termini dipendenti da k intorno a tale punto

F (k) ⋍ F (K) ,

χ(k) ⋍ χ(K) + 1
2χ

′′

(K)(k −K)2 ;
(2.10)ponendo

χ
′′

(K) = signχ
′′

(K) ·
∣

∣

∣
χ

′′

(K)
∣

∣

∣
, u =

√

1
2 |χ

′′

(K)| t(k−K) , du =
√

1
2 |χ

′′

(K)| tdk ,si ri
ava
ψ ⋍ F (K)e−iχ(K)te−isignχ

′′

(K)

√

2

|χ′′(K)| t

δ

√

∣

∣

∣

∣

χ
′′

(K)

∣

∣

∣

∣

t/2
ˆ

−δ

√

∣

∣

∣

∣

χ
′′

(K)

∣

∣

∣

∣

t/2

e−iu2
du , (2.11)in 
ui si è 
onsiderato 
he il 
ontributo prin
ipale all'integrale sia tra K − δ e K + δ. L'in-tegrale rimanente è un integrale di Fresnel 
on argomento 
omplesso e supponiamo 
he tsia su�
ientemente grande da poter ben approssimare l'integrale 
on il suo valore 
al
olato7



sull'intera retta reale; si ha quindi
δ

√

∣

∣

∣

∣

χ
′′

(K)

∣

∣

∣

∣

t/2
ˆ

−δ

√

∣

∣

∣

∣

χ
′′

(K)

∣

∣

∣

∣

t/2

e−iu2
du ⋍

ˆ +∞

−∞
e−iu2

du = e−iπ
4
√
π .Ripristinando le variabili �si
he si ri
ava 
he lo sviluppo asintonti
o della soluzione (2.6) èil seguente

ψ(x, t) ⋍ F (K)

√

2π

t |ω′′(K)|e
−i(Kx−ω(K)t)−iπ

4
signω

′′

(K) . (2.12)Si può ri
avare 
he eventuali 
orrezioni a tale formula, ottenute 
onsiderando termini su
-
essivi nello sviluppo di F (k) e χ(k) intorno a K, sono di ordine O(1t ); nel limite t ≫ 1si suppone quindi 
he tali termini siano su�
ientemente pi

oli da essere tras
urabili. Danotare inoltre 
he, 
omparendo ω′′

(K) a denominatore nella (2.12), il pro
edimento sinorae�ettuato si basa sulla ri
hiesta ω
′′

(K) 6= 0; se questo non fosse, 
onsiderato 
he var-rebbe an
he χ′′

(K) = 0, sarebbe ne
essario 
onsiderare da subito i termini su

essivi dellosviluppo (2.10).La (2.12) si può poi porre in forma di onda piana ψ = Aeiθ, ri
onos
endo
A = F (K)

√

2π

t |χ′′(k)|e
−iπ

4
signχ

′′

(K) , θ = Kx− ω(K)t ; (2.13)il punto K è funzione dello spazio e del tempo se
ondo la relazione
ω

′

(K) =
x

t
(2.14)e si ha quindiK(xt ). Si de�nis
e allora velo
ità di gruppo ω′

(K) 
ome la velo
ità 
on la qualesi vedrebbe l'onda avere sempre lo stesso valore di K; al 
ontrario la velo
ità di fase è la ve-lo
ità per 
ui si vede l'onda avere sempre la stessa fase. Imponendo θ(x, t) = θ0 e derivando
θx
dx

dt
+ θt = 0 =⇒ dx

dt
= − θt

θx
=
ω

k
,si ottiene 
he tale l'espressione 
oin
ide 
on la de�nizione data in pre
edenza.Consideriamo ora il 
aso dell'equazione di S
hrödinger lineare: ri
ordando ω(k) = γk2 si ri-
ava dalla (2.14) 
he vale θ(x, t) = xK−ωt = x2

4γt ; la (2.12) assume quindi la forma seguente
ψ = F (

x

2γt
)

√

π

γt
e−iπ

4 e
i x2

4γt . (2.15)8
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o del pa

hetto d'onda nel 
aso di forma d'onda inizialegaussianaAnalizziamo ora la (2.15): si nota 
he la dipendenza di A da spazio e tempo, a parteun termine t−1/2
he la fa de
res
ere 
on il tempo, rientra nel termine F (K(xt )) 
he è unafunzione lentamente variabile nello spazio e nel tempo; 
al
olando infatti Fx = 1
2γt e Ft =

− x
2γt2

e, ri
ordando t ≫ 1,x/t = O(1), si ha Fx,Ft ≪ 1. La fase al 
ontrario dipende da
x2

t = O(x), 
he è un fattore molto grande e porta a un e�etto di rapida os
illazione.Con l'esempio parti
olare dell'equazione di S
hrödinger si può dunque mostrare un 
om-portamento generale della soluzione asintoti
a dispersiva, 
ostituita da treni d'onda nonuniformi 
he os
illano molto velo
emente, modulati in ampiezza da una forma (asso
i-ata nel 
aso di uni
o modo alla trasformata di Fourier della forma d'onda iniziale) 
hevaria molto più lentamente. Si parla solitamente di onda portante, modulata da un'ondad'inviluppo (vedi Figura 2.1).Per 
on
ludere mostriamo il 
omportamento nel regime asintoti
o del modulo quadro del-l'onda, importante per
hè solitamente asso
iato all'energia o, 
ome nel 
aso dell'equazionedi S
hrödinger, alla densità di probabiltà: de�nendo la quantità
Q(t) =

ˆ x2

x1

|ψ(x, t)|2 dx ≃ 2π

ˆ x2

x1

F (K)F ∗(K)

tω′′(K)
dx (2.16)e 
ambiando variabile per passare ad un'integrale in K si ri
ava, ri
ordando la (2.14)

Q(t) ≃ 2π

ˆ K2

K1

|F (K)|2 dK , dove Kj = K(
xj
t
) , j = 1, 2 (2.17)espressione 
he porta a dire 
he la quantità Q(t) 
al
olata fra due parti
olari valori di K,nonostante questi ultimi si propaghino nel tempo 
on la velo
ità di gruppo, si 
onserva;9



quindi se nel sistema �si
o in questione una 
erta quantità di energia è all'inizio 
on�natain un determinato intervallo di numeri d'onda, tale resterà an
he in seguito, an
he sel'intervallo spaziale 
orrispondente si allargherà 
on il tempo se
ondo la legge (ottenutadalla (2.14)) x2 − x1 = (ω
′

(K2)− ω′

(K1))t .Nel 
aso della parti
ella libera il tutto 
orrisponde a dire 
he il pa

hetto iniziale, purdisperdendosi, 
onserva la probabilità 
he la parti
ella possegga un impulso 
ompreso inun determinato intervallo di valori.2.2 Limite di non linearità forteIl 
aso opposto al pre
edente si presenta nel 
aso in 
ui sia inve
e tras
urabile il terminedispersivo, 
on la NLS 
he assume la forma
iψt = 2σ |ψ|2 ψ ; (2.18)si può ri
avare fa
ilmente 
he la (2.18) ammette soluzioni 
on ampiezza 
ostante nel tempo:difatti è su�
iente 
onsiderare l'equazione 
oniugata
−iψ̄t = 2σ |ψ|2 ψ̄e notare 
he

|ψ|2t = ψtψ̄ + ψψ̄t = −2iσ |ψ|4 + 2iσ |ψ|4 = 0 .Cer
hiamo allora soluzioni del seguente tipo
ψ(x, t) = A(x)eiφ(x,t) , φ(x, t) ∈ Re dall'equazione (2.18) si ri
ava

φt = −2σ |A|2 =⇒ φ(x, t) = φ0(x)− 2σ |A|2 t ;possiamo allora s
rivere la forma generale della soluzione:
ψ(x, t) = A(x)eiφ0(x)e−2iσ|A(x)|2t . (2.19)La (2.19) evolve dunque nel tempo senza alterare il pro�lo iniziale A(x)eiφ0(x), ma 
onuna variazione della fase il 
ui segno dipende da σ (
aso �fo
using� o �defo
using�); talespostamento di fase aumenta linearmente 
ol tempo e ha una dipendenza spaziale 
he
oin
ide 
on quella del modulo quadro dell'onda (quindi del pro�lo iniziale stesso). Si parlain questo 
aso di auto modulazione di fase.
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Capitolo 3Metodo della trasformata spettralePrendiamo ora in 
onsiderazione la forma 
ompleta dell'equazione di S
hrödinger non lin-eare: 
ome a

ennato in pre
edenza, uno dei motivi per 
ui è importante studiare taleequazione 
onsiste nel fatto 
he è stato sviluppato un metodo per ri
avarne soluzioni es-pli
ite. Esso prende il nome di Metodo della Trasformata Spettrale e fu introdotto inizial-mente per risolvere un'altra equazione modello della �si
a, l'equazione di Korteweg-deVries(KdV)[17℄ ma fu ben presto generalizzato, grazie al lavoro di Lax [7℄, e la sua grande rile-vanza è difatti asso
iata alla possibilità di appli
arlo a numerosi altri problemi, tra i qualiappunto la risoluzione della NLS[6℄. Si può 
onsiderare 
ome la generalizzazione non lin-eare del metodo della trasformata di Fourier per risolvere equazioni di�erenziali alle derivateparziali lineari e infatti il ragionamento è analogo, basato sulla sempli�
azione del problemari
ondu
endosi, note le 
ondizioni iniziali e tramite il 
al
olo della trasformata, a uno spazioin 
ui l'evoluzione temporale è sempli
e, per poi ri
avare le funzioni al tempo t appli
andola trasformata inversa. In questa sede presenteremo il problema nella forma introdotta daAblowitz, Kaup, Newell e Segur[8, 9℄ e 
i ridurremo a prendere in 
onsiderazione il 
asospe
i�
o della risoluzione dell'equazione non lineare di S
hrödinger, presentato per la primavolta da Zakharov e Shabat.Per introdurre il metodo de�niamo un generi
o sistema lineare
{

vx = U(x, t, λ)v

vt = V (x, t, λ)v
(3.1)in 
ui v(x, t) = (v1(x, t), ... , vn(x, t))

+ è un vettore di n funzioni note e U e V sono generi
ioperatori matri
iali lineari nxn dipendenti da spazio, tempo e da un paramentro 
omplesso
λ indipendente da x e t. Ri
hiedendo 
he il sistema soddis� la 
ondizione di integrabilità
vxt = vtx si ri
ava per gli operatori la 
ondizione di 
ompatibilità:

Ut − Vx − [U, V ] = 0 . (3.2)11



Si possono a questo punto s
egliere i due operatori in una forma tale 
he la 
ondizione di
ompatibilità si ri
ondu
a proprio alla NLS (e

o il �mira
olo� dell'integrabilità); in parti-
olare è su�
iente 
onsiderare operatori 2x2 e s
egliere
U =

(

−iλ q(x, t)
r(x, t) iλ

) (3.3)e
V = 2iλ2

(

−1 0
0 1

)

+ 2λ

(

0 q
0

)

+

(

iqr −iqx
irx −iqr

) (3.4)e porre r = −σq̄ per ottenere infatti
iqt = qxx + 2σq |q|2 (3.5)in 
ui si ri
onos
e appunto l'equazione non lineare di S
hrödinger e il fattore σ = ±1distingue nei due 
asi �fo
using� e �defo
using�; il sistema (3.1) 
on la s
elta di (3.3) e (3.4)si de�nis
e 
oppia di Lax per la NLS.3.1 Problema direttoAnalizziamo più in dettaglio la prima equazione del sistema (3.1), 
on l'operatore U s
eltonella forma (3.3) e sostituendo l'espressione di r(x, t) :

vx =

(

−iλ q(x, t)
−σq̄(x, t) iλ

)

v (3.6)Si ri
onos
e 
he la (3.6) 
on λ ∈ R rappresenta un problema di s
attering da potenziale perle due 
omponenti del vettore v, in 
ui i potenziali in questione sono q e −iσq̄. Ipotizziamo
he q → 0 per |x| → ∞ e ri
aviamo i possibili 
omportamenti asintoti
i delle soluzioni delproblema di s
attering
φ(1) ∼ (

1
0
)e−iλx e φ(2) ∼ (

0
1
)eiλx x→ −∞

ψ(1)
∼ (

1
0
)e−iλx e ψ(2)

∼ (
0
1
)eiλx x→∞ .

(3.7)Si nota 
he, per λ reale, tali soluzioni os
illano all'in�nito, per 
ui λ ∈ R 
ostituis
e lo spet-tro 
ontinuo del problema. Le due 
oppie di soluzioni {φ(1), φ(2)}e {ψ(1), ψ(2)
} sono inoltrelinearmente indipendenti e 
ostituis
ono due basi dell'insieme di soluzioni del problema dis
attering. Fra di loro saranno quindi legate da una relazione del tipo12



φ(1) = T 11(λ)ψ(1) + T 12(λ)ψ(2)

φ(2) = T 21(λ)ψ(1) + T 22(λ)ψ(2) (3.8)in 
ui i 
oe�
ienti delle 
ombinazioni lineari 
ostituis
ono i termini di quella 
he si de�nis
ematri
e di s
attering. Introdu
endo inoltre il Wronskiano di due vettori
W (u, v) = u1v2 − v2u1 (3.9)si ri
ava fa
ilmente 
he

d

dx
W (u, v) = 0se u e v sono soluzioni del sistema (3.6). Si ottiene poi, sfruttando le (3.7) e il fatto
he il Wronskiano sia 
ostante, 
he W (φ(1), φ(2)) = W (ψ(1), ψ(2)) = 1 e W (φ(i), φ(i)) =

W (ψ(j), ψ(j)) = 0 per i, j = 1, 2. Si ri
avano per
iò le seguenti espressioni per i terminidella matri
e di s
attering
T 11(λ) =W (φ(1), ψ(2)) , T 12(λ) = −W (φ(1), ψ(1))

T 21(λ) =W (φ(2), ψ(2)) , T 22(λ) = −W (φ(2), ψ(1))
(3.10)A questo punto introdu
iamo il pro
edimento per dimostrare l'esistenza, uni
ità e analiti
-ità delle soluzioni del problema di s
attering. Moltipli
ando le 
omponenti della (3.6) per

eiλx si ri
ava
v1xe

iλx + iλv1e
iλx = qv2e

iλx

v2xe
iλx + iλv2e

iλx = −σq̄v1eiλx + 2iλv2e
iλx ; (3.11)ponendo poi v = ψ(1)e de�nendo ν− = ψ(1)eiλx si può ris
rivere il sistema (3.11) 
ome

ν−1x = qν−2
ν−2x = −σq̄ν−1 + 2iλν−2

; (3.12)sapendo dalle (3.7) 
he per x → ∞ si ha ν− → (

1
0

) si ottiene per le 
omponenti delvettore ν− un sistema di equazioni integrali di Volterra
ν−1 (λ) = 1−

ˆ ∞

x
q(y)ν−2 (y, λ)dy , (3.13)

ν−2 (λ) = σ

ˆ ∞

x
q̄(y)ν−1 (y, λ)e

2iλ(x−y)dy . (3.14)13



Sostituendo l'espressione di ν−2 nella prima equazione si ri
ava
ν−1 = 1− σ

ˆ ∞

x
q(y)dy

ˆ ∞

y
q̄(z)ν−1 (λ, z)e

2iλ(y−z)dz (3.15)equazione 
he si può porre nella seguente forma
(1̂− M̂)ν−1 = 1 (3.16)
on

M̂ν−1 = −σ
ˆ ∞

x
q(y)dy

ˆ ∞

y
q̄(z)ν−1 (λ, z)e

2iλ(y−z)dz . (3.17)Posta in questo modo si può dimostrare 
he, sotto la ri
hiesta 
he q(x, t) ∈ L1(−∞,∞),l'equazione (3.16) può essere risolta in serie di Neumann assolutamente 
onvergente; siri
ava poi ν−2 dalla se
onda di (3.13). Cal
olando sempre dal sistema (3.13) l'espressionedi ν−λ si dimostra in maniera analoga 
he la soluzione ν−(λ, x) è in realtà prolungabile peranaliti
ità nel semipiano Imλ ≤ 0.[10℄Il pro
edimento appena seguito ha permesso di trasformare il problema iniziale, 
ostituitoda un sistema di equazioni di�erenziali lineari alle derivate parziali, 
on 
orrispondenti 
on-dizioni al 
ontorno, in un sistema di equazioni integrali di Volterra. La sempli�
azione stanel fatto 
he gli operatori integrali sono 
ompatti, da 
ui, per il teorema dell'alternativa diFredholm, la soluzione all'equazione (3.16) è uni
a e si ri
ava appunto in serie di Neumann.Analogamente si possono ri
avare opportune equazioni integrali an
he per gli altri vettoriasso
iati alle soluzioni φ(2),ψ(1),ψ(2); riportiamo ad esempio an
he le equazioni relative a
ν+ = ψ(2)e−iλx

ν+1 (x, λ) = −
ˆ ∞

x
q(y)e−2iλ(x−y)ν+2 (y, λ)dy , (3.18)

ν+2 (x, λ) = 1 + σ

ˆ ∞

x
q̄(y)ν+1 (y, λ)dy . (3.19)In 
on
lusione si possono ottenere in serie di Neumann le espressioni di

µ+ = φ(1)eiλx , µ− = φ(2)e−iλx

ν+ = ψ(2)e−iλx , ν− = ψ(1)eiλx
(3.20)e si ri
ava 
he i vettori 
on l'api
e + sono prolungabili (sempre nell'ipotesi q ∈ L1(−∞,∞))per analiti
ità nel semipiano Imλ ≥ 0, mentre i vettori 
on l'api
e - lo sono nel semipiano

Imλ ≤ 0. Da queste informazioni si possono quindi ri
avare i termini della matri
e di s
at-tering tramite le espressioni (3.10) e se ne ri
ava an
he 
he T 11(λ) è analiti
a in Imλ ≥ 0,
T 22(λ) in Imλ ≤ 0, mentre i termini T 12(λ) e T 21(λ) non sono in generale prolungabili14



analiti
amente al di fuori dell'asse reale. Sotto ipotesi più stringenti sui potenziali si puòestendere il dominio di analiti
ità dei vettori e, 
onseguentemente, dei termini T ij(λ); seinfatti q(x) va a zero all'in�nito più rapidamente di e−2η|x|, 
on η > 0, si può prolungareper analiti
ità T 11(λ) in Imλ ≥ −η, T 22(λ) in Imλ ≤ η e T 12(λ), T 21(λ) nella stris
ia
−η ≤ Imλ ≤ η. Se i potenziali sono a supporto 
ompatto, quindi, tutti i vettori e i terminidella matri
e sono prolungabili analiti
amente in tutto il piano 
omplesso.[10℄In 
on
lusione notiamo 
he dalle equazioni integrali per µ±, al limite x → ∞, osservando
he e−iλxµ+ = φ(1) →

(

T 11(λ)e−iλx

T 22(λ)eiλx

) e ri
avando una formula analoga per eiλxµ−, siottiene la rappresentazione integrale per gli elementi della matri
e di s
attering
T 11(λ) = 1 +

ˆ ∞

−∞
q(y)µ+2 (y, λ)dy , T 12(λ) = −σ

ˆ ∞

−∞
q̄(y)µ+1 (y, λ)e

2iλydy , (3.21)
T 21(λ) =

ˆ ∞

−∞
q(y)µ−2 (y, λ)e

2iλydy , T 22(λ) = 1− σ
ˆ ∞

−∞
q̄(y)µ−1 (y, λ)e

2iλydy , (3.22)in 
ui si ritrovano le 
onsiderazioni fatte pre
edentemente riguardo l'analiti
ità dei varielementi.3.2 Stati legati e spettro dis
retoNella sezione pre
edente abbiamo risolto il sistema (3.6) per λ ∈ R, ovvero nel 
aso dispettro 
ontinuo; possiamo ora andare a ri
er
are l'esistenza o meno di stati legati (adesempio di 
lasse L2(−∞,∞)), dato 
he a essi è asso
iata la presenza di spettro dis
reto.Abbiamo pre
edentemente notato 
he per λ ∈ R tutte le soluzioni os
illano all'in�nito,quindi lo spettro dis
reto, se è presente, è ne
essariamente 
omplesso; 
onsiderando allora
φ(1), analiti
a per Imλ ≥ 0, si ha 
he va a zero per x→ −∞ e Imλ strettamente positivo.Per x→∞, usando la prima delle (3.8), si ri
ava

φ(1) ∼
(

T 11(λ)e−iλx

T 12(λ)eiλx

) (3.23)da 
ui si nota 
he la se
onda 
omponente si annulla all'in�nito mentre la prima divergeesponenzialmente a meno 
he T 11(λ) non si annulli. Si ha quindi 
he φ(1) ∈ L2(−∞,∞)per quei valori di λn tali 
he
T 11(λn) = 0 , Imλn > 0Analogamente si ri
ava 
he le soluzioni di tipo φ(2) 
ostituis
ono stati legati per λ̃m tali 
he
T 22(λ̃m) = 0 , Imλ̃m < 0Lo spettro dis
reto del problema (3.6) risulta quindi essere 
ostituito da tali valori15



{

λn, λ̃m ; n = 1, ...N em = 1, ....Ñ
} 
he si possono e�ettivamente dimostrare essere dis
retie 
ontenuti in una regione limitata del piano 
omplesso, rispettivamente del semipianosuperiore per i λn e di quello inferiore per i λ̃m (essi non possono infatti a

umularsiall'in�nito per
hè, 
ome si può ri
avare dalle (3.21)(3.22), si ha T 11(λ) → 1, |λ| → ∞,

Imλ > 0 e T 22(λ)→ 1,|λ| → ∞, Imλ < 0 ).In 
orrispondenza di questi valori si ri
ava, sempre dalle (3.10) 
he le soluzioni φ(1) e
ψ(2)sono linearmente dipendenti 
osì 
ome lo sono φ(2) e ψ(1); in parti
olare possiamo s
ri-vere

φ(1)(λn) = bnψ
(2)(λn) con bn = T 12(λn)

φ(2)(λ̃m) = b̃nψ
(1)(λ̃m) con b̃m = T 21(λ̃m)

, (3.24)avendo ipotizzato 
he i termini fuori diagonale della matri
e di s
attering siano prolungabiliper analiti
ità in una stris
ia 
ontenente i valori dello spettro dis
reto. Analizziamo a questopunto la di�erenza tra il 
aso �fo
using� e il 
aso �defo
using�: il sistema (3.6) si può porrean
he in forma di problema agli autovalorî
Lv = λv (3.25)in 
ui L 
ostituis
e l'operatore di�erenziale

L̂ =

(

i∂x −iq
−iσq̄ −i∂X

)

. (3.26)Si dimostra allora 
he nel 
aso �defo
using� (σ = −1) tale operatore è autoaggiunto,mostrando 
he vale (v,L̂u) = (L̂v, u), 
on vi, uj ∈ L2(R) e il prodotto s
alare de�nitoda (v, u) =
´

R
(v+1 u1 + v+2 u2)dx; nel 
aso �fo
using� (σ = 1) inve
e l'operatore non lo è.Poi
hè un operatore autoaggiunto ha sempre spettro reale quanto appena mostrato impli
a
he nel 
aso �defo
using� è assente la parte di spettro dis
reto, asso
iata a valori ne
essaria-mente 
omplessi. A livello �si
o questa di�erenza è notevole per
hè, 
ome illustreremo piùavanti, i termini di spettro dis
reto sono asso
iati a soluzioni di tipo solitoni
o della NLS.In ultimo riportiamo 
he la relazione r(x, t) = −σq(x, t) 
omporta delle simmetrie nellesoluzioni del problema diretto di s
attering, 
osa 
he sempli�
a in realtà la natura dellospettro e della matri
e di s
attering. Coniugando il sistema (3.6) e moltipli
ando la primaequazione per −σ si ri
ava infatti 
he, se il vettore (v1(λ), v2(λ)) è soluzione del problema,allora lo è an
he il vettore

(

v̄2(λ̄)
−σv̄1(λ̄)

)

;per quanto riguarda il 
omportamento asintoti
o delle soluzioni, si mostra per
iò 
he16



φ(2)(λ) =

(

−σφ̄(1)2 (λ̄)

φ̄
(1)
1 (λ̄)

)

, ψ(1)(λ) =

(

ψ̄
(2)
2 (λ̄)

−σψ̄(2)
1 (λ̄)

)

. (3.27)Da queste relazioni si ri
ava per i termini della matri
e di s
attering, ri
odando le (3.8):
T 22(λ) = T̄ 11(λ̄) e T 21(λ) = σT̄ 12(λ̄) , (3.28)quindi si ha N = Ñ , λ̃n = λ̄n , b̃n = σb̄n .Da qui in poi pro
ederemo dunque tenendo 
onto delle riduzioni asso
iate al 
aso r(x, t) =

−σq(x, t).3.3 Evoluzione temporaleA questo punto è ne
essario analizzare espli
itamente la dipendenza temporale dei terminidella matri
e di s
attering: per farlo 
i interessiamo alla se
onda riga del sistema (3.1) eimponiamo 
he le soluzioni pre
edentemente trovate per problema di s
attering siano an
hesoluzioni di
vt = V (λ, x, t)v . (3.29)In realtà 
on l'operatore V s
elto nella forma (3.4) questa 
ondizione non può essere soddis-fatta dalle (3.7), ma si può notare 
he la (3.2) rimane invariata se a V si sostituis
e V + cI,in 
ui I è l'operatore identità e c è una generi
a funzione indipendente da x.Ri
hiedendo allora 
he φ(1) sia soluzione del problema

vt =

(

−2iλ2 − iσ |q|2 + c 2λq − iqx
−2σλq̄ − iσq̄x 2iλ2 + iσ |q|2 + c

)

v (3.30)si ri
ava per la prima 
omponente
φ
(1)
1t = (−c− 2iλ2 − iσ |q|2)φ(1)1 + (2λq − iqx)φ(2)1e, ri
ordando i 
omportamenti asintitoti
i (3.7),(3.23) e 
he q va a zero per |x| → ∞, siottiene
eiλx(−2iλ2 + c) ∼ 0 per x→ −∞ ovvero c = 2iλ2da 
ui
T 11
t e−iλx ∼ 0 ovvero T 11

t (λ) = 0 .Pro
edendo analogamente per la se
onda 
omponente si ri
ava
T 12
t − 4iλ2T 12 = 0 .Imponendo an
he φ(2)
ome soluzione del sistema (3.30) si possono ri
avare le leggi dievoluzione temporale an
he per i termini T 21e T 22, ma date le proprietà di simmetria(3.28) nei 
asi di nostro interesse non è ne
essario 
onsiderarle.17



A questo punto, analizzando le equazioni appena ri
avate per le derivate temporali deitermini della matri
e di s
attering, si nota 
he T 11(λ) è una 
ostante del moto, 
osì 
ome isuoi zeri λn, per 
ui il problema (3.6) risulta isospettrale, dato 
he lo spettro dis
reto non simodi�
a 
on il tempo. Allo stesso modo T 12(λ, t) risulta obbedire a una legge di evoluzionede
isamente sempli
e da risolvere, difatti si ha
T 12(λ, t) = T 12(λ, 0)e4iλ

2t (3.31)ed è 
on queste 
onsiderazioni 
he si 
omprende l'utilità del metodo della trasformata spet-trale. De�niamo a questo punto i dati spettrali
S(λ) = {ρ12(λ), λn , cn , 1 ≤ n ≤ N} (3.32)dove

ρ12(λ) =
T 12(λ)

T 11(λ)
, cn =

bn
dT 11

dλ

∣

∣

∣

λn

;Ri
ordando 
he lo spettro dis
reto rimane �sso nel tempo e osservando 
he ρ12, br , datala loro lineare dipendenza da T 12(per sempli
ità ipotizziamo 
he si possa s
rivere e�ettiva-mente br = T 12(λr)), soddisfano una legge di evoluzione lineare del tipo (3.31), si ha
ρ12(λ, t) = ρ12(λ, 0)e

4iλ2t

br(t) = br(0)e
4iλ2t .

(3.33)Des
riviamo allora il pro
edimento 
omplessivo del Metodo della Trasformata Spettrale:il primo passaggio 
onsiste nel risolvere il problema diretto (DST, da �Dire
t S
atteringTransform�) per determinare, noto il potenziale al tempo iniziale q(x, 0), i dati spettrali
S(λ, 0). A questo punto, date le espressioni (3.33), si possono ri
avare i dati spettrali S(λ, t)a qualunque tempo, tramite una sempli
e evoluzione lineare; per 
on
ludere è ne
essarioa�rontare il problema inverso (IST, da �Inverse S
attering Transform�), 
he des
riveremonella sezione su

essiva, per ri
avare il potenziale q(x, t).Possiamo quindi riassumere il tutto tramite il seguente s
hema

q(x, 0) −→ S(λ, 0)
↓

↓ evol. lineare
↓

q(x, t) ←− S(λ, t)Non resta dunque 
he analizzare il problema di s
attering inverso.18



3.4 Problema inversoIl problema inverso 
onsiste nel determinare i potenziali, noti i dati spettrali S(λ); il prob-lema di s
attering (3.8), tenendo 
onto delle de�nizioni (3.20) e dividendo nella prima per
T 11 e nella se
onda per T 22, diventa

µ+

T 11 = ν− + e2iλxρ12ν
+

µ−

T 22 = ν+ + σe−2iλxρ̄12ν
− ,

(3.34)in 
ui si sono utilizzande le relazioni (3.28). Consideriamo ora i domini di analiti
ità deidue termini di destra nella prima delle (3.34): nel 
aso meno stringente in 
ui q ∈ L1(R)si ha ν− analiti
a nel semipiano inferiore, mentre, per le 
onsiderazioni fatte in pre
edenzariguardo T 12, il termine 
ontentente ρ12 non è in generale analiti
o oltre λ ∈ R. Per questomotivo, de�nendo i proiettori
P±
λ (f(λ

′

)) =
1

2πi

ˆ

f(λ
′

)

λ
′ − (λ± iǫ)dλ

′

λ ∈ R , (3.35)si dimostra[4℄ 
he se f(λ) veri�
a la 
ondizione di Hölder1 allora P±
λ (f(λ

′

)) sono funzionianaliti
he nel semipiano 
omplesso superiore/inferiore rispettivamente e nel limite ǫ → 0vale
P±
λ (f(λ

′

)) =
1

2πi

 

f(λ
′

)

λ′ − λdλ
′ ± 1

2
f(λ) λ ∈ R (formula di Plemelj − Sokowski) , (3.36)(in 
ui ffl rappresenta l'integrale al valor prin
ipale se
ondo Cau
hy), da 
ui la proprietà

P+
λ (f(λ

′

))− P−
λ (f(λ

′

)) = f(λ) , ∀λ ∈ R .A questo punto si può s
rivere, sotto l'ipotesi appunto 
he ρ12e2iλxν+soddis� la 
ondizionedi Hölder,
ρ12e

2iλxν+ = P+
λ (ρ12e

2iλ
′

xν+)− P−
λ (ρ12e

2iλ
′

xν+) ,separando la parte analiti
a nel semipiano superiore da quella analiti
a nel semipiano in-feriore. Il termine a sinistra della prima delle (3.34), inve
e, è analiti
o per Imλ ≥ 0,tranne nei punti in 
ui T 11(λ) si annulla (
orrispondenti allo spettro dis
reto del problemadi s
attering); suppondendo 
he tali poli λr siano sempli
i, si può s
rivere
µ+

T 11
= g+(λ) +

N
∑

r=1

µ+(λr)

dT 11

dλ

∣

∣

∣

λr

1

λ− λr
,1Ossia 
he ∃α > 0 e µ ∈ ]0, 1]tali 
he: |f(λ1)− f(λ2)| ≤ α |λ1 − λ2|

µ
, ∀λ1, λ2 ∈ R19




on g+(λ) funzione analiti
a nel semipiano superiore e il se
ondo termine prolungabile peranaliti
ià nel semipiano inferiore (dato 
he Imλr ≥ 0). A questo punto si riprende la primadelle (3.34) nel suo 
omplesso, la si ris
rive separandone i termini in base al loro dominiodi analiti
ità e si ottiene
g+(λ)− P+

λ (ρ12e
2iλ

′

xν+) = ν− − P−
λ (ρ12e

2iλ
′

xν+)−
N
∑

r=1

µ+(λr)

dT 11

dλ

∣

∣

∣

λr

1

λ− λr
. (3.37)Si ha quindi 
he il primo membro è analiti
o nel semipiano superiore, il se
ondo nel semipi-ano inferiore, per 
ui entrambi i membri si possono prolungare per analiti
ità in tutti il piano
omplesso; per il teorema di Liouville, per
iò, tali membri sono uguali a una 
ostante, parial valore a 
ui tendono per |λ| → ∞. Per mostrare quest'ultima a�ermazione utilizziamo leequazioni integrali (3.13)(3.14) e notiamo 
he per |λ| → ∞ e Imλ < 0, vale ν− ∼

(

1
0

)

.Noto il 
omportamento all'in�nito, la (3.37) impli
a 
he
g+(λ)− P+

λ (ρ12(λ
′

)2iλ
′

xν+(λ
′

)) =

(

1
0

)

ν−(λ)− P−
λ (ρ12(λ

′

)e2iλ
′

xν+(λ
′

))−∑N
r=1

cr
λ−λr

e2iλrxν+(λr) =

(

1
0

)

,
(3.38)in 
ui si è usata la prima di (3.24) e si è posto

µ+(λr) = brν
+(λr)e

2iλrx .Ripetendo il ragionamento di 
ui sopra per la se
onda delle (3.34), e sfruttando le 
onsid-erazioni di simmetria per lo spettro dis
reto e i termini della matri
e di s
attering, si ri
ava
g−(λ)− P−

λ (ρ21e
−2iλ

′

xν−(λ
′

)) =

(

0
1

)

ν+(λ)−∑N
r=1

σc̄r
λ−λ̄r

e−2iλ̄rxν−(λ̄r)− P+
λ (σρ̄12(λ̄

′

)e−2iλ
′

xν−(λ
′

)) =

(

0
1

) , (3.39)
on
µ−(λ̄r) = σb̄rν

−(λ̄r)e
−2iλ̄rxAlle (3.38)(3.39) si aggiungono le 2N equazioni spinoriali:20



ν−(λ̄j)− P−
λ (ρ12(λ

′

)e2iλ
′

xν+(λ
′

))−∑N
r=1

cr
λ−λr

e2iλrxν+(λr) =

(

1
0

)

ν+(λj)−
∑N

r=1
σc̄r
λ−λ̄r

e−2iλ̄rxν−(λ̄r)− P+
λ (σρ̄12(λ̄

′

)e−2iλ
′

xν−(λ
′

)) =

(

0
1

) j = 1, ...N ,(3.40)ottenute valutando le equazioni (3.38)(3.39) in λj e λ̄j rispettivamente.Le (3.38)(3.39)(3.40) permettono quindi di ri
avare le ν±(λ, t), ma l'obiettivo �nale delmetodo della trasformata spettrale era quello di ri
avare le soluzioni dell'equazione diS
hödinger non lineare; rimane quindi da determinare l'espressione del potenziale q(x, t).Per far 
iò 
onsideriamo le (3.18)(3.19) nel 
aso |λ| ≫ 1; sostituendo il primo ordine ν+2 ∼ 1nella prima equazione, integrando per parti e tornando a sostituire nella se
onda si ri
avalo sviluppo seguente
ν+1 = 1

2iλq(x) +O( 1
λ2 )

ν+2 = 1 + σ
2iλ2

´∞
x |q(y)|

2 dy +O( 1
λ2 )

. (3.41)La prima delle (3.41) 
i permette di interpretare q(x) 
ome proporzionale al residuo di
ν+1 (x, λ); ri
ordando |λ| ≫ 1 si ri
ava dalla se
onda delle (3.39) per ν+1

ν+1 (λ) =
1

λ

(

σ

N
∑

r=1

c̄re
−2iλ̄rxν−1 (λ̄r)−

σ

2πi

ˆ ∞

−∞
dλ

′

ρ̄12(λ̄
′

)e−2iλ
′

xν−1 (λ
′

)

)

, (3.42)in modo da ottenere, moltipli
ando per 2iλ, la rappresentazione spettrale della soluzionedella NLS
q(x, t) = 2iσ

N
∑

r=1

c̄r(t)e
−2iλ̄rxν−1 (λ̄r, t)−

σ

π

ˆ −∞

−∞
dλ

′

ρ̄12(λ̄
′

, t)e−2iλ
′

xν−1 (λ
′

, t) . (3.43)Analizziamo quindi il risultato ottenuto: la (3.43) 
onsta di due termini, il primo 
orrispon-dente alla presenza di spettro dis
reto nel problema di s
attering, il se
ondo asso
iato allasoluzione di spettro 
ontinuo. Quest'ultima parte assume una forma 
he ri
hiama l'inte-grale di Fourier della (2.6) e difatti rappresenta la parte di radiazione delle soluzioni dellaNLS, 
he si 
omporta 
ome nel 
aso dispersivo lineare.Il primo termine della (3.43) dà luogo inve
e a uno o più soluzioni ondose (a se
ondadi quanti siano i λr nello spettro dis
reto) fortemente lo
alizzate denominate solitoni: talionde si propagano 
on velo
ità 
ostante e mantenendo la stessa forma; quando interagis
onofra loro, inoltre, non 
ambiano aspetto dopo l'interazione, ma a
quistano sempli
ementeuna variazione di fase. A 
ausa di questo loro 
omportamento 
aratteristi
o sono difattispesso 
onsiderate 
ome delle �quasi-parti
elle�. Tali strutture 
oerenti nello spazio e nel21



tempo sono in prati
a il risultato del bilan
iamento tra la dispersione e la non linearitàpresenti nella NLS.Per analizzare più in dettaglio queste soluzioni, poniamo il 
aso ρ12 = 0 (re�e
tionlesspotentials) e σ = 1 (ri
ordando 
he 
orrisponde al 
aso �fo
using�, l'uni
o 
he ammettespettro dis
reto nelle ipotesi da noi fatte) e riportiamo per sempli
ità la forma assuntadalla prima delle (3.40) e la se
onda delle (3.39):
ν−(λ̄j , t) =

(

1
0

)

+

N
∑

r=1

cr(t)

λ̄j − λr
e2iλrxν+(λr, t) (3.44)

ν+(λ, t) =

(

0
1

)

−
N
∑

r=1

c̄r
λ− λ̄r

e−2iλ̄rxν−(λ̄r, t) . (3.45)Sostituendo l'espressione di ν+, 
al
olata in λr, nella prima e 
onsiderando solo la prima
omponente (l'uni
a legata a q(x, t)) si ri
ava (omettendo le dipendenze dal tempo)
ν−(λ̄j) = 1−

N
∑

r=1

N
∑

k=1

cr c̄k
(λ̄j − λr)(λr − λ̄k)

e2i(λr−λ̄k)xν−(λ̄k) ; (3.46)se si de�nis
e
Djk =

N
∑

r=1

cr c̄j
(λ̄j − λr)(λr − λ̄k)

e2i(λr−λ̄j)x (3.47)la (3.46), separata la sommatoria nei 
asi k = j e k 6= j, diventa
(1 +Djj)ν

−(λj , t) = 1−
N
∑

r=1

N
∑

k=1 k 6=j

cr c̄k
(λ̄j − λr)(λr − λ̄k)

e2i(λr−λ̄k)xν−(λ̄k) ; (3.48)a questo punto si moltipli
a entrambi i membri per 2ic̄je−2iλ̄jx e ,ri
ordando l'espressione(3.43) nel 
aso ρ12 = 0, si ottiene
(1 +Djj)qj +

N
∑

k=1k 6=j

Djkqk = 2ic̄je
−2iλ̄jx , (3.49)in 
ui si è opportunamente de�nito

q(x) =
∑N

r=1 qr
qr = 2ic̄re

−2iλ̄rxν−1 (λ̄r)
. (3.50)22



La (3.49) 
ostituis
e un sistema per determinare le qr, la 
ui somma rappresenta la soluzione
ompleta della NLS nel 
aso re�e
tionless. Come esempio ri
aviamo ora la soluzione asingolo solitone, 
orrispondente al 
aso N = 1: la (3.47) si ridu
e allora alla sola
D11 = −

|c1(t)|2 e2i(λ1−λ̄1)x

(λ1 − λ̄1)2
=
|c1(t)| e−4ηx

4η2
,avendo posto

λ1 = ξ + iη =⇒ λ1 − λ̄1 = 2iη , η > 0;si suppone poi
c1(0) = 2ηe2ηx1+iδ1 ,da 
ui tramite la se
onda di (3.33) ed espli
itando il 
al
olo di λ2 si ha

c1(t) = 2ηe2ηx1−8ξηtei[4(ξ
2−η2)t−δ1]da 
ui

D11 = e4η(x1−x)−16ξηt .A questo punto dalla (3.49) si ottiene
q(x, t) = q1 =

2ic̄1(t)e
−2iλ̄1x

1 +D11
=

4iηe2η(x1−x)−8ξηte−i[4(ξ2−η2)t+2ξx+δ1]

1 + e4η(x1−x)−16ξηt
;ovvero

q(x, t) =
2iηe−i[4(ξ2−η2)t−2ξx−δ1]

cosh[2η(x − x1) + 8ηξt]
. (3.51)La (3.51) rappresenta un solitone: il termine a numeratore 
ostituis
e la parte os
illante
he, a 
ausa del 
oseno iperboli
o a denominatore, è esponenzialmente lo
alizzata sullaretta; tale lo
alizzazione viaggia nel tempo e, 
onsiderando l'argomento di cosh si puòquindi de�nire 
ome velo
ità di propagazione del solitone v = 8ηξ/2η = −4ξ. L'ampiezzadell'os
illazione è inve
e legata alla parte immaginaria dello spettro dis
reto, nello spe
i�
oa 2η (vedi Figura 3.1).A questo punto è ne
essario ritornare a 
onsiderare il 
aso �defo
using� della NLS, al qualeri
ordiamo 
he non si possono asso
iare soluzioni del tipo (3.51) per
hè non ammette spet-tro dis
reto nell'ipotesi q(x, t) → 0 per |x| → ∞; va aggiunto però 
he modi�
ando taliipotesi, ovvero andando a 
er
are soluzioni di altro tipo, si può dimostrare 
he an
he il 
aso�defo
using� ammette soluzioni solitoni
he asso
iate a spettro dis
reto.Più pre
isamente l'equazione S
hrödinger non lineare �defo
using� possiede, ad esempio,soluzioni il 
ui modulo all'in�nito tende a una 
ostante non nulla; esse sono della forma

q(x, t) = q0[a tanh a(x− vt) + iρ]e−i[(ρ− v
2
)x+(3ρ2+2a2−ρv+ v2

4
)t] , (3.52)23
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xFigura 3.1: A sinistra: esempio di solitone di tipo bright. A destra: andamento del moduloquadro in un solitone dark.
on q0, a, v, ρ parametri reali [18℄. Si veri�
a quindi 
he il modulo di tale soluzione tende a
|q0|

√

a2 + ρ2per x→ ±∞ e ha il minimo |q0ρ| per x = vt. Quindi questo solitone è visibilesotto forma di depressione rispetto al valore 
ostante all'in�nito, depressione 
he si spostanel tempo 
on velo
ità v (vedi Figura 3.1).In otti
a non lineare si distinguono solitamente questi due tipi di soluzione denominadolisolitoni bright nel 
aso (3.51), dato 
he nei fenomeni otti
i rappresentanto dei pi

hi diintensità luminosa; al 
ontrario 
i si riferis
e alla (3.52) 
ome a un solitone di tipo darkper
hè rappresenta il fenomeno opposto di lo
ale diminuzione di energia. In�ne i solitonidark si di
ono bla
k quando ρ = 0 e l'intensità luminosa è nulla nel punto di minimo, mentreè gray quando ρ 6= 0 e il modulo dell'onda non arriva ad essere nullo nel minimo[12℄.
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Capitolo 4La NLS 
ome equazione modellodella �si
aConsideriamo un sistema �si
o in 1+1 dimensioni in 
ui una grandezza u(x, t) ∈ R siades
ritta da una legge di evoluzione del seguente tipo
L(0)u = N (u, ux) ; (4.1)l'operatore di�erenziale L(0) è del tipo lineare dispersivo, asso
iato a una generi
a relazionedi dispersione espressa in serie di potenze ω(k) =

∑

j=0 ajk
j , e può essere s
ritto nelseguente modo

L(0) = ∂t + iω(−i∂x) , (4.2)mentre N è una funzione analiti
a non lineare di u e ux, 
he s
egliamo di esprimere in seriedi potenze nel seguente modo
N (u, ux) = (n1u

2 + n2u
3 + ...)x = 2n1uux + 3n2u

2ux + ... . (4.3)Supponendo 
he la non linearità sia molto debole rispetto alla dispersione, sviluppiamointorno alla 
ondizione di equilibrio u(0) = cost ⇒ ut = ux = 0 e 
onsideriamo la nonlinearità 
ome perturbazione; poniamo quindi
u(x, t) = ǫu(1) + ǫ2u(2) + ǫ3u(3) + ... (4.4)
on il fattore 0 < ǫ≪ 1 
he tiene 
onto della �pi

olezza� della non linearità e la ri
hiestadi asintoti
ità dello sviluppo, ovvero 
he

lim
ǫ→0

∥

∥

∥

∥

∥

ǫu(n+1)

u(n)

∥

∥

∥

∥

∥

= 0 ∀n ,25



in 
ui ‖·‖ indi
a la norma uniforme in x e t. Alla lu
e della (4.4) il termine non linearenella (4.1) si può per
iò s
rivere separando i vari ordini in ǫ:
N (u, ux) = ǫ22n1u

(1)u(1)x + ǫ3[2n1(u
(1)u(2)x + u(2)u(1)x ) + 3n2(u

(1))2u(1)x ] +O(ǫ4) . (4.5)Uguagliando nella (4.1) a O(ǫ) si ri
ava
L(0)u(1) = 0 ,equazione 
he, 
ome già visto in pre
edenza, ammette la soluzione elementare di onda piana

u(1)(x, t) = ψ1e
iθ + c.c. , θ = kx− ω(k)t , ψ1 = cost; agli ordini su

essivi si ri
ava poi

O(ǫ2) ⇒ L(0)u(2) = 2n1u
(1)u(1)x , (4.6)

O(ǫ3) ⇒ L(0)u(3) = 2n1(u
(1)u(2)x + u(2)u(1)x ) + 3n2(u

(1))2u(1)x . (4.7)Nella (4.6) il termine u(1)u(1)x = ikψ2
1e

2iθ + c.c. porta alla generazione della se
onda armon-i
a; difatti la (4.6) ammette soluzione del tipo u(2)(x, t) = Be2iθ + c.c. 
on B = cost. Nella(4.7) basta osservare il termine u(1)u(2)x = 2ikABe3iθ+2ikĀBeiθ+ c.c. per notare 
he, oltrea un fattore per la generazione della terza armoni
a, al O(ǫ3) 
ompare un termine risonante(ovvero proporzionale ad eiθ) 
he ammette soluzione 
on ampiezza 
he 
res
e linearmente
on il tempo. A 
ausa di tale fenonemo è su�
iente arrivare a tempi dell'ordine ǫ−1 per
hèvenga a 
adere l'asintoti
ità dello sviluppo perturbativo. La non linearità nel sistema �si
oin questione, se da un lato distrubis
e l'energia iniziale nelle armoni
he superiori 
he 
om-paiono ai vari ordini dello sviluppo, dall'altro porta an
he all'a

umulo di 
orrezioni 
he atempi lunghi 
ausano la perdita di validità dello sviluppo pertubrativo; si parla in questi
asi di introduzione di termini se
olari. E' ne
essario quindi modi�
are il pro
edimento �nora e�ettuato appli
ando il 
osiddetto metodo multis
ala: introdu
iamo dunque le variabili�lente� x1 = ǫx, t1 = ǫt e t2 = ǫ2t; gli operatori di derivazione si modi�
ano per
iò nelseguente modo
∂x → ∂x + ǫ∂x1 ,

∂t → ∂t + ǫ∂t1 + ǫ2∂t2 .Si ha quindi
ω(−i∂x − iǫ∂x1) =

∑

j=0

aj(−i)j(∂x + ǫ∂x1)
j =

∑

j=0

aj(−i)j
j
∑

i=0

(

j
i

)

ǫi∂jx∂
i
x1

=

=
∑

j=0

aj(−i)j∂jx + ǫ
∑

j=1

jaj(−i)j∂j−1
x ∂x1 +

ǫ2

2

∑

j=2

j(j − 1)aj(−i)j∂j−2
x ∂2x1

+O(ǫ3) ;26



l'operatore dispersivo lineare si può per
iò ris
rivere separando i vari ordini in ǫ
L(0) → L = ∂t+iω(−i∂x)+ǫ[∂t1+iω

′

(−i∂x)∂x1 ]+ǫ
2[∂t2+

i

2
ω

′′

(−i∂x)∂x1∂x1 ]+O(ǫ3) . (4.8)I primi ordini del termine non lineare, tenendo 
onto 
he ora ux → ux+ ǫux1 , si modi�
anoinve
e nel seguente modo
N (u, ux) = ǫ22n1u

(1)u(1)x + ǫ3[2n1(u
(1)u(2)x + u(2)u(1)x + u(1)u(1)x1

) + 3n2(u
(1))2u(1)x ] +O(ǫ4)(4.9)e i primi ordini dell'equazione (4.1) assumono quindi la nuova forma

O(ǫ) → L(0)u(1) = 0 , (4.10)
O(ǫ2) → L(0)u(2) = −[u(1)t1 + iω

′

(−i∂x)u(1)x1
] + 2n1u

(1)u(1)x , (4.11)
O(ǫ3) → L(0)u(3) = −[u(2)t1 + iω

′

(−i∂x)u(2)x1
]− [u

(1)
t2 +

i

2
ω

′′

(−i∂x)u(1)x1x1
]+ (4.12)

+2n1(u
(1)u(2)x + u(2)u(1)x + u(1)u(1)x1

) + 3n2(u
(1))2u(1)xSi ha 
he al O(ǫ) la soluzione è nuovamente del tipo

u(1) = ψ1(x1, t1, t2)e
iθ + c.c. (4.13)ma 
on ora l'ampiezza 
he è a sua volta funzione dello spazio e del tempo, seppur 
onuna dinami
a in una s
ala più lenta; inserendo la (4.13) nella (4.11) notiamo poi 
he pereliminare i termini se
olari all'ordine ǫ2 è su�
iente 
hiedere

u
(1)
t1 + iω

′

(−i∂x)u(1)x1
= 0⇒ ψ1t1

+ iω
′

(k)ψ1x1
= 0 ,equazione soddisfatta da ψ1 = ψ1(x1 − ω′

(k)t1, t2). Ciò signi�
a 
he in tempi e spazi del-l'ordine ǫ−1 l'e�etto della non linearità 
onsiste nel far viaggiare l'ampiezza dell'armoni
aprin
ipale 
on la velo
ità di gruppo. A questo punto la (4.11) ammette soluzione per u(2)della forma
u(2) = ψ2(x1, t1, t2)e

2iθ + c.c. , (4.14)in 
ui, ri
ordando u(1)u(1)x = ikψ2
1e

2iθ + c.c., si ha
ψ2 =

2kn1
ω(2k) − 2ω(k)

ψ2
1 , (4.15)E' ne
essario ora ri
onos
ere ed eliminare i termini risonanti nella (4.12): oltre 
he nei termi-ni 
ontenenti le derivate di u(1) si nota 
he essi sono presenti nei seguenti termini non lineari27



u(1)u(2)x = 2ikψ1ψ2e
3iθ + 2ikψ2ψ̄1e

iθ + c.c ,

u(2)u(1)x = ikψ1ψ2e
3iθ − ikψ2ψ̄1e

iθ + c.c. ,

(u(1))2u(1)x = ikψ3
1e

3iθ + ikψ1 |ψ1|2 eiθ + c.c.eliminare i terimi se
olari 
orrisponde quindi a 
hiedere
−ψ1t2

− i

2
ω

′′

ψ1x1x1
+ 2ikn1ψ2ψ̄1 + 3ikn2ψ1 |ψ1|2 = 0 . (4.16)Ri
ordando la relazione (4.15) si ri
ava 
he la (4.16) risulta essere proprio l'equazione diS
hrödinger non lineare per l'ampiezza ψ1, nelle variabili x1e t2:

iψ1t2
=
ω

′′

2
ψ1x1x1

−
(

4n21k
2

ω(2k)− 2ω(k)
− 3n2k

)

ψ1 |ψ1|2 . (4.17)In 
on
lusione la NLS ha ampia validità 
ome equazione modello della �si
a per
hè 
omparein sistemi dispersivi debolmente non lineari per des
rivere le modulazioni di ampiezza del-l'armoni
a prin
ipale, in una s
ala di tempi e spazi più lenta rispetto alle os
illazioni di fase.Un analogo ragionamento si può inoltre estendere a una 
lasse più ampia di equazioni, ad es-empio 
onsiderando un operatore dispersivo più generale (in forma di polinomio 
ome nella(2.5)) e non linearità N 
he siano funzioni an
he delle derivate su

essive della u(x, t)[13℄.
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