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Capitolo 1

Introduzione

L’obiettivo della seguente dissertazione é di studiare la rilevanza fisica e le principali propri-
etd matematiche dell’equazione di Schrodinger non lineare (comunemente nota come NLS,
da “Non Linear Schrodinger equation”) in 1+1 dimensioni (una sola coordinata spaziale
pitt il tempo), una delle pit importanti equazioni modello della fisica-matematica; tale
equazione ha la seguente forma:

it = by + 2|02 (1.1)

Come si deduce anche dal nome, essa si pud interpretare come un’equazione di Schrodinger
in cui il potenziale & costituito da un termine non lineare dipendente dal modulo quadro
della fuzione d’onda stessa. Il pit o il meno davanti al termine 2 ]zb]z 1 distinguono invece
tra due tipoligie differenti di NLS: con il segno negativo si parla di equazione “focusing”,
mentre con il segno positivo si parla di equazione “defocusing”, denominazione che deriva
dall’ottica non lineare.

La grande rilevanza matematica della NLS nasce dal fatto che tale equazione fa parte del
ristretto gruppo di equazioni alle derivate parziali (PDEs) non lineari di cui & possibile
ricavare soluzioni esatte tramite il Metodo della Trasformata Spettrale; di tali soluzioni
fanno inoltre parte i solitoni, particolari strutture ondose localizzate e coerenti. Alla risol-
ubilita & poi associata un’importante proprieta, detta integrabilita, da cui derivano altre
caratteristiche rilevanti, quali il possedere infinite simmetrie/leggi di conservazione.

A livello fisico, invece, I’equazione non lineare di Schrédinger ha notevole validita perche é
un’equazione modello, ovvero nasce dall’analisi multiscala di un’ampia classe di equazioni
di PDEs non lineari, nello specifico le equazioni dispersive debolmente non lineari, e regola
la modulazione di ampiezza delle soluzioni ondose a esse associate. Questo fa si che la
NLS abbia ampia applicabilita in tutti i differenti contesti fisici in cui compaiono leggi di
evoluzione che rientrano nella classe di equazioni sopra detta: alcuni esempi sono 'ottica
non lineare[12], la fisica dei plasmi[l4], la fisica delle onde d’acqua[l0], i condensati di
Bose-Einstein[15].



Nel corso delle prossime sezioni ci occuperemo innanzitutto di analizzare pitu in dettaglio gli
aspetti matematici rilevanti della NLS: inizieremo studiando i suoi casi limite per indagarne
separatamente la natura dispersiva e la nonlinearita; a seguire verra presentato il metodo
della trasformata spettrale, applicandolo specificatamente all’equazione di Schrodinger, con
particolare attenzione alle soluzioni di tipo solitonico e approfondendo la distizione tra caso
“focusing” e “defocusing”. Per concludere presenteremo brevemente il metodo multiscala
per mostrare perché si pud definire la NLS un’equazione modello della fisica-matematica.



Capitolo 2

Analisi dei casi limite della NLS

Iniziamo con il considerare i due limiti, rispettivamente dispersivo e di non linearita forte,
dell’equazione di Schrodinger non lineare; in questo modo sarad possibile analizzare sepa-
ratamente, nel primo caso il fenomeno di dispersione del pacchetto d’onda, nel secondo
I’auto modulazione di fase, che nella forma completa della NLS concorrono tra di loro.

2.1 Limite dispersivo

Nel caso in cui il termine non lineare sia trascurabile, la NLS si riconduce alla semplice
equazione di Schrodinger per particella libera

i¢t + 7¢xw =0 (2'1)

un classico esempio di equazione lineare dispersiva. Tali equazioni entrano in gioco nella
descrizione di propagazioni ondose in numerosi contesti fisici in approssimazione lineare, a
partire dalle onde d’acqua, fenomeni per i quali fu inizialmente sviluppata la teoria della
dispersione, per proseguire con l’ottica e ’acustica. In tutte queste situazioni poi la teoria
delle onde dispersive lineari fornisce una base per derivare numerose informazioni sui regimi
non lineari[2|. In maniera approssimativa un’equazione differenziale alle derivate parziali
lineare si dice dispersiva se ammette soluzione di onda piana della forma

Aei(km—wt) (2'2)

con A costante e in cui & definta una precisa relazione tra k e w, del tipo w = w(k), detta
relazione di dispersione: condizione importante ¢ che w(k) sia reale, altrimenti si avrebbero
fenomeni di crescita o decrescita esponenziale dell’ampiezza; é inoltre richiesto w”(k‘) #0,
in modo da escludere i due casi non disperisvi in cui w € una costante e in cui w = ak + b,
relazione che descrive una propagazione ondosa iperbolica elementare del tipo e~ ibtgik(z—at)



Introducendo 'usuale definizione di velocita di fase 7, corrispondente alla velocita con cui si
muove una cresta dell’onda, si ha che quest’ultima, data la relazione di dispersione, é sempre
funzione di k. Da cio deriva la denominazione di onde dispersive: difatti una generica
soluzione, costituita da sovrapposizione lineare di onde piane elementari, si disperde col
tempo, dato che onde con valori differenti di k£ si propagano con differenti velocita di fase.
Nel caso specifico dell’equazione di Schrodinger, imponendo soluzione del tipo (2.2) si ricava
la seguente relazione di dispersione

w = vk? (2.3)

Si vede percio che & soddisfatta la condizione w”(k) = 2y # 0; sostituendo nella (2.2) si
arriva a una soluzione della forma

Aeikxe—i’kat (2'4)

in cui, sostituendo al coefficiente generale ’espressione v = %, si riconosce l’evoluto tem-
porale di un’autostato dell’operatore impulso nel caso di particella libera (avendo opportu-
namente usato la relazione p = hk).[5]

In modo piu generale un’equazione differenziale lineare in 1+1 dimensioni del tipo della
(2.1) si puo scrivere sotto forma di polinomio a coefficienti costanti

o 0

Cercando soluzioni di onda piana si ricava che, associando alla derivazione rispetto al tempo
un fattore —iw e alla derivazione rispetto alla coordinata x un fattore ik, la relazione di
dispersione ¢ legata alla forma dell’equazione differenziale in questione e risulta essere un
polinomio del tipo

P

P(—iw,ik) =0 .

Questa ¢ la forma piu generale della relazione di dispersione associata a un’equazione dis-
persiva lineare; le sue radici w(k), che in generale sono piu di una, sono definite modi di
propagazione.

Come in tuttii casi di equazioni differenziali lineari, la soluzione generale di un’equazione del
tipo (2.5) si pud poi scrivere sotto forma integrale di Fourier, che nel caso di un solo modo ¢

W(w,t) = 2i / Fk)eithe—o0) g (2.6)
Tr — o0

avendo a disposizione la condizione iniziale ¢)(x,0) del problema, si ricava la funzione F'(k)
come sua trasformata di Fourier

F(k) :/_Oo Y(x,0)e 0 dx . (2.7)



Nel caso generale di n modi la (2.6) conterra una sommatoria sui modi e per determinare
le F;(k) saranno inoltre necessarie n condizioni iniziali.

La forma generale di soluzione appena presentata, seppur corretta, non & generalmente
risolvibile sotto forma di funzioni elementari o speciali, per cui & tipicamente piuttosto
difficile da analizzare. E’ pero interessante e rilevante anche a livello fisico analizzare il
comportamento asintotico di una tale soluzione, nel caso in cui x,f > 1 ma mantenendo
fisso il rapporto #/¢ . Nel caso stesso della meccanica quantistica, ambito nel quale compare
appunto la (2.1), tale limite ha piena giustificazione fisica, dato che i sistemi di particelle
descritti hanno generalmente dimensioni e tempi caratteristici di interazione molto piu
piccoli delle dimensioni e dei tempi dell’apparato di misura.

Definendo allora

x

X = w(l) — kT | (28)
si puo riscrivere 'integrale nel seguente modo
W(w,t) = / Fk)e—x®t gy, . (2.9)

nel limite di grandi tempi e distanze il fattore di fase sotto integrale & fortemente oscillante,
data la sua dipendenza lineare con ¢; quindi, per il Lemma di Riemann-Lebesgue, l'integrale
(2.9) ¢ nullo tranne che negli intervalli di % in cui la fase non ¢ fortemente variabile, ovvero
nell'intorno dei punti stazionari K dove x (K) = w'(K) — % = 0. Applichiamo percio il
metodo della fase stazionaria|3|, considerando da qui in poi il caso in cui il punto K sia
singolo, e sviluppiamo i termini dipendenti da k intorno a tale punto

F(k)

=t 2.10
3 (k) = x(K) + 3" (K)(k — K)? (2.10)
ponendo
X (K) = signy” (K)- X" (K)| ,u=/3IX"(K)|t(k—K), du = /5 |x"(K)|tdk
Sl ricava

o/ [x e
. o [ 9 .
’l/} bl F(K)C_ZX(K)te_ZSZan (K) m / e_mzdu s (211)
—5y /| oo

in cui si & considerato che il contributo principale all’integrale sia tra K —§ e K + 4. L’in-
tegrale rimanente ¢ un integrale di Fresnel con argomento complesso e supponiamo che ¢
sia sufficientemente grande da poter ben approssimare ’integrale con il suo valore calcolato



sull’intera retta reale; si ha quindi

"
oy |x" e
. 9 +oo .9 s
/ e " du = / e " du =e "1 .
—0o0

NG

Ripristinando le variabili fisiche si ricava che lo sviluppo asintontico della soluzione (2.6) ¢
il seguente

- 2m —i(Kx—w(K)t)—izsignw”(K)

Y(z,t) = F(K) 0" ()] € 1 : (2.12)
Si puo ricavare che eventuali correzioni a tale formula, ottenute considerando termini suc-
cessivi nello sviluppo di F(k) e x(k) intorno a K, sono di ordine O(1); nel limite ¢ > 1
si suppone quindi che tali termini siano sufficientemente piccoli da essere trascurabili. Da
notare inoltre che, comparendo w" (K) a denominatore nella (2.12), il procedimento sinora
effettuato si basa sulla richiesta w” (K) # 0; se questo non fosse, considerato che var-
rebbe anche XN(K ) = 0, sarebbe necessario considerare da subito i termini successivi dello
sviluppo (2.10).
La (2.12) si puo poi porre in forma di onda piana ¢ = Ae®, riconoscendo

2
tIx" (k)]

il punto K ¢ funzione dello spazio e del tempo secondo la relazione

A= F(K) o1 signx(K) =Kz — wK)t ; (2.13)

W (K) = (2.14)

’ x

t

e si ha quindi K'(§). Si definisce allora velocita di gruppo w'(K) come la velocita con la quale
si vedrebbe 'onda avere sempre lo stesso valore di K; al contrario la velocita di fase ¢ la ve-
locita per cui si vede l'onda avere sempre la stessa fase. Imponendo 0(x,t) = 0 e derivando

dx dx 0, w
—+6=0 —m —=——+=—,
at a6, k

si ottiene che tale Iespressione coincide con la definizione data in precedenza.
Consideriamo ora il caso dell’equazione di Schrédinger lineare: ricordando w(k) = vyk? si ri-

O

cava dalla (2.14) che vale f(x,t) = 2 K —wt = 49”—;; la (2.12) assume quindi la forma seguente

. .22
b= F(%t% /%6_2162475 . (2.15)
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Figura 2.1: Sviluppo asintotico del pacchetto d’onda nel caso di forma d’onda iniziale
gaussiana

Analizziamo ora la (2.15): si nota che la dipendenza di A da spazio e tempo, a parte
un termine t~/2che la fa decrescere con il tempo, rientra nel termine F(K (%)) che ¢ una
funzione lentamente variabile nello spazio e nel tempo; calcolando infatti F, = ﬁ e F, =

—2,% e, ricordando t > 1,2/t = O(1), si ha F,,F; < 1. La fase al contrario dipende da

%2 = O(x), che ¢ un fattore molto grande e porta a un effetto di rapida oscillazione.

Con l'esempio particolare dell’equazione di Schrodinger si pud dunque mostrare un com-
portamento generale della soluzione asintotica dispersiva, costituita da treni d’onda non
uniformi che oscillano molto velocemente, modulati in ampiezza da una forma (associ-
ata nel caso di unico modo alla trasformata di Fourier della forma d’onda iniziale) che
varia molto piu lentamente. Si parla solitamente di onda portante, modulata da un’onda
d’inviluppo (vedi Figura 2.1).

Per concludere mostriamo il comportamento nel regime asintotico del modulo quadro del-
I’onda, importante perché solitamente associato all’energia o, come nel caso dell’equazione
di Schrodinger, alla densita di probabilta: definendo la quantita

& " F(K)F*(K)
t) = ) da =~ 2 T —d 2.16
Q) = [ P dr=2n [ St s (2.16)
e cambiando variabile per passare ad un’integrale in K si ricava, ricordando la (2.14)
K» 9 T
Q(t) ~ 277/ |F(K)|“dK , dove K; :K(TJ) ,i=1,2 (2.17)
K1

espressione che porta a dire che la quantita Q(t) calcolata fra due particolari valori di K,
nonostante questi ultimi si propaghino nel tempo con la velocita di gruppo, si conserva;



quindi se nel sistema fisico in questione una certa quantita di energia ¢ all’inizio confinata
in un determinato intervallo di numeri d’onda, tale resterd anche in seguito, anche se
I'intervallo spaziale corrispondente si allarghera con il tempo secondo la legge (ottenuta
dalla (2.14)) 2o — 21 = (w' (K3) — w (K1)t .

Nel caso della particella libera il tutto corrisponde a dire che il pacchetto iniziale, pur
disperdendosi, conserva la probabilita che la particella possegga un impulso compreso in
un determinato intervallo di valori.

2.2 Limite di non linearita forte

Il caso opposto al precedente si presenta nel caso in cui sia invece trascurabile il termine
dispersivo, con la NLS che assume la forma,

ithy = 20 [Y* 9 ; (2.18)

si puo ricavare facilmente che la (2.18) ammette soluzioni con ampiezza costante nel tempo:
difatti é sufficiente considerare 'equazione coniugata

—ithy = 20 []*

e notare che

1 = b + iy = —2io [[* + 2o Y|P =0 |

Cerchiamo allora soluzioni del seguente tipo
U(x,t) = A(@)e ™) ¢(x,t) €R
e dall’equazione (2.18) si ricava

¢ =—20 A" = ¢(x,1) = po(z) — 20 |APt ;

possiamo allora scrivere la forma generale della soluzione:

P(z,t) = A(x)ewo(m)e_%”lA(x)l% . (2.19)

La (2.19) evolve dunque nel tempo senza alterare il profilo iniziale A(x)e’®(*) ma con
una variazione della fase il cui segno dipende da o (caso “focusing” o “defocusing”); tale
spostamento di fase aumenta linearmente col tempo e ha una dipendenza spaziale che
coincide con quella del modulo quadro dell’onda (quindi del profilo iniziale stesso). Si parla
in questo caso di auto modulazione di fase.
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Capitolo 3

Metodo della trasformata spettrale

Prendiamo ora in considerazione la forma completa dell’equazione di Schrédinger non lin-
eare: come accennato in precedenza, uno dei motivi per cui € importante studiare tale
equazione consiste nel fatto che é stato sviluppato un metodo per ricavarne soluzioni es-
plicite. Esso prende il nome di Metodo della Trasformata Spettrale e fu introdotto inizial-
mente per risolvere un’altra equazione modello della fisica, ’equazione di Korteweg-deVries
(KdV)[17] ma fu ben presto generalizzato, grazie al lavoro di Lax [7], e la sua grande rile-
vanza é difatti associata alla possibilita di applicarlo a numerosi altri problemi, tra i quali
appunto la risoluzione della NLS[6]. Si pud considerare come la generalizzazione non lin-
eare del metodo della trasformata di Fourier per risolvere equazioni differenziali alle derivate
parziali lineari e infatti il ragionamento € analogo, basato sulla semplificazione del problema
riconducendosi, note le condizioni iniziali e tramite il calcolo della trasformata, a uno spazio
in cui 'evoluzione temporale é semplice, per poi ricavare le funzioni al tempo ¢ applicando
la trasformata inversa. In questa sede presenteremo il problema nella forma introdotta da
Ablowitz, Kaup, Newell e Segur|8, 9] e ci ridurremo a prendere in considerazione il caso
specifico della risoluzione dell’equazione non lineare di Schrodinger, presentato per la prima
volta da Zakharov e Shabat.

Per introdurre il metodo definiamo un generico sistema lineare

vy = Ul(x,t, \)v
{Ut = V(l’,t, )\)’U (31)

in cui v(z,t) = (v1(x,t), ... ,vn(z,t))" & un vettore di n funzioni note e U e V sono generici
operatori matriciali lineari nxzn dipendenti da spazio, tempo e da un paramentro complesso

A indipendente da z e t. Richiedendo che il sistema soddisfi la condizione di integrabilita
Vgt = Vg Si ricava per gli operatori la condizione di compatibilita:

Uy -V, — U V] =0 . (3.2)

11



Si possono a questo punto scegliere i due operatori in una forma tale che la condizione di
compatibilita si riconduca proprio alla NLS (ecco il “miracolo” dell’integrabilitd); in parti-
colare ¢ sufficiente considerare operatori 2x2 e scegliere

o= (2 )

e
veoinz( LYY a0 ) (W T
0 1 0 iry —iqr
(3.4)
e porre 1 = —oq per ottenere infatti
iqy = Gza + 20q |q|” (3.5)

in cui si riconosce appunto l’equazione non lineare di Schrodinger e il fattore o = +1
distingue nei due casi “focusing” e “defocusing”; il sistema (3.1) con la scelta di (3.3) e (3.4)
si definisce coppia di Lax per la NLS.

3.1 Problema diretto

Analizziamo piu in dettaglio la prima equazione del sistema (3.1), con 'operatore U scelto
nella forma (3.3) e sostituendo ’espressione di r(x,t) :

v, = ( i q(‘;’t) >v (3.6)

—oq(x,t)

Si riconosce che la (3.6) con A € R rappresenta un problema di scattering da potenziale per
le due componenti del vettore v, in cui i potenziali in questione sono g e —ioq. Ipotizziamo
che ¢ — 0 per |x| — oo e ricaviamo i possibili comportamenti asintotici delle soluzioni del
problema di scattering

¢(1) ~ ( (1) )e—i)\m e ¢(2) ~ ( (1) )ei)\m T — —00
3.7
1) Ly i ) 0\ i 3.7
(G "‘(0)6 e (0 ~(1)e x — 00 .

Si nota che, per X reale, tali soluzioni oscillano all’infinito, per cui A € R costituisce lo spet-
tro continuo del problema. Le due coppie di soluzioni {(;5(1), o }e {w(l),w(z)} sono inoltre
linearmente indipendenti e costituiscono due basi dell’insieme di soluzioni del problema di
scattering. Fra di loro saranno quindi legate da una relazione del tipo

12



o = TP + T12(N)p
(3.8)

O = T2 () + T2(N)

in cui i coefficienti delle combinazioni lineari costituiscono i termini di quella che si definisce

matrice di scattering. Introducendo inoltre il Wronskiano di due vettori

W (u,v) = ujve — vouy (3.9)
si ricava facilmente che
%W(u, ) =0

se u e v sono soluzioni del sistema (3.6). Si ottiene poi, sfruttando le (3.7) e il fatto
che il Wronskiano sia costante, che W (¢, $2) = WM @) =1 e W(p®, M) =
W (), pU)) = 0 per i,j = 1,2. Si ricavano percid le seguenti espressioni per i termini
della matrice di scattering

TN =W (W, @), TR2(A) = -W (e, )

T2H(\) = W (P, p3?)) T2()\) = —W (62, D) (3.10)

A questo punto introduciamo il procedimento per dimostrare ’esistenza, unicita e analitic-

ita delle soluzioni del problema di scattering. Moltiplicando le componenti della (3.6) per
ei)\:c

si ricava
V127 4 i\ €M = qugetT ] (3.11)
V92 4 AV = —oqu1 e + 2iAvgeMT )
ponendo poi v = ¥Me definendo v~ = Ve s puo riscrivere il sistema (3.11) come
ve=avy 0
Vg = —0OQqU; + 2idvy (3:.12)

sapendo dalle (3.7) che per x — oo si ha v~ — < (1)

vettore v~ un sistema di equazioni integrali di Volterra

> si ottiene per le componenti del

vp(A)=1- /Oo a(y)vy (y, Ndy (3.13)

=0 [ gl NNy (3.14)

13



Sostituendo 'espressione di v, nella prima equazione si ricava
2

o oo i
vy =1— 0/ q(y)dy/ q(2)vp (N, 2)e?r=2) gy (3.15)
T y
equazione che si pud porre nella seguente forma

A-Myy =1 (3.16)

Myy = —0/ Q(y)dy/ q(2)vy (A, 2)e?A =2y (3.17)
z y

Posta in questo modo si pud dimostrare che, sotto la richiesta che ¢(z,t) € Li(—o0,00),
lequazione (3.16) puo essere risolta in serie di Neumann assolutamente convergente; si
ricava poi v, dalla seconda di (3.13). Calcolando sempre dal sistema (3.13) ’espressione
di vy si dimostra in maniera analoga che la soluzione v~ (A, ) ¢ in realtad prolungabile per
analiticita nel semipiano ImA < 0.[10]

Il procedimento appena seguito ha permesso di trasformare il problema iniziale, costituito
da un sistema di equazioni differenziali lineari alle derivate parziali, con corrispondenti con-
dizioni al contorno, in un sistema di equazioni integrali di Volterra. La semplificazione sta
nel fatto che gli operatori integrali sono compatti, da cui, per il teorema dell’alternativa di
Fredholm, la soluzione all’equazione (3.16) & unica e si ricava appunto in serie di Neumann.
Analogamente si possono ricavare opportune equazioni integrali anche per gli altri vettori

associati alle soluzioni ¢ (1) @) riportiamo ad esempio anche le equazioni relative a
v = pe—ire

vii(z,\) = —/ q(y)e_%)‘(x_y)l/;(y, ANdy (3.18)
N =140 [ a0y (3.19)
In conclusione si possono ottenere in serie di Neumann le espressioni di
+ _ (1) jidx — _ 4(2) ,—idz
pt=ger, po=9¢e
vt = w(Z)e—i)\x , v = w(l)ei)\m (320)

e si ricava che i vettori con ’apice + sono prolungabili (sempre nell’ipotesi ¢ € Lj(—00,00))
per analiticitd nel semipiano ImA\ > 0, mentre i vettori con 1’apice - lo sono nel semipiano
ImA < 0. Da queste informazioni si possono quindi ricavare i termini della matrice di scat-
tering tramite le espressioni (3.10) e se ne ricava anche che 7' ()\) ¢ analitica in Im\ > 0,
T?2(\) in ImA < 0, mentre i termini 7*?()\) e T?'(\) non sono in generale prolungabili
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analiticamente al di fuori dell’asse reale. Sotto ipotesi piil stringenti sui potenziali si puo
estendere il dominio di analiticita dei vettori e, conseguentemente, dei termini 7% ()\); se
infatti ¢(x) va a zero all’'infinito pit rapidamente di e~ 2l con n > 0, si pud prolungare
per analiticita T1H(\) in ImA > —n, T?()\) in ImA < n e T'2()\),T?'(\) nella striscia
—n < ImA < n. Sei potenziali sono a supporto compatto, quindi, tutti i vettori e i termini
della matrice sono prolungabili analiticamente in tutto il piano complesso.|10]
In conclusione notiamo che dalle equazioni integrali per u*, al limite 2 — oo, osservando
—idz, + _ (1) T (N)e™ ™
che ey = o\ — ( T2(\)eire
ottiene la rappresentazione integrale per gli elementi della matrice di scattering

) e ricavando una formula analoga per ey~ si

) =1+ [ T Ny L TR0 = o / T dwut (AN | (3.21)
T2(\) = /_OO a)us (y, Nedy . T#2(\) =1 —0/_00 ay)uy (y, Ne*™Mdy |, (3.22)

in cui si ritrovano le considerazioni fatte precedentemente riguardo l’analiticita dei vari
elementi.

3.2 Stati legati e spettro discreto

Nella sezione precedente abbiamo risolto il sistema (3.6) per A € R, ovvero nel caso di
spettro continuo; possiamo ora andare a ricercare l'esistenza o meno di stati legati (ad
esempio di classe Lo(—00,00)), dato che a essi & associata la presenza di spettro discreto.

Abbiamo precedentemente notato che per A € R tutte le soluzioni oscillano all’infinito,
quindi lo spettro discreto, se ¢ presente, & necessariamente complesso; considerando allora
&) analitica per ImA > 0, si ha che va a zero per £ — —oo e Im\ strettamente positivo.
Per z — o0, usando la prima delle (3.8), si ricava

Tll A —iAx

da cui si nota che la seconda componente si annulla all’infinito mentre la prima diverge
esponenzialmente a meno che 7' ()\) non si annulli. Si ha quindi che ¢ € Ly(—o00,00)
per quei valori di A, tali che

TH(\,) =0, Im\, >0 )
Analogamente si ricava che le soluzioni di tipo #? costituiscono stati legati per A, tali che
T2(\yn) =0, ImM\, <0

Lo spettro discreto del problema (3.6) risulta quindi essere costituito da tali valori
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{)\n, A in=1,..Nem=1, N} che si possono effettivamente dimostrare essere discreti

e contenuti in una regione limitata del piano complesso, rispettivamente del semipiano
superiore per i A, e di quello inferiore per i A (essi non possono infatti accumularsi
all’infinito perche, come si puo ricavare dalle (3.21)(3.22), si ha T'*(\) — 1, |A| — oo,
ImA>0eT?2()\) = 1,|]A = oo, ImA <0 ).

In corrispondenza di questi valori si ricava, sempre dalle (3.10) che le soluzioni oW e
¥ Psono linearmente dipendenti cosi come lo sono ¢ e 1)(): in particolare possiamo scri-
vere

PO (N\) = bph@ (\y) con by, = T2 (\,)
¢ (An) = bpb™ (M) con by, = T*' (Ap)

avendo ipotizzato che i termini fuori diagonale della matrice di scattering siano prolungabili
per analiticita in una striscia contenente i valori dello spettro discreto. Analizziamo a questo
punto la differenza tra il caso “focusing” e il caso “defocusing” il sistema (3.6) si pud porre
anche in forma di problema agli autovalori

(3.24)

Lv = v (3.25)

in cui L costituisce 'operatore differenziale

ﬁ:(i% 4q>. (3.26)

—ioq —i0x
Si dimostra allora che nel caso “defocusing” (0 = —1) tale operatore & autoaggiunto,
mostrando che vale (v,Lu) = (Lv,u), con v;,u; € Lo(R) e il prodotto scalare definito

da (v,u) = [p(vfur + v3ug)dz; nel caso “focusing” (o = 1) invece I'operatore non lo &.
Poiché un operatore autoaggiunto ha sempre spettro reale quanto appena mostrato implica
che nel caso “defocusing” ¢ assente la parte di spettro discreto, associata a valori necessaria-
mente complessi. A livello fisico questa differenza é notevole perche, come illustreremo piu
avanti, i termini di spettro discreto sono associati a soluzioni di tipo solitonico della NLS.
In ultimo riportiamo che la relazione r(x,t) = —oq(x,t) comporta delle simmetrie nelle
soluzioni del problema diretto di scattering, cosa che semplifica in realta la natura dello
spettro e della matrice di scattering. Coniugando il sistema (3.6) e moltiplicando la prima
equazione per —o si ricava infatti che, se il vettore (v1(\),v2(A)) & soluzione del problema,
allora lo é anche il vettore

va(N) .
—0 2_11()\) ’
per quanto riguarda il comportamento asintotico delle soluzioni, si mostra percio che
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o3 1@ 3
SO0 = ( 2 (Y ) () = ( ey ) - (327
oY

Da queste relazioni si ricava per i termini della matrice di scattering, ricodando le (3.8):

T2()) = TH(N) e T2()) = oT2()) | (3.28)

quindi si ha N = N,S\n = )\_n,l;n = ob, .
Da qui in poi procederemo dunque tenendo conto delle riduzioni associate al caso r(z,t) =
_O-Q($7 t) .

3.3 Evoluzione temporale

A questo punto é necessario analizzare esplicitamente la dipendenza temporale dei termini
della matrice di scattering: per farlo ci interessiamo alla seconda riga del sistema (3.1) e
imponiamo che le soluzioni precedentemente trovate per problema di scattering siano anche
soluzioni di

ve=V(\zx,thv . (3.29)

In realta con 'operatore V scelto nella forma (3.4) questa condizione non puo essere soddis-
fatta dalle (3.7), ma si pud notare che la (3.2) rimane invariata se a V' si sostituisce V + ¢l
in cui I & 'operatore identita e ¢ & una generica funzione indipendente da .
Richiedendo allora che ¢ sia soluzione c12e1 problema
o = ( —21); ~io |q| 7+ c 22)\q‘— qu ) (3.30)
—20)0\q — 10y 2iN° +io|q|" + ¢

si ricava per la prima componente

1 . . 2 1 . 2

i = (e — 200 —iolg)ef + (20 — igo)gy”
e, ricordando i comportamenti asintitotici (3.7),(3.23) e che ¢ va a zero per |x| — oo, si
ottiene

e")‘gc(—Zi)\2 +¢)~0 per r — —oo ovvero ¢ = 2i\?
da cul
THe ™ ~ 0 ovvero TH(\) =0.

Procedendo analogamente per la seconda componente si ricava

T2 — 4T =0 .

Imponendo anche ¢®come soluzione del sistema (3.30) si possono ricavare le leggi di
evoluzione temporale anche per i termini 7?'e 7?2, ma date le proprieta di simmetria
(3.28) nei casi di nostro interesse non & necessario considerarle.
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A questo punto, analizzando le equazioni appena ricavate per le derivate temporali dei
termini della matrice di scattering, si nota che T*()) & una costante del moto, cosi come i
suoi zeri A\, per cui il problema (3.6) risulta isospettrale, dato che lo spettro discreto non si
modifica con il tempo. Allo stesso modo T'2(), t) risulta obbedire a una legge di evoluzione
decisamente semplice da risolvere, difatti si ha

T'2(\,t) = T'2(), 0)e* (3.31)

ed é con queste considerazioni che si comprende 1'utilita del metodo della trasformata spet-
trale. Definiamo a questo punto i dati spettrali

S(A) = {p12(A); A, cn, 1 <n < N} (3.32)
dove
T'2(\) bn,
plz()\):TT()\) ) Cn:dTT,
|y

Ricordando che lo spettro discreto rimane fisso nel tempo e osservando che pio, b, , data
la loro lineare dipendenza da T'2(per semplicita ipotizziamo che si possa scrivere effettiva-
mente b, = T12(),)), soddisfano una legge di evoluzione lineare del tipo (3.31), si ha

(A1) = pra(\, 0)et¥t

P12 >\7
br(t) _ br(0)€4i>‘2t (3-33)

Descriviamo allora il procedimento complessivo del Metodo della Trasformata Spettrale:
il primo passaggio consiste nel risolvere il problema diretto (DST, da “Direct Scattering
Transform”) per determinare, noto il potenziale al tempo iniziale ¢(x,0), i dati spettrali
S(A,0). A questo punto, date le espressioni (3.33), si possono ricavare i dati spettrali S(A,t)
a qualunque tempo, tramite una semplice evoluzione lineare; per concludere & necessario
affrontare il problema inverso (IST, da “Inverse Scattering Transform”), che descriveremo
nella sezione successiva, per ricavare il potenziale ¢(z,t).

Possiamo quindi riassumere il tutto tramite il seguente schema

q(x,0) — S(A,0)
1

d evol. lineare
4

Non resta dunque che analizzare il problema di scattering inverso.
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3.4 Problema inverso

Il problema inverso consiste nel determinare i potenziali, noti i dati spettrali S(\); il prob-
lema di scattering (3.8), tenendo conto delle definizioni (3.20) e dividendo nella prima per
T e nella seconda per T%2, diventa

+ _ .
T =V + 62Z>\:E/)12V+

’ﬂ‘t

;_;2 =vt 4+ 06_2”\””,5121/_ , (3:34)
in cui si sono utilizzande le relazioni (3.28). Consideriamo ora i domini di analiticita dei
due termini di destra nella prima delle (3.34): nel caso meno stringente in cui ¢ € L1(R)
si ha v~ analitica nel semipiano inferiore, mentre, per le considerazioni fatte in precedenza
riguardo T'2, il termine contentente pjo non ¢ in generale analitico oltre A € R. Per questo
motivo, definendo i proiettori

, 1 fo) )
PE(fN) == | o—2—d\  MeR, 3.35

(A 27ri/)\—()\iz'e) < (3:35)
si dimostral4| che se f(\) verifica la condizione di Holder! allora Py (f()\')) sono funzioni
analitiche nel semipiano complesso superiore/inferiore rispettivamente e nel limite € — 0
vale

!

P;E(f()\')) = ZLM ){:(i ))\d)\, + %f()\) A € R (formula di Plemelj — Sokowski), (3.36)

(in cui f rappresenta l'integrale al valor principale secondo Cauchy), da cui la proprieta

PY(fN) =Py (fN) =f(\) , YAER.
A questo punto si puo scrivere, sotto I'ipotesi appunto che pise

di Holder,

2idz ), +g0ddisfi 1a condizione

/ /
2i) 2i) - 2i)
p12€” vt = P (p1ae” “vt) — Py (prae” “vt) |

separando la parte analitica nel semipiano superiore da quella analitica nel semipiano in-
feriore. Il termine a sinistra della prima delle (3.34), invece, & analitico per ImA > 0,
tranne nei punti in cui 7'*(\) si annulla (corrispondenti allo spettro discreto del problema
di scattering); suppondendo che tali poli A, siano semplici, si puo scrivere

+ N o+
w4 ptA) 1
T11 =9 ()\) + Z dril A=\
r=1 Tax |, "

!Ossia che 3 > 0 e p €10, 1]tali che: |f(A1) — fF(A2)] < a A1 — A2]*, VA, A2 €R
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con gt (\) funzione analitica nel semipiano superiore e il secondo termine prolungabile per
analiticia nel semipiano inferiore (dato che ImA, > 0). A questo punto si riprende la prima
delle (3.34) nel suo complesso, la si riscrive separandone i termini in base al loro dominio
di analiticita e si ottiene

pr(y) 1

arit | X — )\,
ax

N
gT(\) = P (pr2e” "vt) = v — P (prae® v t) = > (3.37)
r=1

Ar

Si ha quindi che il primo membro é analitico nel semipiano superiore, il secondo nel semipi-
ano inferiore, per cui entrambi i membri si possono prolungare per analiticita in tutti il piano
complesso; per il teorema di Liouville, percio, tali membri sono uguali a una costante, pari
al valore a cui tendono per |A\| — co. Per mostrare quest’ultima affermazione utilizziamo le

equazioni integrali (3.13)(3.14) e notiamo che per |A| = co e ImA < 0, vale v~ ~ < (1) > .

Noto il comportamento all’infinito, la (3.37) implica che

s = P a2 () = ()

— ’ N / . 1
v~ () = Py (pra(X)e¥ art (X)) = Y, goscedheont(a,) = ( ! ) ,
in cui si ¢ usata la prima di (3.24) e si & posto

() = bt (A)e2Ae

Ripetendo il ragionamento di cui sopra per la seconda delle (3.34), e sfruttando le consid-
erazioni di simmetria per lo spettro discreto e i termini della matrice di scattering, si ricava

5 = P me () = ()

T N oy o (339)
V) = T e () - B oma(V)e o) = (1)

con

Alle (3.38)(3.39) si aggiungono le 2N equazioni spinoriali:
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f&»—meu%w%ﬁw»—zim%fm“wun:(

1
0
() = ol e P (A, — P (op12(N )e 2 7~ (X)) = (
(3.40)
ottenute valutando le equazioni (3.38)(3.39) in A; e A; rispettivamente.
Le (3.38)(3.39)(3.40) permettono quindi di ricavare le v*(\,t), ma lobiettivo finale del
metodo della trasformata spettrale era quello di ricavare le soluzioni dell’equazione di
Schédinger non lineare; rimane quindi da determinare I'espressione del potenziale g(x,t).
Per far cid consideriamo le (3.18)(3.19) nel caso |A| > 1; sostituendo il primo ordine v ~ 1
nella prima equazione, integrando per parti e tornando a sostituire nella seconda si ricava
lo sviluppo seguente

= (@) +O(E)
vy =1+ 55 [ la(y)" dy + O(5%)

La prima delle (3.41) ci permette di interpretare g(x) come proporzionale al residuo di
vi"(z, \); ricordando |A| > 1 si ricava dalla seconda delle (3.39) per vj"

(3.41)

N
1 -3 - 0 ’ N N ’
Vi) =3 <a§ e PN (A) - o / X pra(N )e 2 T (A )) . (3.42)
r=1 -

in modo da ottenere, moltiplicando per 2i), la rappresentazione spettrale della soluzione
della NLS

N —o0

g(x,t) = 2i0 Y e (t)e 2 My (A, t) — = /

—00

d>\,,512(5\,,t)e_QiA/xul_()\',t). (3.43)

Analizziamo quindi il risultato ottenuto: la (3.43) consta di due termini, il primo corrispon-
dente alla presenza di spettro discreto nel problema di scattering, il secondo associato alla
soluzione di spettro continuo. Quest’ultima parte assume una forma che richiama l'inte-
grale di Fourier della (2.6) e difatti rappresenta la parte di radiazione delle soluzioni della
NLS, che si comporta come nel caso dispersivo lineare.

Il primo termine della (3.43) da luogo invece a uno o pii soluzioni ondose (a seconda
di quanti siano i A, nello spettro discreto) fortemente localizzate denominate solitoni: tali
onde si propagano con velocita costante e mantenendo la stessa forma; quando interagiscono
fra loro, inoltre, non cambiano aspetto dopo l'interazione, ma acquistano semplicemente
una variazione di fase. A causa di questo loro comportamento caratteristico sono difatti
spesso considerate come delle “quasi-particelle”. Tali strutture coerenti nello spazio e nel
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tempo sono in pratica il risultato del bilanciamento tra la dispersione e la non linearita
presenti nella NLS.

Per analizzare piu in dettaglio queste soluzioni, poniamo il caso pj2 = 0 (reflectionless
potentials) e ¢ = 1 (ricordando che corrisponde al caso “focusing”, I'unico che ammette
spettro discreto nelle ipotesi da noi fatte) e riportiamo per semplicita la forma assunta
dalla prima delle (3.40) e la seconda delle (3.39):

< 1 Noc t) o
V_()\j,t) = ( 0 > + Z ﬁe2ZATIV+()\T,t) (344)
r=1"J r
0) = &
v\t = ( 1 > - Z py _rj\ e 2T (N, 1) . (3.45)
r=1 r

Sostituendo l’espressione di vT, calcolata in )., nella prima e considerando solo la prima
componente (l'unica legata a g(z,t)) si ricava (omettendo le dipendenze dal tempo)

N N
/Y Crck 7 r—_ka —(\ .
S PO Dy vy w s ey A (3.46)

r=1k=1
se si definisce
N C E —
D = _ I HAem e (3.47)
P Yo verw T ww

la (3.46), separata la sommatoria nei casi k = j e k # j, diventa

N N
L+ D™y =1= 3 > e Mn () - (3.48)

a questo punto si moltiplica entrambi i membri per 2ic; e~ 27 ¢ ricordando Despressione

(3.43) nel caso p12 = 0, si ottiene

N
(1+Djj)g;+ > Djear = 2igje 27 (3.49)
k=1k#j
in cui si é opportunamente definito
_ N
@ =2yt (3.50)

Gr = 2iére_2i)‘rx1/1_(5\r)

22



La (3.49) costituisce un sistema per determinare le ¢, la cui somma rappresenta la soluzione
completa della NLS nel caso reflectionless. Come esempio ricaviamo ora la soluzione a
singolo solitone, corrispondente al caso N = 1: la (3.47) si riduce allora alla sola

@ e e ey ()] et

D1 = _
11 ()\1 — )\1)2 4772 )

avendo posto B
A =&+1in = A —A=2in , n>0;
si suppone poi
c1(0) = 2pe?neition
da cui tramite la seconda di (3.33) ed esplicitando il calcolo di A? si ha

Cc1 (t) = 2,,76277$1—8£77tei[4(§2_172)t_51}
da cui
Dy = etnler—a)=16&nt
A questo punto dalla (3.49) si ottiene

2, (t)e—ziilz 41’7762’7(”“ —gc)—8§77te—i[4(£2—nz)t+2§m+61}
1+ Dy 1+ ednler—z)—16ent ’

Q($, t) =q1 =
OvVvVvero

2’i7]€_i[4(£2 _772 )t_2£m_51}

alw,t) = cosh2n(x — x1) + 8nét]

La (3.51) rappresenta un solitone: il termine a numeratore costituisce la parte oscillante
che, a causa del coseno iperbolico a denominatore, & esponenzialmente localizzata sulla
retta; tale localizzazione viaggia nel tempo e, considerando ’argomento di cosh si puod
quindi definire come velocita di propagazione del solitone v = 8n¢/2p = —4¢. L’ampiezza
dell’oscillazione é invece legata alla parte immaginaria dello spettro discreto, nello specifico
a 2n (vedi Figura 3.1).

A questo punto é necessario ritornare a considerare il caso “defocusing” della NLS, al quale
ricordiamo che non si possono associare soluzioni del tipo (3.51) perché non ammette spet-
tro discreto nell’ipotesi ¢(z,t) — 0 per || — oo; va aggiunto pero che modificando tali
ipotesi, ovvero andando a cercare soluzioni di altro tipo, si puo dimostrare che anche il caso
“defocusing” ammette soluzioni solitoniche associate a spettro discreto.

Piu precisamente 1’equazione Schrodinger non lineare “defocusing” possiede, ad esempio,
soluzioni il cui modulo all’infinito tende a una costante non nulla; esse sono della forma

(3.51)

. v 2 2 v2
q(x,t) = qo[atanh a(z — vt) + ip|e~ P~ 2)2F+ B 207 —pv+50)1] (3.52)
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Figura 3.1: A sinistra: esempio di solitone di tipo bright. A destra: andamento del modulo
quadro in un solitone dark.

con qo, a, v, p parametri reali [18]. Si verifica quindi che il modulo di tale soluzione tende a
lqo] \/a? + p?per x — +oo e ha il minimo |qop| per z = vt. Quindi questo solitone ¢ visibile
sotto forma di depressione rispetto al valore costante all’infinito, depressione che si sposta
nel tempo con velocita v (vedi Figura 3.1).

In ottica non lineare si distinguono solitamente questi due tipi di soluzione denominadoli
solitoni bright nel caso (3.51), dato che nei fenomeni ottici rappresentanto dei picchi di
intensita luminosa; al contrario ci si riferisce alla (3.52) come a un solitone di tipo dark
perché rappresenta il fenomeno opposto di locale diminuzione di energia. Infine i solitoni
dark si dicono black quando p = 0 e l'intensita luminosa € nulla nel punto di minimo, mentre
¢ gray quando p # 0 e il modulo dell’onda non arriva ad essere nullo nel minimo[12].
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Capitolo 4

La NLS come equazione modello
della fisica

Consideriamo un sistema fisico in 1+1 dimensioni in cui una grandezza u(z,t) € R sia
descritta da una legge di evoluzione del seguente tipo

LOw = N (u,uy) ; (4.1)

operatore differenziale £(°) & del tipo lineare dispersivo, associato a una generica relazione
di dispersione espressa in serie di potenze w(k) = Zj:(] a;k’, e puo essere scritto nel
seguente modo

LY =8, + iw(—id,) , (4.2)

mentre A ¢ una funzione analitica non lineare di u e u,,, che scegliamo di esprimere in serie
di potenze nel seguente modo

N(u,uz) = (n1u? + nou® + ..)p = 2nquny, + 3nouuy, + ... . (4.3)

Supponendo che la non linearita sia molto debole rispetto alla dispersione, sviluppiamo
intorno alla condizione di equilibrio u® = cost = u; = u; = 0 e consideriamo la non
linearitd come perturbazione; poniamo quindi

u(z,t) = eu™ + Eu® 4+ Su® 4 (4.4)

con il fattore 0 < € < 1 che tiene conto della “piccolezza” della non linearita e la richiesta
di asintoticita dello sviluppo, ovvero che
eyt

e =0Vn,

im
e—0
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in cui ||-|| indica la norma uniforme in z e t. Alla luce della (4.4) il termine non lineare
nella (4.1) si puod percio scrivere separando i vari ordini in e:

N (u,uz) = 22n1uWu® + 201 (WP u® + u@ulD) + 3ng(uM)2ulV] + O() . (4.5)
Uguagliando nella (4.1) a O(e) si ricava
£O0y® ¢ |

equazione che, come gia visto in precedenza, ammette la soluzione elementare di onda piana
uD(z,t) = e + cc. , 0 = kx — w(k)t , ¥ = cost; agli ordini successivi si ricava poi

o) = L£Ou® =2puWyl) (4.6)
0 = LOU) =20 (uVu® + uPull)) + 3ny(u)2uH (4.7)

Nella (4.6) il termine u(l)ug) = ikp?e%? + c.c. porta alla generazione della seconda armon-
ica; difatti la (4.6) ammette soluzione del tipo u® (z,t) = Be*? + c.c. con B = cost. Nella
(4.7) basta osservare il termine u(l)ug) = 2ikABe*® + 2ik ABe' + c.c. per notare che, oltre
a un fattore per la generazione della terza armonica, al O(e®) compare un termine risonante
(ovvero proporzionale ad ¢) che ammette soluzione con ampiezza che cresce linearmente
con il tempo. A causa di tale fenonemo ¢ sufficiente arrivare a tempi dell’ordine e~ perché
venga a cadere l'asintoticita dello sviluppo perturbativo. La non linearita nel sistema fisico
in questione, se da un lato distrubisce ’energia iniziale nelle armoniche superiori che com-
paiono ai vari ordini dello sviluppo, dall’altro porta anche all’accumulo di correzioni che a
tempi lunghi causano la perdita di validita dello sviluppo pertubrativo; si parla in questi
casi di introduzione di termini secolari. E’ necessario quindi modificare il procedimento fin
ora effettuato applicando il cosiddetto metodo multiscala: introduciamo dunque le variabili
“lente” xy; = ex, t; = €t e to = €%t; gli operatori di derivazione si modificano percio nel
seguente modo

Oy — Oy + €0y,
Oy — O + e@tl + 628152 .
Si ha quindi

(10, —iedy) = > aj(—i) (0 + €0 ) = 3 aj(—i) Y ( ‘Z > €N, =

j=0 j=0 i=0

= aj(—iY ol +e> jaj(—i) 09I 0y, + % > i = Da(—iY 057202, + O(€%)
j=1 j=2

=0
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I’operatore dispersivo lineare si pud percio riscrivere separando i vari ordini in €

L0 — = 8t+iw(—i8x)+e[8t1+iwl(—i8x)8x1]+62[8t2—i—%wﬂ(—z’ax)(?xlaxl]—i-(’)(eg) . (4.8)

I primi ordini del termine non lineare, tenendo conto che ora u; — uy + €uy,, si modificano
invece nel seguente modo

N(u,uy) = €2n1uMul) + E2n1 (bW ul® + u@ull) + u(l)ugll)) + 3no(uM)2uV] + O(e*)

T

(4.9)

e 1 primi ordini dell’equazione (4.1) assumono quindi la nuova forma
Oe) — L£OyM =0, (4.10)
(9(62) 20, = -1 §11) + iw,(—i&c)ug)] + 2n1u(1)u;1) , (4.11)

O = LU = —u® 4w (—id)u@] — [w + 20 (—id)ul), 1+ (4.12)

x1 2 xr1T1

+2n1 (uMu® + u@u + u(l)ugcll)) + 3ng(uM)2ulV)

xT

Si ha che al O(e) la soluzione ¢ nuovamente del tipo

uM) = oy (31,11, 12)e" + c.c. (4.13)

ma con ora l'ampiezza che € a sua volta funzione dello spazio e del tempo, seppur con
una dinamica in una scala piu lenta; inserendo la (4.13) nella (4.11) notiamo poi che per
eliminare i termini secolari all’ordine €2 ¢ sufficiente chiedere

up) i (=i )ul) = 0= oy, +iw (k) =0

r1

equazione soddisfatta da ¥ = 91 (x; — w’(k)tl, to). Cio significa che in tempi e spazi del-
I'ordine €' Peffetto della non linearita consiste nel far viaggiare ’ampiezza dell’armonica
principale con la velocita di gruppo. A questo punto la (4.11) ammette soluzione per u(®
della forma

u® = 1, (z1,t1,t2)e?? + c.c. | (4.14)
in cui, ricordando u(l)ug) = ik?e? 4 c.c., si ha

2kn1

" w(2k) — 2w(k)¢% ’ (4.15)

(G

E’ necessario ora riconoscere ed eliminare i termini risonanti nella (4.12): oltre che nei termi-
ni contenenti le derivate di u(") si nota che essi sono presenti nei seguenti termini non lineari
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u(l)ugf) = 2ik1/}1¢263i9 + 2ikwgzﬁlew + c.c,
u(2)u§c1) = ikp192e3 — ikipoipre + c.c. |
(uM)2ul) = iky3e3® 4+ ikyy () e + c.c.

eliminare i terimi secolari corrisponde quindi a chiedere

Z‘r " . 7 .
—T/}ltz — 5(,4.) 1/}1961961 + 2tknyoy + 3iknatn ’1/}1’2 =0. (4.16)

Ricordando la relazione (4.15) si ricava che la (4.16) risulta essere proprio ’equazione di
Schrédinger non lineare per 'ampiezza 1, nelle variabili xqe to:

. _ W 4n?k? 9
“/}1152 = 7¢1x1x1 - <m - 3n2/€> TN (4.17)

In conclusione la NLS ha ampia validitad come equazione modello della fisica perché compare
in sistemi dispersivi debolmente non lineari per descrivere le modulazioni di ampiezza del-
I’armonica principale, in una scala di tempi e spazi piu lenta rispetto alle oscillazioni di fase.
Un analogo ragionamento si puo inoltre estendere a una classe pitt ampia di equazioni, ad es-
empio considerando un operatore dispersivo piu generale (in forma di polinomio come nella
(2.5)) e non linearita N che siano funzioni anche delle derivate successive della u(z, t)|13].
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