Lunghezze di cammini

Data una varieta differenziabile M, sia dato un cammino C, ovvero una serie
connessa di punti sulla varieta, e una sua parametrizzazione, ovvero la curva

Ae0,1] = {z"(N)}. (1)
L’elemento di lunghezza sulla varieta e

ds = Vds? = \/ g dxrdz? (2)

ds / dxH dxv
a = guuﬁﬁ (3)

e la lunghezza finita del cammino &

L ds ! dx# dxv
As= | dNZ = [ dn/gu 4
8 /0 X /0 Inr=ax "dx )

Anche se € necessario parametrizzare il cammino per calcolarne la lunghezza, il
valore della lunghezza non dipende dalla parametrizzazione scelta.

Consideriamo la varieta differenziabile S? data dall’insieme dei punti che
costituiscono la sfera di raggio R; descriviamo questa varieta con le coordinate
polari {z#} = (6, ¢) definite nell’aperto

per cui lungo la curva

0<f<m
0<¢<2m (5)
e sia
ds* = R?d6? + R*sin® 0d¢? = g, dz"dx” (6)
con )
R 0
g‘“’( 0 R251n29) (7)

la metrica in essa definita. Per questa varieta la (4) diventa

1 2 2
As = R/ d)\\/<%) +sin? @ <%) . (8)
0

Applichiamo la formula (8) ad alcuni casi concreti.

1. Si consideri il cammino in figura 1. Esso va da (0, %) a (%, %) Scegliamo
la parametrizzazione \ € [0,1] = (6 (A), ¢ (N)):

O .60) = (51 7) - ©)

Indicando con “” la derivata rispetto a A, si ha che il vettore tangente é:

(1) 5). o



Figure 1: A sinistra rappresentiamo il cammino scelto sulla sfera 52, a destra
la sua rappresentazione in coordinate polari in R?, cio nel piano (6, ¢).

La lunghezza del cammino e quindi:

AsR/Old)\\/@gR. (11)

2. Si consideri il cammino in figura 2. Esso va da (g, 0) a (6o, 27).
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Figure 2: A sinistra rappresentiamo il cammino scelto sulla sfera 52, a destra
la sua rappresentazione in coordinate polari in R?, cio¢ nel piano (6, ¢).

Scegliamo la parametrizzazione A € [0, 1]
(0(A), ¢ (X)) = (6o, 2mA) . (12)

Il vettore tangente e:
(6.6) = (0,2m) (13)

quindi la lunghezza del cammino e:

1
As = R/ d\y/sin? 6 (27)% = 27 Rsin b, . (14)
0



Se cambiamo la parametrizzazione, ad esempio con A € [0, 1]

(6(N) .6 (V) = (60,27)?) . (15)

il vettore tangente diventa
(6.6) = (0,47 (16)
e la lunghezza del cammino e
1 1
As = R/ d\y/sin? 0, (47)* X2 = Rsin904ﬂ'/ Ad\ =27 Rsinby . (17)
0 0

Come si vede, la lunghezza non dipende dalla parametrizzazione.

3. Si consideri il cammino in figura 3. Esso va da (0,0) a (3, %). Scegliamo

¢

27T

/2

ol m2 mw g
Figure 3: A sinistra rappresentiamo il cammino scelto sulla sfera 52, a destra
la sua rappresentazione in coordinate polari in R?, cio¢ nel piano (6, ¢).

la parametrizzazione \ € [0, 1]

0. 60) = (37 52) - (18)

(09)=(33) 19)

quindi la lunghezza del cammino e:

As=R / d)\\/ + sin? gA) (E>2 :R/i dav1+sina. (20)
0

2

Il vettore tangente é:

Questo integrale ¢ piuttosto difficile da risolvere. In generale, a meno di
scegliere percorsi semplici, si ottengono facilmente integrali non banali.



Laplaciano in coordinate polari

Consideriamo la metrica euclidea tridimensionale, nelle coordinate cartesiane
{:EM} - (xlv l‘2, 1‘3),

ds? = (dz")? + (d2?)? + (d2®)? = g, dat dz” (21)
con g,, = diag(1,1,1). La metrica inversa sara anch’essa ¢g"¥ = diag(1,1,1)

1,1
La stessa metrica puod essere espressa nelle coordinate polari {x®'} = (r,0, ¢)
definite dalla trasformazione di coordinate z# = z*(z®'):

)

' = rsinfsing
2 = rsinfcos¢
3 = rcosf. (22)
La metrica nelle nuove coordinate &
ds? = dr® +r2d6? + r*sin® 0d¢?® = gorp da® da® (23)

ovvero gorp = diag(1,72,r? sin? §) mentre g* 7 = diag(1,7 2,7 2sin"2 ).
L’operatore laplaciano in coordinate cartesiane ha la forma
of of of

20 _ _pv —
VA= e = ae t o T e

(24)

Se vogliamo scriverlo in un sistema di coordinate qualsiasi, dobbiamo prima
di tutto scriverlo in forma tensoriale, ovvero con derivate covarianti invece che
derivate ordinarie. Osserviamo che nello spazio euclideo in coordinate cartesiane

_ e . . . o
Guv,a = 0, quindi I}, = 0 e la derivata covariante coincide con quella ordinaria,
per cui possiamo scrivere

V= g" fw (25)

Questa espressione, a differenza della precedente, € tensoriale e vale quindi in
tutti i sistemi di coordinate. Possiamo quindi calcolare 'operatore laplaciano
in coordinate polari

V2 =9 farpr = 9% (fa)ipr (26)

dove nella parentesi abbiamo messo la derivata ordinaria perche’ la derivata
covariante di una grandezza scalare (come la funzione f) coincide con la sua
derivata ordinaria; in altre parole, il gradiente di uno scalare ¢ un oggetto ten-
soriale, e precisamente & una uno-forma. Invece, fuori della parentesi c’e la
derivata covariante perche la derivata ordinaria e covariante di una uno-forma
non coincidono.

Abbiamo quindi

V2 =g"" [fap — Tl fo] - (27)



I simboli di Christoffel non nulli si calcolano facilmente, osservando che la met-
rica e diagonale e che le derivate non nulle della metrica sono

goo.r =21, Gpp,r =21 sin® 0, 9p6,0 = 272 sin 6 cos 0 (28)

quindi i simboli di Christoffel non nulli con indici bassi sono

1
Logr = 59000 =T, Loro=Trgo = 396000 =T

1 . 1 .
Fﬂf)ffﬂ” = 7§g¢¢ﬂ« = 77’Sln2 9, F¢T¢ = FT¢¢ = 5Y9¢0,r = TSIII2 0

2
1 2 . 1 5 .
Lypo = 59000 = T sinf cosf, Fgop =Toge = 39600 =T sinf cos 0
(29)
e i simboli di Christoffel non nulli sono
r 6 6 1
Log = =7, Fer:Fw:;
1
Lyy=-rsin®f, T20=T9%=-
r
I‘(fd):fsin@cosﬁ, F;;:Feﬁ:cot@.
(30)

Sostituendo in (27) troviamo la forma del laplaciano di una funzione f in coor-
dinate polari

1 1
V3f = fort+ 5fo0+ ——5=Ffe +
f f, 2 f.00 a2 Hf,gbd)
- [Fe’ég‘% + Fcz;pg(b(b] Jor— F¢9¢9¢¢f,9

2 1 1
= fopt+—fr+—= t 6 . 31
Fort ~fot 3 (f,99+60 f,9+sin29f,¢¢> (31)




Esercizio

Consideriamo lo spazio-tempo descritto, nel riferimento O, dalle coordinate
{x#} = (t,x,y,7), con metrica

d 2
ds* = —rtdt® + rida® + r'dy* + TLQ . (32)

Sia dato il tensore T di componenti

0 =z 0 r
T )
r 0 0 0
1. Calcolare simboli di Christoffel non nulli, che sono
Ly T T T Ty Ty T (34)

2. Calcolare le componenti dei tensori 7%, e T}, ”.

3. Calcolare le seguenti componenti della derivata covariante del tensore T":

Tta;;:c ) Tty;y ) T’r‘r;t . (35)



Soluzione

La metrica inversa ¢

g = diag(—r*, 774, r 74 r?). (36)

1. Utilizziamo la formula

1 v
Foﬁi - §gu (gal’;ﬁ + 9Bvia — gaﬂ;b)- (37)
Si ha 1 1
Iy = ig“/(gtu,t + Gt — Grr) = *igwgtt,r =27 (38)
e allo stesso modo si trova
2 X 2
th" =~ Fz’,:n - 727’5; Fzﬁ =~
T
2 1
r,=-2r, TIJ= - D= (39)
2.
0 -% 0 —-%
™" —  gha - 0 %3 0
v T 9 =g L0 0
rs 0 0 0
0o % o0 3
T,V = Tug® = 7% 0 7“% 0 (40)
p he 0 &% 0 0
-5 0 0 0
3.
Tta;;:c = Tta;,x - thTa:c - qu(;jTtO( = Tt;c,:c - FxZ;Tt'r =1+ 20
Tryyy = Tiyy— FtyaTay - Fy(zX/Tm = 7Fy§/Tt’” =1+2°
T’r‘r't = T’r‘r,t - F',-%Tar - Fr?Tra = _Frf:(Ttr + T’r't) =—4. (41)



