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PARTE I

Sia data la metrica, nel riferimento O di coordinate {z*} = {t,x,y, z},

ds* = —dt* + *(da* + dy?® + dz?) .
Sia dato il vettore V di componenti, nel riferimento O,

V*=(0,—y,z,0).

Sia dato il riferimento O" di coordinate {2’} = {u,r, ¢,(} definite dalla
trasformazione di coordinate
= —Ilnu
= 7rcoso¢
rsin ¢
= (.

I simboli di Christoffel non nulli, nel riferimento O’, sono
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1. Esprimere la metrica nel riferimento O’.
2. Determinare le componenti di V nel riferimento O'.

3. Dato il tensore T che in O’ ha le seguenti componenti

0 r 0 0
1 cos¢p 0 O
0 0 sing O
0 r 0 0

si calcoli la componente 17" ., della derivata covariante.

T =



PARTE I1

Sia data la metrica, nel riferimento O di coordinate {z#} = {t,x,y, z},
ds® = —dt* + e*(da* + dy® + dz?) .

I simboli di Christoffel non nulli, nel riferimento O, sono

t _ 1t _ 1t
Fxx_ryy_rzz
T _TY _T1T%
th_ryt_rzt‘

Sia dato il vettore V di componenti, nel riferimento O,
Ve =1(0,1,0,0).
Sia dato il cammino C lungo la curva
t=y=2=0
dal punto P di coordinate (0,0,0,0) al punto @ di coordinate (0, 1,0, 0).
1. Calcolare i simboli di Christoffel.

2. Trasportare parallelamente il vettore V dal punto P al punto ) lungo
il cammino C.

Domanda teorica

Dato il generico tensore energia-impulso 7% spiegare perche’ I’equazione
T°F 5 =0, valida in spaziotempo piatto ¢’ una legge di conservazione, men-
tre T°%.3 =0, valida in spaziotempo curvo, non lo ¢’.




ATTENZIONE

e Chi ha superato il primo esonero svolgera solo la sec-
onda parte del compito.

e Chi ha superato il secondo esonero svolgera solo la
prima parte.

e Chi non ha fatto gli esoneri svolgera entrambe le
parti.

e Chi fa solo una parte del compito, relativa all’esonero
mancante o andato male, deve dichiararlo SUBITO,
al momento del controllo dei documenti.

e Chi fa solo una parte del compito deve uscire dopo
due ore, pena 'annullamento.

e [l compito annulla gli esoneri precedenti.



SOLUZIONE
PARTE I
1

Determiniamo ’espressione della metrica nel riferimento O’.

e = ?
1
dt = ——du
u
dr = cosgdr — rsin ¢pdo

dy = sin¢dr + rcos ¢do

dz = d¢
quindi
1
ds? = — {—alu2 + dr? + r’d¢* + dCz} )
U
2
La matrice che descrive il cambiamento di coordinate &
—% 0 0 0
A = ozt [ 0 cos¢p —rsing 0
" orer | 0 sing rcos¢ 0
0 0 0 1
La sua inversa ¢
—u 0 0 0
AY = Oz | 0 cos¢ sing O
mT e | 0 —ising lcosg 0
0 0 0 1

Per determinare le componenti del vettore V nel riferimento O’ , prima di
tutto esprimiamo le sue componenti nel riferimento O in termini delle coor-

dinate di {z*'},
V# = (0, —y,x,0) = (0, —rsin ¢, r cos ¢, 0)
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poi le moltiplichiamo per 'opportuna matrice di cambiamento di coordinate:

—u 0 0 0 0 0
/ 0 cos ¢ sing 0 —rsin ¢ 0
al __ A« no__ —

VE = AV = 0 —Ising +cos¢ 0 rcos¢p | | 1
0 0 0 1 0 0

quindi

(Ve VT, ve Ve =(0,0,1,0).
3

2 cos¢

T’I“T‘ u — TT’T u + Tocrl—\rau + TTQFTau — 2 TO[’I“FT’Olu —_ _

PARTE II

E sufficiente calcolare T e T'*, (poiché come & detto nel testo i simboli con
y e z al posto di z, sono uguali a questi).
Essendo g, = diag(—1, %, e* ), si ha

1 1
F;z = igtu (g:cu,a: + Guzx — g:c:c,u) = _§gttgmc,t = 62t
Ftac - 59 a (gtu,x + Guait — gtac,u) - 59 Grxt = 1.

Il cammino C & definito lungo una linea coordinata x, quindi I’equazione
delle geodetiche lungo di esso ¢

VE = VH 4 TE VY =0,

Si ha quindi

Vi, = =Mve (1)
Vie = =V (2)
Vie = (3)
Ve =0 (4)



con le condizioni iniziali, in x = 0,
Vi0)=0, V*(0)=1, V¥0)=0, V*0)=0.

Le equazioni per V¥ e V# ci dicono che sono costanti, e quindi uguali ai loro
valori iniziali, pari a 0. Dalle equazioni per V! e V? si ha, differenziando la
(2) e sostituendovi la (1),

VIL'

_ 2ty/x
e = € \%4

che ha soluzione generale
V®(z) = Acosh(e'r) + Bsinh(e'z);
dalla (2) si ha
Vi(x) = =V?, = —e'Asinh(e'z) — ' B cosh(e'x) .

Le costanti sono fissate dalle condizioni iniziali, in z = 0:

VH0) = A=1
Vi(0) = —e'B=0

quindi

V¥(x) = cosh(e'r)
Vi(r) = —e'sinh(efn)

ein @Q, dove z = 1,

V# = (—¢'sinh(e’), cosh(e), 0,0) .



