
RELATIVITÀ GENERALE - ESONERO 1-12-2011

Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate {xµ} =
(u, v, y, z), dalla metrica

ds2 = −dudv +
(
1 +

1

2
sin u

)
dy2 +

(
1 − 1

2
sin u

)
dz2 .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γy
uy =

1

2

cos u

(2 + sin u)
, Γz

uz =
1

2

cos u

(−2 + sin u)
, Γv

zz = −1

2
cos u , Γv

yy .

1. Calcolare il simbolo di Christoffel Γv
yy.

2. Dato il tensore T , di componenti nel riferimento O

Tµν =




0 1 0 0
z cos u 0 0
0 0 sin u 0
0 y 0 0


 .

calcolare le componenti T ν
µ .

3. Calcolare Tzu;z e Tzv;y

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, x′, y′, z′), definito dalla
trasformazione di coordinate xµ′ = xµ′(xα)

t′ = (u + v)/2
x′ = (v − u)/2
y′ = y/3
z′ =

√
z

,

definita per z > 0. Calcolare le componenti del tensore Tµ′ν′ nel riferimento O′.



RELATIVITÀ GENERALE - ESONERO 1-12-2011

Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate {xµ} =
(u, v, y, z), dalla metrica

ds2 = dudv +
(
1 − 1

2
sin u

)
dy2 +

(
1 +

1

2
sin u

)
dz2 .

I simboli di Christoffel non nulli sono

Γy
uy =

1

2

cos u

(−2 + sin u)
, Γz

uz =
1

2

cos u

(2 + sin u)
, Γv

yy =
1

2
cos u , Γv

zz .

1. Calcolare il simbolo di Christoffel Γv
zz.

2. Dato il tensore T , di componenti nel riferimento O

Tµν =




0 1 0 0
y cos u 0 0
0 z 0 0
0 0 0 sin u


 .

calcolare le componenti T ν
µ .

3. Calcolare Tyu;y e Tyv;z

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, x′, y′, z′), definito dalla
trasformazione di coordinate xµ′ = xµ′(xα)

t′ = (u − v)/2
x′ = (u + v)/2
y′ = y/3
z′ =

√
z

.

definita per z > 0. Calcolare le componenti del tensore Tµ′ν′ nel riferimento O′.



Soluzioni

Compito A
La metrica e la metrica inversa sono

gµν =




0 −1
2

0 0
−1

2
0 0 0

0 0 1 + 1
2
sin u 0

0 0 0 1 − 1
2
sin u


 , gµν =




0 −2 0 0
−2 0 0 0
0 0 2

2+sin u
0

0 0 0 2
2−sinu


 .

1.

Γv
yy =

1

2
gvα(gyα,y + gαy,y − gyy,α) = −1

2
gvugyy,u =

1

2
cos u .

2.

T α
µ = Tµνg

να =




0 1 0 0
z cos u 0 0
0 0 sin u 0
0 y 0 0






0 −2 0 0
−2 0 0 0
0 0 2

2+sinu
0

0 0 0 2
2−sin u







−2 0 0 0
−2 cos u −2z 0 0

0 0 2 sin u
2+sinu

0
−2y 0 0 0


 .

3.

Tzu;z = Tzu,z − Γµ
zzTµu − Γµ

uzTzµ = −Γv
zzTvu =

1

2
z cos u

Tzv;y = Tzv,y − Γµ
zyTµv − Γµ

vyTzµ = Tzv,y = 1 .

4. La matrice cambiamento di coordinate è:

(Λµ
α′) =

(
∂xµ

∂xα′

)
=




1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′




Si ha
Tα′β′ = Λµ

α′TµνΛ
ν
β′

quindi definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′), Λ = (Λµ
α′), si trova



T ′ = ΛT TΛ

=




1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′






0 1 0 0
z cos u 0 0
0 0 sin u 0
0 y 0 0






1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′




=




1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′






1 1 0 0
z′2 + cos(t′ − x′) −z2′ + cos(t′ − x′) 0 0

0 0 3 sin(t′ − x′) 0
3y′ 3y′ 0 0




=




1 + z′2 + cos(t′ − x′) 1 − z′2 + cos(t′ − x′) 0 0
−1 + z′2 + cos(t′ − x′) −1 − z′2 + cos(t′ − x′) 0 0

0 0 9 sin(t′ − x′) 0
6z′y′ 6z′y′ 0 0


 .



Compito B
La metrica e la metrica inversa sono

gµν =




0 1
2

0 0
1
2

0 0 0
0 0 1 − 1

2
sin u 0

0 0 0 1 + 1
2
sin u


 , gµν =




0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 2

2−sinu
0

0 0 0 2
2+sin u


 .

1.

Γv
zz =

1

2
gvα(gzα,z + gαz,z − gzz,α) = −1

2
gvugzz,u = −1

2
cos u .

2.

T α
µ = Tµνg

να =




0 1 0 0
y cos u 0 0
0 z 0 0
0 0 0 sin u






0 2 0 0
2 0 0 0
0 0 2

2−sinu
0

0 0 0 2
2+sin u







2 0 0 0
2 cosu 2y 0 0

2z 0 0 0
0 0 0 2 sin u

2+sinu


 .

3.

Tyu;y = Tyu,y − Γµ
yyTµu − Γµ

uyTyµ = −Γv
yyTvu = −1

2
y cos u

Tyv;z = Tyv,z − Γµ
yzTµv − Γµ

vzTyµ = Tyv,z = 1 .

4. La matrice cambiamento di coordinate è:

(Λµ
α′) =

(
∂xµ

∂xα′

)
=




1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′




Si ha
Tα′β′ = Λµ

α′TµνΛ
ν
β′

quindi definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′), Λ = (Λµ
α′), si trova



T ′ = ΛT TΛ

=




1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′






0 1 0 0
y cos u 0 0
0 z 0 0
0 0 0 sin u






1 1 0 0
−1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′




=




1 −1 0 0
1 1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 2z′






−1 1 0 0
3y′ − cos(t′ + x′) 3y′ + cos(t′ + x′) 0 0

−z′2 z′2 0 0
0 0 0 2z′ sin(t′ + x′)




=




−1 − 3y′ + cos(t′ + x′) 1 − 3y′ − cos(t′ + x′) 0 0
−1 + 3y′ − cos(t′ + x′) 1 + 3y′ + cos(t′ + x′) 0 0

−3z′2 3z′2 0 0

0 0 0 4z′2 sin(t′ + x′)


 .


