RELATIVITA GENERALE - ESONERO 1-12-2011
Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate {z#} =
(u,v,y, z), dalla metrica

1 1
ds® = —dudv + <1 + B sin u) dy* + (1 —3 sin u) dz* .

I simboli di Christoffel non nulli sono

1 cosu 1 COoS U 1
v = —— " = Y, =— e .
W 2(24sinu)’ " 2(=2+4sinu)’ *F 2 €t Tw

1. Calcolare il simbolo di Christoffel I'},.
2. Dato il tensore T', di componenti nel riferimento O

0 1 0 0
z cosu 0O O
el 0 0 sinu 0
0 g 0 0

calcolare le componenti T, ¥.
3. Calcolare T, e T,

4. Sia dato il riferimento O’, di coordinate {z*} = (¥ 2',y/,2’), definito dalla
trasformazione di coordinate z# = z(x%)

= (u+wv)/2
¥ = (v—u)/2
y o= y/3

Z = Vz

definita per z > 0. Calcolare le componenti del tensore 7},,/ nel riferimento O'.



RELATIVITA GENERALE - ESONERO 1-12-2011
Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O di coordinate {z#} =
(u,v,y, z), dalla metrica

1 1
ds® = dudv + (1 —3 sinu> dy* + (1 + 3 sinu> dz* .

I simboli di Christoffel non nulli sono

1 cosu . 1 cosu v

1
W o2 tsinu)’ " 2(2+sinw) w2 e

1. Calcolare il simbolo di Christoffel I'?,.

2. Dato il tensore T', di componenti nel riferimento O

calcolare le componenti T, ¥.
3. Calcolare Ty, € T,z

4. Sia dato il riferimento O’, di coordinate {z*} = (¥ 2',y/,2’), definito dalla
trasformazione di coordinate z# = z(x%)

= (u—wv)/2
¥ = (ut+wv)/2
y o= y/l3

Z = Vz

definita per z > 0. Calcolare le componenti del tensore 7},,/ nel riferimento O'.



Soluzioni

Compito A
La metrica e la metrica inversa sono
0o -1 0 0 0 -2 0
- —% 0 0 0 o -2 0 0
I =1 0 0 1+ $sinu 0 S N ST
0 0 0 1—isinu 0 0 -
1.
v 1 v 1 vu 1
Ly = 59 (Gyay + Gayy — Gyya) = _59 Jyyu = ) cosu.
2.
0 1 0 0 0 -2 0 0
o va | 2 cosu 0 O -2 0 0 0
T, = Twy™ = 0 0 sinu O 0 0 2+fmu 0
0 vy 0 0 0 0 S
—2 0 0 0
—2cosu —2z 0 0
2sinu
0 0 2+sinu
—2y 0 0 0
3.

1
Toie = T — T8, L — T Ty = -1 T = % cosu

Ty = Toy—T0 T — 10T =Ty =1.

4. La matrice cambiamento di coordinate é:

1 -1 0 0
Ozt 1 1 0 0

ey —
(Vo) = <axa'> 10 0 3 0
0 0 0 2¢

Si ha
Talﬁl = AMa/TMVAV ’

quindi definendo le matrici 7' = (7)), T’ = (Twg ), A = (A",), si trova




T = ATTA

1 1.0 O 0 1 0 0 1 =1 0 0

| -1 10 O z cosu 0 0 1 1 0 0

a 0 03 0 0 0 sinu O 0 0 3 0
0 0 0 2 0 v 0 0 0 0 0 2
1 10 O 1 1 0

| -1.10 0 2% 4 cos(t —a') —z¥ + cos(t! — )

1 0 03 0 0 0 3sin(t’ — 2’)
0 00 2 3y/ 3y/ 0
1427 +cos(t' —a') 1—2%4cos(t — ') 0 0

| 14+ 2P 4cos(t —a)) —1— 2% 4 cos(t! — ) 0

N 0 0 9sin(t' — ') 0

62"y 62"y 0 0



Compito B
La metrica e la metrica inversa sono

0 % 0 0 0 2 0 0
|30 0 0 w |20 0 0
Iw =10 0 1—Lsinu 0 e N
0 0 0 1+%sinu 00 2+52inu
1.
1 1 1
Pzz = igva(gza,z + Gaz,z — gzz,a) = —igwgzz,u = —5 COS U .
2.
0 1 0O O 0 2 0 0
o va | y cosu O 0 2 0 0 0
Lot=dwd™ =10 . 0 o 00 72— 0
: 2
0 0 0 sinu 0 0 -
2 0 0 0
2cosu 2y 0 0
2z 0 0 0
2sinu
O O O 2-+sinu
3.
1
Tyusy Tyuy — Uy Lo — Uy Ty = =1, To = —gycosu

Tye = Ty =1 T — U0 Ty =Ty . =1,

vz

4. La matrice cambiamento di coordinate é:

1 1 0 0
ox* -1 10 O

M _ _
wo=(5m)=1 o o8 o
0 0 0 27

Si ha
Torg = Ny TN

quindi definendo le matrici 7' = (T),,), T' = (Twp ), A = (A",), si trova



1 =1 0 0 0o 1 0 O 1 1.0 O
1 1 0 O y cosu 0 0 -1 10 0
0 0 3 O 0 =2 0 O 0 03 0
0 0 0 2 0 0 O sinu 0 0 0 2
1 =10 0 -1 1 0
1 1 0 0 3y —cos(t' +a') 3y +cos(t' +2') 0
0 0 3 0 —2"? 2" 0
0 0 0 2 0 0 0 22'sin
—1 -3y +cos(t' +2') 1—3y —cos(t'+2') 0 0
—1+4+3y —cos(t' +2') 143y +cos(t' +2') 0 0

—32" 32" 0 0

0 0 0 427%sin(t + ')



