
I ESONERO 25-11-2008 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate xµ = (t, x, y, r),
dalla metrica

ds2 =
1

4

r2

R2
[−dt2 + dx2 + dy2] +

R2dr2

4r2

con R > 0 costante reale. I simboli di Christoffel non nulli sono:

Γr
xx = Γr

yy = −
r3

R4

Γx
rx = Γx

xr =
1

r

Γt
tr = Γt

rt =
1

r

Γy
ry = Γy

yr =
1

r

oltre a
Γr

tt, Γr
rr.

1. Calcolare Γ r
tt .

2. Dato il tensore

(

0
2

)

T , di componenti nel riferimento O

Tµν =











0 0 0 0
−r 0 0 0
0 0 y 0
0 x 0 0











,

calcolare le componenti del tensore

(

1
1

)

, ad esso associato, T µ
ν .

3. Calcolare
Trx;x , Try;y .

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, ρ, φ, r′), definito dalla trasfor-
mazione di coordinate xµ = xµ(xα′)

t = t′

x = ρ cos φ

y = ρ sin φ

r = r′ .

Determinare la metrica nel riferimento O′.

5. Calcolare le componenti del tensore Tµν nel riferimento O′.



I ESONERO 25-11-2008 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate xµ = (t, x, y, r),
dalla metrica

ds2 =
1

4

r2

R2
[−dt2 + dx2 + dy2] +

R2dr2

4r2

con R > 0 costante reale. I simboli di Christoffel non nulli sono:

Γr
xx = Γr

yy = −
r3

R4

Γx
rx = Γx

xr =
1

r

Γt
tr = Γt

rt =
1

r

Γy
ry = Γy

yr =
1

r

oltre a
Γr

tt, Γr
rr.

1. Calcolare Γ r
rr.

2. Dato il tensore

(

0
2

)

T , di componenti nel riferimento O

Tµν =











0 0 0 0
r 0 0 x

0 0 y 0
0 0 0 0











,

calcolare le componenti del tensore

(

1
1

)

, ad esso associato, T ν
µ .

3. Calcolare
Txr;x , Tyr;y .

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, ρ, φ, r′), definito dalla trasfor-
mazione di coordinate xµ = xµ(xα′)

t = t′

x = ρ sin φ

y = ρ cos φ

r = r′ .

Determinare la metrica nel riferimento O′.

5. Calcolare le componenti del tensore Tµν nel riferimento O′.



Soluzioni compito A

La metrica e la metrica inversa sono

gµν = diag

(

−
r2

4R2
,

r2

4R2
,

r2

4R2
,
R2

4r2

)

gµν = diag

(

−
4R2

r2
,
4R2

r2
,
4R2

r2
,
4r2

R2

)

.

1.

Γr
tt =

1

2
grα(gtα,t + gtα,t − gtt,α) = −

1

2
grrgtt,r =

r3

R4

2.

T µ
ν = gµαTαν =













−4R2

r2 0 0 0

0 4R2

r2 0 0

0 0 4R2

r2 0

0 0 0 4r2

R2























0 0 0 0
−r 0 0 0
0 0 y 0
0 x 0 0











=













0 0 0 0

−4R2

r
0 0 0

0 0 4R2

r2 y 0

0 4r2

R2 x 0 0













.

3.

Trx;x = Trx,x − Γα
rxTαx − Γα

xxTrα

= Trx,x − Γx
rxTxx − Γr

xxTrr = 1

Try;y = Try,y − Γα
ryTαy − Γα

yyTrα

= Try,y − Γy
ryTyy − Γr

yyTrr = −
y

r
.

4. Differenziando la legge di trasformazione delle coordinate,

dt = dt′

dx = cos φdρ − ρ sin φdφ

dy = sin φdρ + ρ cos φdφ

dr = dr′

quindi
dx2 + dy2 = dρ2 + ρ2dφ2

e sostituendo nell’espressione della metrica si ha

ds2 =
1

4

r′ 2

R2
[−dt′ 2 + dρ2 + ρ2dφ2] +

R2dr′ 2

4r′ 2
.



5.

Tα′β′ = Λµ
α′Λν

β′Tµν = Λµ
α′TµνΛ

ν
β′

e

Λ = (Λµ
α′) =











1 0 0 0
0 cos φ −ρ sin φ 0
0 sin φ ρ cos φ 0
0 0 0 1











.

In forma matriciale, definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′),

T ′ = ΛT TΛ = ΛT











0 0 0 0
−r 0 0 0
0 0 y 0
0 x 0 0





















1 0 0 0
0 cos φ −ρ sin φ 0
0 sin φ ρ cos φ 0
0 0 0 1











=











1 0 0 0
0 cos φ sin φ 0
0 −ρ sin φ ρ cos φ 0
0 0 0 1





















0 0 0 0
−r 0 0 0
0 y sin φ yρ cosφ 0
0 x cos φ −ρx sin φ 0











=











0 0 0 0
−r cos φ y sin2 φ yρ sin φ cosφ 0
ρr sin φ yρ sinφ cos φ yρ2 cos2 φ 0

0 x cos φ −ρx sin φ 0











=











0 0 0 0
−r′ cos φ ρ sin3 φ ρ2 sin2 φ cosφ 0
ρr′ sin φ ρ2 sin2 φ cos φ ρ3 sin φ cos2 φ 0

0 ρ cos2 φ −ρ2 cos φ sinφ 0











.



Soluzioni compito B

La metrica e la metrica inversa sono

gµν = diag

(

−
r2

4R2
,

r2

4R2
,

r2

4R2
,
R2

4r2

)

gµν = diag

(

−
4R2

r2
,
4R2

r2
,
4R2

r2
,
4r2

R2

)

.

1.

Γr
rr =

1

2
grα(grα,r + grα,r − grr,α) =

1

2
grrgrr,r = −

1

r

2.

T ν
µ = Tµαgαµ =











0 0 0 0
r 0 0 x

0 0 y 0
0 0 0 0























−4R2

r2 0 0 0

0 4R2

r2 0 0

0 0 4R2

r2 0

0 0 0 4r2

R2













=













0 0 0 0

−4R2

r
0 0 4r2

R2 x

0 0 4R2

r2 y 0
0 0 0 0













.

3.

Txr;x = Txr,x − Γα
rxTxα − Γα

xxTαr

= Txr,x − Γx
rxTxx − Γr

xxTrr = 1

Tyr;y = Tyr,y − Γα
ryTyα − Γα

yyTαr

= Tyr,y − Γy
ryTyy − Γr

yyTrr = −
y

r
.

4. Differenziando la legge di trasformazione delle coordinate,

dt = dt′

dx = cos φdρ − ρ sin φdφ

dy = sin φdρ + ρ cos φdφ

dr = dr′

quindi
dx2 + dy2 = dρ2 + ρ2dφ2

e sostituendo nell’espressione della metrica si ha

ds2 =
1

4

r′ 2

R2
[−dt′ 2 + dρ2 + ρ2dφ2] +

R2dr′ 2

4r′ 2
.



5.

Tα′β′ = Λµ
α′Λν

β′Tµν = Λµ
α′TµνΛ

ν
β′

e

Λ = (Λµ
α′) =











1 0 0 0
0 sin φ ρ cos φ 0
0 cos φ −ρ sin φ 0
0 0 0 1











.

In forma matriciale, definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′),

T ′ = ΛT TΛ = ΛT











0 0 0 0
r 0 0 x

0 0 y 0
0 0 0 0





















1 0 0 0
0 sin φ ρ cos φ 0
0 cos φ −ρ sin φ 0
0 0 0 1











=











1 0 0 0
0 sin φ cos φ 0
0 ρ cos φ −ρ sin φ 0
0 0 0 1





















0 0 0 0
r 0 0 x

0 y cos φ −yρ sin φ 0
0 0 0 0











=











0 0 0 0
r sin φ y cos2 φ −yρ sin φ cosφ x sin φ

ρr cos φ −yρ sin φ cosφ yρ2 sin2 φ ρx cos φ

0 0 0 0











=











0 0 0 0
r′ sin φ ρ cos3 φ −ρ2 sin φ cos2 φ ρ sin2 φ

ρr′ cos φ −ρ2 sin φ cos2 φ ρ3 sin2 φ cosφ ρ2 sin φ cosφ

0 0 0 0











.


