
I ESONERO 13-11-2009 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate xµ = (t, r, θ, φ),
dalla metrica

ds2 = −eν(r)dt2 + eλ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

con ν(r), λ(r) funzioni reali della coordinata r. I simboli di Christoffel non nulli sono:

Γ t
rt = Γ t

tr =
1

2
ν,r , Γ r

rr =
1

2
λ,r

Γ θ
θr = Γ θ

rθ = Γ φ
φr = Γ φ

rφ =
1

r

Γ r
θθ = −re−λ , Γ φ

θφ = Γ φ
φθ = cot θ

oltre a
Γ r

tt , Γ r
φφ, Γ θ

φφ.

1. Calcolare Γ r
tt , Γ r

φφ e Γ θ
φφ.

2. Dato il tensore

(
0
2

)
T , di componenti nel riferimento O

Tµν =




eν 0 0 −eν sin2 θ
0 eλ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ


 ,

calcolare le componenti del tensore

(
2
0

)
, ad esso associato, T µν .

3. Calcolare
Ttθ;φ , Tφφ;θ , Ttφ;θ .

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, r′, θ′, φ′), definito dalla
trasformazione di coordinate xα′ = xα′(xµ)

t′ = 2t
r′ = r
θ′ = π − θ
φ′ = φ .

Determinare Λα′
µ = ∂xα′

∂xµ e Λµ
α′ = ∂xµ

∂xα′ , e calcolare le componenti del tensore Tµν

nel riferimento O′.



I ESONERO 13-11-2009 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate xµ = (t, r, θ, φ),
dalla metrica

ds2 = −e−λ(r)dt2 + e−ν(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2)

con ν(r), λ(r) funzioni reali della coordinata r. I simboli di Christoffel non nulli sono:

Γ r
rr = −1

2
ν,r , Γ t

rt = Γ t
tr = −1

2
λ,r

Γ θ
θr = Γ θ

rθ = Γ φ
φr = Γ φ

rφ =
1

r

Γ r
θθ = −reν , Γ φ

θφ = Γ φ
φθ = cot θ

oltre a
Γ θ

φφ, Γ r
tt , Γ r

φφ.

1. Calcolare Γ θ
φφ, Γ r

tt e Γ r
φφ.

2. Dato il tensore

(
0
2

)
T , di componenti nel riferimento O

Tµν =




e−λ 0 0 −e−λ sin2 θ
0 e−ν 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ


 ,

calcolare le componenti del tensore

(
2
0

)
, ad esso associato, T µν .

3. Calcolare
Ttφ;θ , Ttθ;φ , Tφφ;θ .

4. Sia dato il riferimento O′, di coordinate {xα′} = (t′, r′, θ′, φ′), definito dalla
trasformazione di coordinate xα′ = xα′(xµ)

t′ = 1
3
t

r′ = r
θ′ = π − θ
φ′ = φ .

Determinare Λα′
µ = ∂xα′

∂xµ e Λµ
α′ = ∂xµ

∂xα′ , e calcolare le componenti del tensore Tµν

nel riferimento O′.



Soluzioni compito A
La metrica e la metrica inversa sono

gµν = diag
(
−eν , eλ, r2, r2 sin2 θ

)

gµν = diag
(
−e−ν , e−λ, r−2, r−2 sin−2 θ

)
.

1.

Γr
tt =

1

2
grα(gtα,t + gtα,t − gtt,α) = −1

2
grrgtt,r =

1

2
ν,re

−λ+ν

Γr
φφ =

1

2
grα(gφα,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −1

2
grrgφφ,r = −e−λr sin2 θ

Γθ
φφ =

1

2
gθα(gφα,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −1

2
gθθgφφ,θ = − sin θ cos θ .

2.

T µν = gµαTαβgβν =




e−ν 0 0 1
r2

0 e−λ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

r2 sin2 θ


 .

3.

Ttθ;φ = Ttθ,φ − Γα
tφTαθ − Γα

θφTtα

= −Γφ
θφTtφ = eν sin θ cos θ

Tφφ;θ = Tφφ,θ − Γα
φθTαφ − Γα

φθTφα

= Tφφ,θ − 2Γφ
θφTφφ = 2r2 sin θ cos θ − 2 cot θr2 sin2 θ = 0

Ttφ;θ = Ttφ,θ − Γα
tθTαφ − Γα

φθTtα

= Ttφ,θ − Γφ
φθTtφ = −2eν sin θ cos θ + cot θeν sin2 θ = −eν sin θ cos θ .

4.

Tα′β′ = Λµ
α′Λν

β′Tµν = Λµ
α′TµνΛ

ν
β′

e

Λ = (Λα′
µ) =




2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 .

Λ−1 = (Λµ
α′) =




1
2

0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 .



In forma matriciale, definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′),

T ′ = (ΛT )−1TΛ−1

=




1
2

0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1






1
2
eν 0 0 −eν sin2 θ
0 eλ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ




=




1
4
eν 0 0 −1

2
eν sin2 θ

0 eλ 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ


 .

Sostituendo nelle nuove coordinate,

Tα′β′ =




1
4
eν(r′) 0 0 −1

2
eν(r′) sin2 θ′

0 eλ(r′) 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r′ 2 sin2 θ′


 .



Soluzioni compito B
La metrica e la metrica inversa sono

gµν = diag
(
−e−λ, e−ν , r2, r2 sin2 θ

)

gµν = diag
(
−eλ, eν , r−2, r−2 sin−2 θ

)
.

1.

Γr
tt =

1

2
grα(gtα,t + gtα,t − gtt,α) = −1

2
grrgtt,r = −1

2
λ,re

−λ+ν

Γr
φφ =

1

2
grα(gφα,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −1

2
grrgφφ,r = −eνr sin2 θ

Γθ
φφ =

1

2
gθα(gφα,φ + gφα,φ − gφφ,α) = −1

2
gθθgφφ,θ = − sin θ cos θ .

2.

T µν = gµαTαβgβν =




eλ 0 0 1
r2

0 eν 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

r2 sin2 θ


 .

3.

Ttθ;φ = Ttθ,φ − Γα
tφTαθ − Γα

θφTtα

= −Γφ
θφTtφ = e−λ sin θ cos θ

Tφφ;θ = Tφφ,θ − Γα
φθTαφ − Γα

φθTφα

= Tφφ,θ − 2Γφ
θφTφφ = 2r2 sin θ cos θ − 2 cot θr2 sin2 θ = 0

Ttφ;θ = Ttφ,θ − Γα
tθTαφ − Γα

φθTtα

= Ttφ,θ − Γφ
φθTtφ = −2e−λ sin θ cos θ + cot θe−λ sin2 θ = −e−λ sin θ cos θ .

4.

Tα′β′ = Λµ
α′Λν

β′Tµν = Λµ
α′TµνΛ

ν
β′

e

Λ = (Λα′
µ) =




1
3

0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 .

Λ−1 = (Λµ
α′) =




3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


 .



In forma matriciale, definendo le matrici T = (Tµν), T ′ = (Tα′β′),

T ′ = (ΛT )−1TΛ−1

=




3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1






3e−λ 0 0 −e−λ sin2 θ
0 e−ν 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ




=




9e−λ 0 0 −3e−λ sin2 θ
0 e−ν 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r2 sin2 θ


 .

Sostituendo nelle nuove coordinate,

Tα′β′ =




9e−λ(r′) 0 0 −3e−λ(r′) sin2 θ′

0 e−ν(r′) 0 0
0 0 0 0
0 0 0 r′ 2 sin2 θ′


 .


