I ESONERO 13-11-2009 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate z* = (¢, 7,0, ¢),
dalla metrica

dSZ _ _eu(r)dt2 + ek(r)dTQ + TQ(dHQ + SiIl2 ngbQ)

con v(r), A(r) funzioni reali della coordinata r. I simboli di Christoffel non nulli sono:

1 1
Pri:r‘t;i: 5]/77«, FT:‘: _/\:7"
1
0 __ 6 __ ¢ _ ¢ _
FGT_FTG_FqﬁT_FWb_;

Loy = —re Fgﬁ = Fq;z = cotd

oltre a
0
L, F¢1:zﬁ’ F¢¢.

1. Calcolare T';/, T e T .

2. Dato il tensore < (2) ) T, di componenti nel riferimento O

e/ 0 0 —e’sin’f
0 e 0 0
T = 0 0 0 0 ’
0 0 0 r2sin?6
calcolare le componenti del tensore < (2) ), ad esso associato, TH.

3. Calcolare
Tiow,  Tosor  Tiow-

4. Sia dato il riferimento O', di coordinate {z®} = (¢',r',0',¢'), definito dalla
trasformazione di coordinate z = z%(z#)

t = 2t
ro= r
0 = m—46
¢ = 9.
/
. / .
Determinare A%, = %“”Ti AN, = gjj, e calcolare le componenti del tensore T},

nel riferimento O’.



I ESONERO 13-11-2009 - Compito B

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento O coordinate z* = (¢, 7,0, ¢),
dalla metrica

d82 _ _ef/\(r)dt2 + €7V(T)d7"2 + r2(d92 + Sil’lQ 9d¢2)

con v(r), A(r) funzioni reali della coordinata r. I simboli di Christoffel non nulli sono:

1 1
FT:‘: —5Vr, Frizrtﬁz __/\7“
27 27
1
0 __ 6 __ ¢ _ ¢ _
FGT_FTO_Fdw_Frd)_;

Lpy = —re”, Feﬁ = F¢‘§ = cot 0

oltre a
9
F¢>¢>’ Fttr’ F¢>2>'

0 r r
1. Calcolare I' gy, ',/ e T' ;.

2. Dato il tensore < 0

9 ) T, di componenti nel riferimento O

—e Agin? 0
0
0 bl
r2sin® 6

e 0

0
0
0
0

=
<
|
oo o

e—l/
0
0
. 2 .
calcolare le componenti del tensore L ad esso associato, TH.

3. Calcolare
Tigo,  Twe.  Topo-

4. Sia dato il riferimento O', di coordinate {z®*} = (t/,r,0',¢'), definito dalla
trasformazione di coordinate z = z%(z#)

o1
o= gt
ro= r
0 = m—46
¢ = 9.
. ’ o w .
Determinare A%, = %”; - elN, = gja,, e calcolare le componenti del tensore T},

nel riferimento O’.



Soluzioni compito A
La metrica e la metrica inversa sono

g = diag (—e”, e*, 12, r’sin? 9)

g = diag (—e”’, e r 2 r2sin? 9) .

1 1 1 ity
Iy = §gm(gta,t + Gtat — gtt,a) = —§9M9tt,r = 51/#6 At
T 1 TX 1 Tr — :
Do = 597 (9sa6 + 9sas = 9ov.a) = =597 Gosr = —¢ *rsin® ¢
1 o 1 .
Tgs = 599 (9pa,6 + Gpa,p — Goa) = —59999@,9 = —sinfcosd.
eV 0 0 T%
0 e 0 0
[ 17e’ Bv _
T - g Taﬁg - O O O 0
0 0 0 ogey
Ty = Twe —igToo — UoyTia
= —Fﬁﬂ% = e”sinf cost
Tog0 = Topo — LggTas — I'gpToa
= Thpp — 2F3¢T¢¢ = 2r?sinf cosf — 2 cot Or?sin*0 = 0
Tiso = Tipo — TpTag — UgpTha
= Tipo — FieTw = —2¢”sinf cos @ + cot fe” sin® § = —e” sinf cosd .
TO/,@’ - AM a/AV ,B'THV - AM a/TMVAV B8
e
20 0 O
oy | 01T 0 0
A=(A “> 100 -1 0
00 0 1
% 0 0 O
01 0 0
—1 _ (AM Y
AT =0 = 00 —-10
00 0 1



In forma matriciale, definendo le matrici 7' = (7),,), T" = (Tw g ),

T/ _ (AT)—lTA—l
5 0 00 1ev 0 0 —e”sin’0
- 01 0 0 0 e 0 0
N 00 -1 0 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 r%sin®d
ie” 0 0 — %e“ sin? @
- 0 e 0 0
o 0 0 0 0 '
0 0 0 r%sin?d
Sostituendo nelle nuove coordinate,
ie”(r/) 0 O —%e”(’“/) sin? ¢’
0 oo 0
Tap = 0 0 0 0
0 0 0 rZ%sin®¢



Soluzioni compito B
La metrica e la metrica inversa sono

g = diag (—e”\, e, r? r?sin? 9)

g = diag (—e)‘, e’ r 2 r?sin? 9) )

1 1 1 ity
Iy = §gra(gta,t + Gtont = Gita) = —§9W9tt,r = —§>\,r€ M
T 1 T 1 rr v :
F¢¢ - 59 (gqﬁa,(b t 9pap — g¢¢,a) = _59 9opr = —€ rsin’f
1 o 1 :
Tas = 59" (9sa0+ 9oao — Gos.a) = =59 Gos0 = —sin 6 cos .
e 00 %
v o » 0 ¢ 0 0
T =g"Tws™ =1 o o 0 o0
00 0 o5
Ty = Tiwe—gTas — ToyTha
= —F$¢Tt¢ = e *sinfcosf
Togo = Topp —UipTap — I'goTsa
= Tppo — 2F3¢T¢¢ = 2r%sinf cos § — 2 cot Or*sin® 0 = 0
Tipw = Tigo — LigTop — UggTia
= Tigo — Fﬁethﬁ = —2¢ *sinf cosf + cot e *sin? ) = —e *sinfcosh.
Topy = N G 5T = N T A
e
s 0.0 0
oy |01 0 0
A=(A%) = 00 —-10
00 0 1
30 0 0
- 01 0 0
e
00 0 1



In forma matriciale, definendo le matrici 7' = (7),,), T" = (Tw g ),

T = (AT)7'TA!

0
1
0
0

Sostituendo nelle nuove coordinate,

Ta/ﬂ/ =

9= M)

0
0
0

e

0

—v(r’)

0
0

—€

2

-2

sin’ @
0
0

sin’ @



