
I ESONERO 2-11-2006 - Compito A

Sia dato uno spazio-tempo descritto, nel riferimento M

di coordinate {xµ} = (u, r, θ, φ), dalla metrica

ds2 = −

(

1 −
2M

r

)

du2 − 2dudr + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2

con M > 0 costante.
I simboli di Christoffel non nulli sono:

Γu
uu Γr

ur Γθ
rθ = 1

r
Γφ

rφ = 1
r

Γu
θθ = r Γr

uu = M
r3 (r − 2M) Γθ

φφ = − sin θ cos θ Γφ
θφ = cot θ

Γu
φφ = r sin2 θ Γr

θθ = −r + 2M

Γr
φφ = −(r − 2M) sin2 θ

1

Calcolare Γr
ur.

2

Dato il tensore T di rango





0
2



, di componenti, nel

riferimento M ,

Tµν =

















0 r 0 0
−r u 0 0
0 0 r2 0

0 0 0 r2

















.

calcolare la derivata covariante Tur;r.
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3

Calcolare le componenti del tensore





1

1





T µ
ν .

4

Dato il riferimento M ′ di coordinate {xα′} = (t′, r′, θ′, φ′),

definito dalla trasformazione di coordinate

xµ = xµ(xα′) ⇒































u = t′ − r′

r = r′

θ = θ′

φ = φ′

,

calcolare le componenti del tensore





0
2



 T nel riferi-

mento M ′:
Tα′β′ .
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Soluzioni compito A

1.

gµν =

















−
(

1 − 2M
r

)

−1 0 0
−1 0 0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

















gµν =

















0 −1 0 0
−1 1 − 2M

r
0 0

0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

















Γr
ur = grαΓurα = gruΓuru + grrΓurr

Γuru =
1

2
(guu,r + gru,u − gur,u) =

1

2
guu,r = −

M

r2

Γurr =
1

2
(gur,r + grr,u − gur,r) = 0

quindi

Γr
ur = gruΓuru =

M

r2
.

2.

Tur;r = Tur,r − Γα
urTαr − Γα

rrTuα

= Tur,r − Γr
urTrr = 1 −

Mu

r2
.

3.

T µ
ν = gµαTαν =

















0 −1 0 0
−1 1 − 2M

r
0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sin−2 θ

































0 r 0 0
−r u 0 0
0 0 r2 0

0 0 0 r2
















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=

















r −u 0 0
−r + 2M −r + u − 2Mu

r
0 0

0 0 1 0
0 0 0 sin−2 θ

















4.

Λ = (Λµ
α′) =

(

∂xµ

∂xα′

)

=

















1 −1 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















Tα′β′ = Λµ
α′Λ

ν
β′Tµν .

Definendo le matrici T, T ′ di componenti

T = (Tµν) T ′ = (Tα′β′)

abbiamo l’equazione matriciale

T ′ = ΛTTΛ =

















1 0 0 0
−1 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

































0 r′ 0 0
−r′ t′ − r′ 0 0

0 0 r′2 0
0 0 0 r′2

















Λ

=

















0 r′ 0 0
−r′ t′ − 2r′ 0 0

0 0 r′2 0
0 0 0 r′2

































1 −1 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

















=

















0 r′ 0 0
−r′ t′ − r′ 0 0

0 0 r′2 0
0 0 0 r′2

















.
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