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NOTA: Gli esercizi vanno consegnati su due fogli distinti: Es.1 e 2 su uno ed
Es.3 e 4 sull’altro. SCRIVERE IN MODO LEGGIBILE SU ENTRAMBI 1
FOGLI COGNOME, E NUMERO DI MATRICOLA.

Esempio “D. Hilbert, 23011862.”

Durante I’esame si puo consultare UN SOLO libro di testo; né appunti, né
quaderni, né eserciziari.

Esercizio 1 (9 pt)
Usando tecniche di analisi complessa calcolare il seguente integrale:

[:pv/oolLOS(x) (1)

oo P22 —1)
Esercizio 2 (6 pt)
La funzione Liy : C — C, e data dalla seguente rappresentazione integrale

Lis(2) = —/0 %log(l —tz). (2)

Discuterne il dominio di analiticita. Trovare un’espressione per Liy(z) in serie di potenze
centrata in z = 0 e discuterne il raggio di convergenza.

Esercizio 3 (6 pt)

Data 'equazione differenziale

dx

— = Ax, 3

dt (3)
ove A ¢ la matrice 4 x 4

3
A= CLP1 + bpg + 6(P1+2P4) (4)

e P1, P2, Ps e Py sono i proiettori sui vettori x1, Xs, X3, X4 tra loro ortogonali, e la condizione
iniziale

x(0) = Z CnXnp s (5)

si trovino i valori reali di a, b, c1, ¢9, c3 € ¢4 tali che

lim x(¢) =0. (6)
t—o0
Esercizio 4 (9 pt)
Trovare la soluzione dell’equazione
A’ f 1

nel limite b — 0 (6(z) & la funzione gradino che vale 1 per z > 1, e 0 per < 0) con
condizioni al bordo

lim f(x)=0. (8)

|z| =00



Soluzione Es. 1

Consideriamo il fatto che

[:%<PV/:%) —R(J).

Per calcolare lintegrale J si considera

l_eiz 1_62'2

f(z) = 2(22— 1) - 2((z+1)(z—-1)"

che ha poli singoli in z =0, z = £1.
Scegliamo il seguente cammino d’integrazione v = Zle i
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Per il teorema di Cauchy si ha

D’altra parte:
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}%grolo/f(z)dz—}%grolo/f dz+z hm f dz+PV/_ Z@ 1)
r—0 Y7 i= 357 o0
Inoltre: .
i —e
}%520 22(22 = 1) 0,
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per il lemma di Jordan, e
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iRe?dp =0.
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Per il lemma degli archi infinitesimi, invece, si ha:

. 1- eiz . . ] 1— e—i

ll_)r% g 722@2 1~ —imRes (f,—1) = zli>II—11(z +1)f(2) = —irm (— 5 ) , (16)
: 1—e” , : .

M), a0 = I af ) = (@) a7
. 1—e” , . (1 —¢

ll_I}I(l] . 2T —imRes (f,1) = Zlg{ll(z -1 f(z) =—im ( 5 ) . (18)

In totale si ha

Pv/_oo%zmc—l_e_ijul_ei):—w(1—sm(1)). (19)

mz(x -

Quindi:

PV /OO 1=oos@) _ ) (1) | (20)

oo X2 (22 —1)

PV/:%:O. (21)

Soluzione Es. 2

La rappresentazione integrale esibisce un taglio dovuto al logaritmo sull’asse reale, da z=1

IRERETERS

la funzmne Liz(2) ¢ analitica (piu precisamente ha uno zero del primo ordine).
Possiamo espandere il logaritmo in serie di Taylor in z = 0:

log (1 —tz) Z k: (22)
k=1

e la serie converge uniformemente con raggio di convergenza 1:

Lo a k_
L %)

Per la convergenza uniforme possiamo integrare termine a termine ottenendo

Z /dttkl kik—. (24)

La rappresentazione per serie in Eq. (24) converge uniformemente nel disco di raggio R = 1
centrato in z = 0.

dt

1
dt
0

Soluzione Es. 3



Usando le proprieta’ degli operatori si ha
ePrH2P)° — oPit8Ps _ oD | P, 4 Py 4 5P,
A= (a+e)Py+Py+ (b+1)Ps + Py
Usando il teorema spettrale
et = el TN Py 4 et Py + OV Py 4 P

x(t) = e x(0) = 1 x; + et x5 + 3TV x5 + et x,

per avere lim;_,,, x(t) = 0 si deve avere ¢y = ¢4 = 0 inoltre
c1 = 0se a+ e > 0 oppure ¢; qualunque se a + e < 0;
c3 =0se b+ 1> 0 oppure c3 qualunque se b+ 1 < 0.

Soluzione Es. 4

Notare che

nm%@@+@—e@—@):%mm

b—0
tenendo conto delle condizioni al bordo si ha

f(x) =ae® per x <0

f(z) =0be™ per x>0.

I valori di a e b sono determinati dalle condizioni di raccordo

fl=) = fle) > a=b

1 1
/ / _ = _ _ =
FlO-r=9=5 - a=—,
la precedente condizione si ottiene integrando 1’equazione
d*f 1
A )
ta —e ed e.
Si ha quindi
1
flz) = —Ze“x‘ :

In alternativa si puo’ usare la trasformata di Fourier e si trova
p 1
k)= ———F"——
f®) 2v/27(1 + k?)

1 > ikx F
f(w)IE/_ooe F(k) de,

un integrale facile da fare con i residui.
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