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Esame scritto — Modelli e Metodi Matematici della Fisica
11 Settembre 2020 — Gruppo B in remoto

Esercizio 1 (9 pt)
Calcolare, con tecniche di analisi complessa, il seguente integrale
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/0 x4+1dx (1)

Esercizio 2 (6 pt)
Calcolare i seguenti integrali utilizzando sia la formula integrale di Cauchy, che il teorema
dei residui (giustificare i vari passaggi):

I = lM ()
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I = [m (z—=1)(z+3)?"’ )

dove 71 = e e 4o = =1+ 3¢, 0 < 0 < 27.

Esercizio 3 (5 pt)
Data la matrice N x N
A = CLP;[ + bPQ (4)

ove Py e Py sono proiettori tra loro ortogonali, P; Py = PoP; = 0, si discuta per quali valori
di a e b esiste la matrice inversa A~ per N =2e N > 3.

Esercizio 4 (10 pt)
Trovare la soluzione dell’equazione

O f (2) + f(2) = cosz — (sinz)* (5)

con condizione al bordo



Soluzione Es. 1

L’integrando ¢ pari, quindi possiamo considerare

~ co 2
1:/ T _dr=2I. (7)
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Consideriamo la funzione )
z

z) = ——,

f(z) 24 +1

analitica ovunque nel piano complesso tranne nei punti
5o=e3HE) 1 =01,23. (9)

Consideriamo il cammino chiuso formato dal segmento 7; sull’asse reale, —R <z < R, e
dalla semicirconferenza v, = Re”, 0 < § < 7. 1 due poli semplici k¥ = 0,1 sono interni al
percorso v = 71 + 2. Per il teorema dei residui abbiamo

. 2 . 2 :
P%grolo = 1dz =2+ 1%1_130 i 1dz = 2mi (Res(f, z0) + Res(f, 1)) , (10)
dove
1 = 2
Res(f.) = St = Y201, (1)
1 .= 2
Res(f,z1) = —Ze’Z = —%(1 +1), (12)
2
1%520 s Z4+1dz = 0. (13)
In totale N
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[:§|i277'711(6 4—64) :Tﬂ' (14)
Soluzione Es. 2
e La funzione 2sinh (2)
sinh (2
f(2) = ——7— (15)
z
ha un polo terzo all’interno del cammino d’integrazione. Mentre la
g(z) = 2sinh z (16)
e analitica ovunque.
Per la formula integrale di Cauchy abbiamo
3! [ 2sinh (w)
"0) = — / —=d 17
90) = 5 [ T (1)
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quindi

4

2sinh 1 2 2
/L(Z)dz = gm' (2sinh (2))"], = gm cosh (0) = gm" (18)
¥

Cerchiamo il residuo di f(z), sviluppando in un intorno di z = 0:

2 1
~— 4+ — 4. 1
f(2) o + P + (19)
Quindi, per il teorema dei residui, si ha
2sinh 2
/Mdz = 2miRes(f,0) = -mi. (20)
- z 3
La funzione
e* e* 1 1 4
_ . — — 21
I&) = oG +3r ~ 3 (4@-1) 137 (z+3)) 21
ha due poli in z = —3 e z = 1, entrambi interni al cammino d’integrazione.

Utilizzando il teorema dei residui si ha

e? e? d e* i
dz =2mi (lim — — lim — = (e—5e7?) .
/y(z—l)(2+3)2 : “<z1£‘%(2+3)2 zi‘flsdz(z—n) g (e—oe )( |
22

Per utilizzare la formula integrale di Cauchy si puo fare in diversi modi. Il pitt semplice
e utilizzare la forma in fratti semplici della funzione:

/,(z— 1)€(Zz+3)2dz :/76742 (4(z1— ) (zjg)z - (zj—S)) dz.  (23)

Si ha
i = w5 )
[yﬁ = 2m zg@i’»%f_; = %ie_s. (26)
In totale



Soluzione Es. 3

Per N = 2 abbiamo (teorema spettrale) che a e b sono gli autovalori, quindi 'inversa esiste

se sia a che b non sono nulli.
Per N > 3 possiamo scrivere

A:aP1+bP2+ch73n,

n>3

(28)

ove ¢, = 0, quindi ci sono sempre autovalori nulli, abbiamo che non esiste mai 'inversa.

Soluzione Es. 4

Usando le formule di Eulero scriviamo 1’equazione nella forma

d* 1 1
ey () + f(z) = g(z) = —5 teosT+ o cos 2z
Sviluppiamo f(z) in serie di coseni (come ovvio dalle condizioni al bordo)
flx)=ao+ Zancosnz
k=1

sostituendo dell’equazione abbiamo

gn
nt 41

Ay —

ove i {g,} sono i coefficienti dello sviluppo di g(x). Gli unici termini non nulli sono

1 1

90 2791 y 92 9

(31)

(32)



