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NOTA: Gli esercizi vanno consegnati su due fogli distinti: Es.1 e 2 su uno ed
Es.3 e 4 sull’altro. SCRIVERE IN MODO LEGGIBILE SU ENTRAMBI 1
FOGLI COGNOME, E NUMERO DI MATRICOLA.

Esempio “D. Hilbert, 23011862.”

Durante I’esame si puo consultare UN SOLO libro di testo, né appunti, né
quaderni, né eserciziari.

Esercizio 1 (10 pt)
Usando tecniche di analisi complessa calcolare il seguente integrale:

JZ/WL@. (1)

o 2€% 4 3e7%

Esercizio 2 (5 pt)
Sviluppare in serie di Laurent la funzione

1
= 2
1@ = =570 )
nelle regioni 1 < |z| <4 e |z| > 4.
Esercizio 3 (5 pt)
Data la matrice A
a b 0
A=12b ¢ d (3)
0 e f
dire per quali valori di a, b, c,d, e ed f la matrice
B=ct (4)
€ unitaria.
Esercizio 4 (10 pt)
Trovare la f(z,t) soluzione dell’equazione
Of(w,t) = 705, flx,t) = F(t) f(x,1) (5)
con )
F(t) = t_a@(t — 0.8)d(sin 7t) (6)

ove O(z) indica la funzione gradino che vale 0 se z < 0 e vale 1 se z > 0, e condizione
iniziale f(x,0) = é(x — 2). Determinare

lim f(x,1) (7)

per a > 0. Lasciare indicate sommatorie il cui valore numerico non ¢ facile da trovare.
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Soluzione Es. 1

Consideriamo la funzione di variabile complessa

z
f(z) = % 130 (8)
La f(z) ha delle singolarita nel piano complesso, 1a dove si annulla il denominatore
2" +3e7 =0, 9)
ovvero in
z:zk:%log (g) +z’g+m;, (10)
con k € Z.

Possiamo risolvere I'integrale reale di partenza andando a sfruttare il teorema dei residui
e integrando la f(z) sul seguente percorso:

F=v+7+7+7, (11)
dove vy =x con —b<x <b p=b+iycon0<y<m, v3=2x+1irconb>x>—b,
Y4 = —b+ 1y con ™ >y > 0 e poi prendendo il limite b — oc.

Si ha
T 1 3 T 3 2
z)dz =2miRes (f(2),20) =27 | —= —i—=log | = =——=log(= | +i—=.
fre E)2) (4%6 NG g(?)) 2/6 g(2) 2/6
(12)
Le integrazioni sui singoli cammini danno:
> x
li = " dr=1 13
s [ﬂ /() /_oo 27 + 3e— ’ (13)
) T b+ 1y .
blgg [/2 fz) = /0 2ebtiy + 3e—b—iyldy =0, (14)
e x +am * 1
li = . —dr =1+1 ——d 15
birgo /y3 f(Z) /oo ezt + 3e—z—im z T /;oo 2eT + 3e— Z, ( )

lim/f(z) _ /0 W a0 (16)
Y4

b—o0 . 2e bt 4 3eb—wy

In totale, quindi, abbiamo

o0 1 s 3 2
21 +1 ——dr = ——1 — —— 1
+Z7T/_0026x+36_x x NG og<2)+12 (17)

ovvero

°° dx
= 19
/_Oo 2e” 4 3e® 21/6 (19)



Soluzione Es. 2

Abbiamo
1 1 1

= = - 20

1) = =D " 36-1 3G-1) (20)

che & analitica in C escluso i punti z = 1 e z = 4. Per trovare I’espressione della f(z) in
serie di Laurent fra la prima e la seconda singolarita notiamo che se 1 < |z| < 4 si puo

scrivere

1 1 1SS 2n
_ _ s 21
3:-4)  12(1—z/4) 3 nzzo g (1)
€
1 1 1 — .
SN 22
3(z—1) 32(1—1/2) 32%2 ’ (22)
quindi

n=0

)= -2 —“——sz—— (24—+Z> (23)

dove nella prima sommatoria abbiamo riscalato 'indice di somma con k = n + 1.
Nella seconda regione invece si ha |z| > 4, per cui

oo

1 1 1 4n
= = - — 24
3(z—4) 3z(1—-4/z2) 3;2""‘1 (24)
mentre l'altra serie rimane la stessa in forma. Quindi
! S n ,—n—1 1 N n —n—1 1 5)
fl@)==3> 2" +3 24 =g W=Dzt (2)
n=0 n=0

E da notare che la f(2) ha uno zero doppio nel punto all'infinito e quindi la sua serie di

Laurent nella regione |z| > 4 contiene solo la parte principale che giustamente comincia con
1/22.

Soluzione Es. 3

B & unitaria se ¢ della forma

B = ¢ (26)
ove C e autoaggiunta
—ta  —ib 0
iIC=A, C=—-iA=|-2ib —ic —id (27)
0 —ie —if

quindi si deve avere a, ¢, f immaginari, b = 0, d = e immaginari.

Soluzione Es. 4



Passando in trasformata di Fuorier si ha

d - A~
Ef(/g, t) = ( — et — F(t)) f(k,t) (28)
che si risolve facilmente: R .
flh, 1) = e 10emCO f (1, 0) (29)
ove . ¢
G(t) = / edt =1—¢" | H(t)= / F(t) dt! (30)
0 0

ricordando le proprieta’ della ©( ) e della delta di Dirac, si ha H(t) = 0 per ¢t < 1, mentre

per t > 1 si ha
N(t) ]

F(t):#ZcS(t—n) CH=Y (31)

ove N(t) e’ la parte intera di t: cioe’ 1 se 1 <t <2;2se2<t< 3 etc.
Si ha quindi

1 2 5 .
fla,t) = e HO — [ =GO £k 0)e* dk (32)
V2T
1 S
= 70— / / e COR f(a!,0)e™ =) dk da . (33)

Usando la f(2,0), con calcoli standard (trasformata di Fuorier della Gaussiana) si ottiene

1 (z—2)2

z,t)=e HO ¢ "icm 34
a1 T 39
Notando che
Jim G(6) =1, (35)
= 1
lim H(t) = Y — =C(a) < oo solo se a>1, (36)
t—00 — ™o
si ha
lim f(z,t) =0 se a <1, (37)
t—o0
lim f(z,t) = e_C(O‘)Le_(mf)2 se a>1. (38)
t—o0 \/E



