[RS] Residui

1 Problema. Si consideri la funzione
1
Je) = ans

(a) Trovare tutte le singolarita isolate di f e determinarne la natura (per i poli trovare l'ordine).
(b) Calcolare [ f in cuiy(t) :=im/2+ 2¢, 0 <t < 2m.

Soluzione. Poiche sinh z ha zeri semplici in ik7, k € Z, si ha che f ha un polo di ordine 3in z =0e
un polo semplice in z = ikm, k intero, k # 0.

La curva « gira una volta in senso antiorario attorno ai 2 poli 0 e ¢, mentre gli altri poli si trovano
all’esterno di -, quindi

I:= / [ =2mi[Res(f,0) + Res(f,im)] .
¥
Per calcolare il residuo in 0 scrivo:
sinhz = 2z + 2% /6 + O(2°)

dunque

1 1 1
2sinhz 28 (14 22/6 + O(z4)) = 5(1_32/6+0(24)) = Zf—f-l—(?(z).

Abbiamo quindi

Res(f,0) = —1/6.
Inoltre, poiché i é un polo semplice
1 1

];{es(f7 Z7r) = W = ; .

Lf-Qm’Lé—é].

2 Problema. Trovare tutte le singolarita isolate di f. Per ciascuna di esse determinarne la natura
(per i poli trovare l'ordine) e calcolare il residuo

Ottengo cosi

z

e
(&)= 5=
22 sinz
Soluzione. Si osservi che sinz = 0 nei punti z, = mn, n = 0,£1,+2,.... Per n # 0, 22sinz ha uno

zero semplice in z, e e*» & diverso da zero. Quindi f ha in z, un polo semplice con

= (-1

Zn

z nm

Res,—., f(2) ¢

2zsinz + 22 cosz |, _ n2m2

In zg, 2% sin z ha uno zero triplo e e # 0. Pertanto f ha in zy un polo di ordine 3. Il corrispondente
residuo si trova facilmente sviluppando f in serie di Laurent nella regione 0 < |z| < 7

1+ 2+ 2%/24+0(23%)

1@ = 2n =767 00
= 2—3(1 +2422/24+ 001+ 2%/6 + O(zY))
1 1 2
= ot 1
z3+22+3z+0( )
da cui si conclude che 5
Resy—z, f(2) = 3



3 Problema. Calcolare

@ [, eeae O f L mrt

Soluzione. (a) Si vede immediatamente che

/ CEIE i )G+ dz = 2mi(Res(f,2) + Res(f, 1))
N
Essendo entrambi poli semplici
z 1
Rl = o ol ~ 3
z 1
el )= o ool ™ 5

Quindi

/ & dz = —ém'.
s (z2=4)(2-2)(2+1) 5
(b) L’equazione z* + 1 = 0 ha 4 radici semplici nei punti

zp = T/ART/2) = 0,1,2,3,

quindi I'integrando ha 4 poli semplici in zg, 21, 22, z3. Gli unici poli che si trovano all’interno della
circonferenza paercorsa da - sono

i /4 — 62371'/4 — 6727r/4 —

=€ z3 20
quindi
22
L ey dz = QWi(Res(f, z0) + Res(f, 23)) .
Si ottiene
1 22 1
=0 == -
ReS(f, ZO) - 4 3 4ZO ];{es(f7 23) 4Z3 42,3
da cuil
11 11 1,1
Res(f,z0) + Res(f ) = 20+ o0 = 0+ i ~ g el
1 . 1 1
= ~Ree /4 = = cos(n/4) = ——.
; 5 cos(r/4) = 5=
Quindi

2
/4Z dz =
52t +1

d ,
Y

;\ <)

4 Problema. Calcolare I'integrale

Soluzione. Posto f(z) = z/(z — 2)(2% + 1), f ha 3 poli semplici in 2 e &4. I poli in 2 e i sono interni
alla circonferenza ~ quello in —i esterno, pertanto

ot

zdz . P g i _T ;
[,(z—Q)(zQ—i-l) = 27i (Res,—2 f(2) + Res,—; f(2)) =2 (5 + 7%(2, — 2)> (1+ 2i)



5 Problema. Calcolare l'integrale

2d .
/ O ) =142+ 2", 0<t<2r.
,Y€7TZ+].

Soluzione. Si osservi che il cammino di integrazione é il cerchio di raggio 2, centrato nel punto 1+2i e
orientato positivamente. La funzione integranda ha poli semplici in corrispondenza degli zeri semplici
di €™ + 1. Tali zeri sono 2z, = i(1 +2k), k = 0,41, £2,.... Per il teorema dei residui si conclude

22dz 22 22
—— = 2mi|Res,—,, ———— + Res,—,, ———
L o 1 e < €Sz=2z, o 11 + Res,—z, e 1)
= 2m Zg Z%

Terzo TerF
= 20

6 Problema. Calcolare

/cos(z) eV/? dz y(t) == 1+5e", 0<t<2r
.

Soluzione. L’integrale é nullo perché la serie di Laurent dell’integrando contiene solo potenze pari di
z.

7 Problema. Sia f una funzione analitica su C ad eccezione delle singolarita isolate z1, 2o, z3,
24 e del disco B; (vedi figura). Non abbiamo alcuna informazione sul comportamento di f in Bj.
Esprimere le quantita fa o f P fe fv f in termini di opportuni residui (incluso, se necessario, il
residuo all’infinito).




Risp:

fr-s

/ﬁf = —27m'(Res(f, z3) + Res(f, z4) + Res(f, oo))
/f = 2mi(Res(f, 2z3) — Res(f, 21))

8 Problema. Sia f una funzione analitica su C ad eccezione delle singolarita isolate z1, zo, 23 e dei
due dischi indicati in figura. Non abbiamo alcuna informazione sul comportamento di f all’interno
dei due dischi. Esprimere le quantita fa I 5 fe f7 f in termini di opportuni residui (incluso, se
necessario, il residuo all’infinito). Se le informazioni non sono sufficienti a determinare il valore
dell’integrale scrivere: non calcolabile.

Risp:

/ f = —2mi[Res(f,c0) + Res(f, z2)]

/ f = non calcolabile
B

/f = 2mi [Res(f, z1) — Res(f, z3)]



