Capitolo 12
Fit

La primapartedi questocapitoloconsistedn esempidi applicazionedellefor-
mule ottenutecon il metododei minimi quadrati. Percomodit le formule
necessari&engonoriportatequi, anchese peri dettaglidelle derivazioni si
rimandaaltrove (ad esempiola VI partedelle dispensedi probabilita). Co-
mungue al fine di nonfar risultarel’argomentoscollatodallatrattazionepre-
cedentenel primo paragrafoviene introdottoil problemadal puntodi vista
generale.

Successiamenteviene propostoun metodografico che permettedi ot-
teneregli stessirisultati dei fit fatti “automaticamentetnediantele formule
di cui sopra. Questometodovieneillustrato medianteun esempionumerico
dettagliato.

Un agomentamportantes quellodi comevalutarele incertezzedovutead
errori sistematicichepossonaver inficiatoi dati sui quali sonostatifatti i fit.
Il problemapuo esserdrattatoin modoformalee “automatico”introducendo
la matricedi covarianzadeipunti osserati (unaespressionampropriaperdire
che*la verosimiglianzadei dati osserati € datada unadistribuzionenormale
multivariata”). Si & preferitoinveceanalizzarealcunidei errori tipici chesi
posson@resentar@ellemisuree mostrarecomesiapossibilevalutarel’incer-
tezzaassociatadessiin un modosemplicee sicuramentenolto piu chiaroed
istruttivo della scatolaneradelle formule dei minimi quadraticon matricedi
covarianza.

12.1 Inferenzasuiparametri di unalegge

Supponiamali aver misuratodelle coppiedi grandezzdisiche,di averneos-
senato 'andamentosu un grafico,di avereipotizzatoil tipo di funzionema-
tematicache lega ascissee ordinatee di voler determinareé parametridella
funzione.Consideriamadl semplicecasodi unandamentdineare:

Uy = m-ux +c, (12.1)

ove conpux e puy sonoi valori veri dellegrandezzem e ¢ sonoparametridi

valoreignoto, ovvero numerialeatorireali (avremmodovuto usarele lettere
maiuscolema, comegia fatto precedentemenie altri casipreferiamousare
lo stessasimboloconil qualetali grandezzevengonousualmentendicate).
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Indichiamocon X; e Y; la coppiadi valori osserabili, datii parametrim, c e
il valoreverou x, (il valoreveroux, € univocamenteleterminatalalla(12.1)),
la cui verosimiglianzecorrispondent@ data,assumendoan modellonormale
pergli errori,da

f(‘rh Yi | mx;, M, C) = f('rl | mx;, M, C) ' f(yl | Hx;, M, C)
_ 1 (2 — px,)’
= —F/———eXp|———F 5
V2mox, 20%.
1 (yi —mpux, —c)?
X eX —_ d 12-2
oy, P [ 207 (12.2)

La verosimiglianzaacquistaunaformapit semplicequandooy, — 0. Infatti
cio significacheux, €, dal puntodi vista pratico,univocamenteleterminata
dalvaloreosserato: i x, = z;. La verosimiglianzasi riduce* a

1 (yi — max; —
F(ziyilm,e) = me){p [— 9 52
i Y;

0)2] . (12.3)

Seabbiamotantecoppiedi valori misuratie le condizionisperimentalisono
tali chele possibili fluttuazionidelle ordinateintorno ai loro valori veri sono
indipendentiabbiamo

f(£7 g| m, C) - Hlf('rﬂ Yi | m, C) 3 (124)

ove conz ey sonostatiindicatii vettori (n-tuple)contenenti punti ossenrati.
Applicandoil teoremadi Bayesotteniamdiinalmente

f(nl7 c | Ly Q) X Hlf('rﬂ Yi | m, C) ’ fo(m7 C) : (125)

Assumendaunadistribuzioneiniziale f,(m, ¢) uniforme e unadistribuzione
finale circa normale(bivariata),il problemasi riconducea calcolareil mas-
simo della distribuzionefinale, che coincidecon il massimodella verosimi-
glianza.Tale puntodi massimdornisceE(m) edE(c). In praticasi preferisce
massimizzard logaritmodellaverosimiglianzeequivalentea minimizzare la

quantig
2

Z (yi —muaz; —c)
2 )
o

7 Y:

comesi puo verificarefacilmente.ll restosi riduceadun eserciziodi analisi.
AvendoottenutoE(m) = m(z,y) e E(c) = ¢(z,y), ove m() e ¢() sono
le funzioni cheleganole migliori stimedei parametriai dati sperimentalisi
trattadi valutares (m), o(c) e p(m, c). Essipossonasserealcolatidallaloro
definizioneapplicataad f(m, c) ottenutadalla(12.5)dopoopportunanorma-
lizzazione. L'assunzionedi approssimaziona normalebivariatadi f(m, c)

1Se si prova a fare i conti con le regole delle matematicaelementaresi trovano risultati
divergenti. In real& il limite va fatto integrandola funzionepertutti i valori di ;1 x,; e quindi
fareil limite perox, — 0. Chi & familiare con elementidi matematicaavanzataiconoscen
taleoperaziond’'uso dellaé$ di Dirac (vedi ancheprossimoparagrafo).
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semplificai calcoli,in quantoi parametriposson@essereicavati direttamente
dalla forma della distribuzionesenzaesguire gli integrali necessarper va-
lutare o(m) o(c) e p(m, ¢) (vedi, ad esempio,propriet della distribuzione
normalemultivariatanellapartelll delledispenseali probabilit).

Il modopiu semplicepercalcolareguesticonti & quellodi usareun ragio-
namentadi inversionedi probabilita del tipo “cane-cacciatore’chefunziona
neilimiti cheabbiamapiu volteindicato(vediparagraf®.6):

e i possibilivalori osserati di Y; possonoverificarsiintornoai valori veri
py; secondayaussiane:

Y; ~ N(py;, 0v;) ;

i possibilivalori di X; sarannoperle ipotesifattesull’assenzali errore
sudi essi,in corrispondenzdeiloro valori veri:

Xi=px,;

e indichiamoconm e¢i possibilivalori chesi possonmttenere quando
sonocalcolatisulle possibiliosserazioni utilizzandole funzioni m =
m(X,Y) em =¢(X,Y) ottenuteconil metododescrittosopra;

e m e ¢ sonovariabili casualidipendentidalle variabili casualiy” (piu le
costantiX) e quindi & possibilecalcolarne mediantele usualiformule
di propagazionevarianzee coeficientedi correlazionecheindichiamo
cono(m), o(c) e p(m,c);

e passandda{m,c} a{m, ¢} mediantel solitoragionamenteane-cacciatore,
abbiamo finalmente(sempreassumendahe l'ipotesi di normalit sia

soddisfatta):
m ~ N(m,o(m))
c ~ N(¢o(0)
p(m,c) ~ p(m,c).

12.2 [OCometener conto anchedi possibili incertezze
sulle X

Peraffrontareil problemadal puntodi vista piu’ generalepossibile,si noti
comela (12.2)permettedi fare unainferenzasututte le grandezzéncerte(in
numerodi n + 2, conn parial numerodi punti sperimentali) pvvero:
f(H_X7 777‘7C|£7_) X Hlf(mhyz | NXﬂTn70) 'fo(,u_X,m,C) :
f(m70|£7y) X /f(ﬂ_Xy"%ﬂLQ)dﬂ_X

Assumendainadistribuzioneuniforme f, (1.x , m, c), abbiamoche
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1. seoyx, — 0 allorale gaussianehe descrvono la probabilita di X;
intornoa . x, diventanadelled(z; — px,;) equindi

1 (yi — maz; —c)?
——exp |- 5 .
V2 7oy, 20y

flm,elz,y) o II;

2. Il casogeneraldli ox, # 0 puo esserdrattatoesattamentaello stesso
modo,conla complicazionechel'integraleé un po’ piu complicato. Il
risultatoe

1 i —maz; —c)?
flm,clzy) o 1l exp —(y 5 me > 26) ,
= /9 0}2/‘_|_m2(7§(‘ 2(0Yi—|-m UXZ,)

chesi riconduceal casoprecedentguandosy; — 0. Essenzialmente
essadice chesi sostituisconalle oy, delle deviazioni standardeffetti-
ve ottentuesommanddn quadraturaquelledelle Y e quelledelle X,
opportunament@ropagatemediantela derivatadY /9 X, che nel caso
linearee esattamente:. Ovviamentejn questccasola soluzionediven-
ta piu complicata,mail problemapud essereffrontato periterazione,
calcolandon e ¢ senzaenercontodelle o x; e poi inserendmelle for-
mule le deviazioni standardeffettive calcolatecon questovaloredi m.
La corvemgenzae, in generetalmenterapida, che, sei punti sonogia
statigraficati,nemmenovalela penadi faretroppi conti: bastavalutare
aocchiom dalgraficoe usarequestovalorenel calcolodelle deviazioni
standarceffettive.

12.3 Formule dei minimi quadrati

Riportiamodirettamente risultati chesi ottengonaapplicandd ragionamenti
descrittinel paragrafqrecedente.

12.3.1 oy nota e costante

Indichiamocon

numerodi punti sperimentali
deviazionestandardelleY;
mediaaritmeticadei valori delleascisse
idem pervalori delle ordinate

idem peri quadrati

idem peri prodottt

o2,

o %le s a s

Var(z
Cov(z,y

|
‘ &8
o

8

)
TYy—171Yy.

Si noti comela Var(z) nonsialegataagli erroridelle X (nulli), maalladistri-
buzionedei punti sperimentaliproiettatasull’assedelle ascisse.Con questo
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formalismoabbiamoquindi:

. _ Cov(z,y)
m=E(m) = ~Var(r) (12.6)
1 o
c=E() = g—-m-T (12.8)

o(c 22 o(m) (= Y——t varz) + 7 o
(©) = (m) <_ V/Var(z) \/ﬁ) (129

p(m,c) = — :C_ -9 i)(/;)(x) . (12.10)

z? 14 4

Si noti la dipendenzalelle incertezzedalla deviazionestandardche descrve
la distribuzionedegli errorisulleY;, dalnumeradi puntisperimental(il solito
1/+/n), dalbraccio di leva dei puntisperimental{quantificatoda/Var(z)) e,

perquantoriguardal’intercetta,dalladistanzalelbaricentradeipuntidall’asse
Y. 1l coeficientedi correlazionee pari a zero quandola coordinataz del

baricentradei punti sperimentale paria 0, mentreaumentan moduloquando
i punti sonomolto distanti. Il suosegno e ugualea quellodellacoordinataX

del baricentro.Si facciainoltre a non confonderequestail correlaziondra m

ecconquellofraz ey, overop(z, y).

Si noti, inoltre, comel'equazionel2.8 indica cheil baricentrodei pun-
ti debbaapparteneralla retta ottenutadal fit. Questorappresentain modo
rapidoperverificarechenonci sianoerroridi calcolo.

12.3.2 oy, ignote e suppostecostanti

Tutte le formule precedentivalgonoancora. La soladifferenzaconsistenel

fatto cheos vavalutatodagliscartifra le ascissalei punti sperimentale quelle
dellarettachemeglio approssima punti, ovveroquellain corrispondenzai

E(m) e E(c). Si e giafatto cennoa questometodonel paragrafol0.5.2. In

analogiacon la deviazionestandardsi calcolala radicequadratadellamedia
deiquadratidegli scartifra y; ele funzionicalcolatein z;. Inoltre, comespie-
gatonel paragrafol0.5.1,il problemadiventacomplicatoquandoil numero
di punti sperimentali piccolo. Coni dovuti caveatespressin tale paragrafo,
il modousualee che “va nella direzionegiusta” di trattareil problemaé di

dividerepern — 2, anzicteé pern, la sommadei quadratideiresidui. Quindila

formulapraticae

e D A2
o = \/22(% m;“ 9 (12.11)
—
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12.3.3 oy, diversee notea priori

Quandoale deviazioni standarcchedescrvonoi possibilierrori sulle ordinate
sononote, madiversefra loro valgonoancorale formule (12.6)-(12.10)con
le sgguentivariazioni:

e tuttele medie(z, 22, 7 e77y) sonocalcolatecomemediepesateonpesi
p; parigli inversidellevarianzedelleY;:

1
i = —
oy,
- EZ Pi g
r = =
Ei Di
- _ DD %2
xT — = _ °
Ei Pi
7 = EZ P Y
Zi Pi
7Y = Ei Pi T Y :
Ei Di

e lacombinazione?/n checomparenelcalcolodelledeviazionistandard
dei parametri sostituitadall'inversodellasommadei pesi:
o? 1
— —

n So.pi

12.4 Esempidi applicazionedelle formule dei fit

12.4.1 Incertezzeignote e presupposteuguali

Questce sicuramentd casopiu interessantperle applicazionidi laboratorio.
Infatti nonsempree possibilevalutarele deviazioni standardassociatagli er-
rori casualripetendamoltevolte le misureaparitadi condizioni.Inoltreanche
ripetendole misuresi potrebbenon tenerecontodi possibili fluttuazioniche
dipendonadal valoredel misurandg(vedi discussionesugli errori sistematici,
paragrafol2.7, primo punto). Comeesempionumerico,consideriama dati
dell'allungamentalellamolla in funzionedellamassaapplicata(vedi tabella
2.5). Si noti 'assenzaa questolivello, di incertezzeassociatealle misure.
Infatti ogni stima sarebbearbitraria,come discussdungamentenei capitoli
precedentil valori sonostatiriportati contuttele cifre chesiriuscivanoadap-
prezzaresugli strumenti.Si noti comegli studentiabbianodeciso,nonostante
le raccomandaziorgontrarie,che,datele condizionidi lavoro, fossedifficile
effettuarelettureal di sottodel millimetro. Vedremonel seguito se,conil sen-
no del poi, avrebberodovuto sforzarsiun po’ e quali sonole consguenzesul
risultato.

Riportiamonellatabellal2.1 i dettaglidei calcoli. | simboli}"_, >" -,
>y, Stannoperle sommatoriedi interesse.Si noti comeil numerodi
cifre dellatabellanon & legatoalle regole sulle cifre significative, secondde
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Seriel Serie2 Serie3 Media

5™ (kg) 4.607 4.607 4.607 4.607
S .(kg?) | 2914 2914 2914 2914
>, (mm) 605 617 619  613.67
>, kgmm) | 406.6 4134 4146 4116
7 (kg) 0.5758 0.5758 0.5758 0.5758

22 (kg?) 0.3642 0.3642 0.3642 0.3642

7 (mm) 75.63 7713 7738 76.71

7y (kgmm) | 50.83 51.68 51.82 51.44

Var(z) 0.03262 0.03262 0.03262 .03262

Cov(z y) 7.276  7.266 7.2663 7.269
m(mm/kg) | 2231 222.77 22277 222.88
¢ (mm) -52.84 -51.17 -50.91 -51.64
o (mm) 0.659 0.319 0.569 0.290

o(m) (mm/kg) | 1.291  0.624 111  0.567
o(c)(mm) | 0779 0377 0.672 0.342
p(m,c) -0.954 -0.954 -0.954 -0.954

Tabella 12.1: Dettaglidelfit dei dati dell'allungamentalellamolla.

raccomandaziorghedurantei conti € meglio portarsidietromolte cifre (vedi
adesempimotaal paragrafdb.14).1 risultatifinali sidannoinvecesecondde
regole. Ad esempioperla 1.aserie:

m = 223.14+ 1.3 mm/kg (12.12)
m = —=52.84+0.8mm (12.13)
p(m,c) = —0.954. (12.14)

Si noti inoltre comeil coeficiente di correlazionenon sia un optional, ma
facciaparteintegrantedelrisultato(vedianchel2.5e discussion@el paragrafo
12.8,in particolarepunti 8 e 10).

La quartacolonnadella tabellaé ottenutautilizzando gli allungamenti
medi. Si noti comel’informazione sui parametriche si ottienemediandole
tre seriedi misure & approssimatiamenteuguale (sia comevalore che co-
me deviazionestandard)a quellacombinanddalirettamenté tre risultati. Ad
esempiola mediadei tre valori di m € pari a 222.82 + 0.26 mm/kg, contro
222.88 + 0.29 mm/kgottenutodagli allungamentmedi.
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10 b Mm=—0.914+0.08
N c=9.540.5
o(m,c)=—0.96
7.5 o(x,y)=—=0.97
5 L
2.5 F
0 . Ll
0 2.5 5 7.5 10

Figura 12.1: Esempidi fit nelcasodi errorinormali, macondeviazioni standardli-
versedapuntoapunto.| “dati sperimentali'sonosimulatilungounarettadi parametri
m, = —1ec, = 10.

12.4.2 Incertezzenote ediversefra loro

Facciamoancheun esempidi unfit conincertezzesulleordinatenotea priori
e diverseunadall’altra. Dati erisultati sonoriportatiin tabellal2.2. Lafigura
12.1mostrai puntidellatabellal2.2,conle rispettive barredi incertezzage la
rettaottenutadalfit (lineacontinua).

12.5 Rettedi calibrazione ed estrapolazione
Molto spessoynavoltaeseguito unfit sudeipuntisperimentalisi € interessati

al valoreverodi Y checorrispondead un datovaloredi X. Chiaramentda
suamigliore stimaé datadallarettachederivadalfit, in quanto

py = mpx +c
E(uy) = E(m)upux +E(c)=mpx +¢. (12.15)

L'incertezzasu uy € ottenutadalla propagazionelelle incertezze tendendo
conto(di fondamentalémportanza!)del terminedi correlazione:

o(uy) = (%“—nj)QU%mH(aaLj)Qa?(c)

Ouy Opy
2 S O (m,c) o(m)o(c)
_ ot (x —7)?0’

© G. D’'Agostini 2000



12.5Rettedi calibrazioneedestrapolazione

245

x Y Oy
3.00 6.66 0.32
3.50 6.29 0.58
4.00 6.81 0.63
4.50 470 0.47
5.00 531 0.67
5.50 484 0.37
6.00 4.08 0.38
6.50 3.09 0.72
7.00 3.29 0.34
7.50 274 0.83
8.00 201 0.38
2 55.1985
Yo 302.396
Do 1812.49
>y 249.928
> oy 1227.21
T 5.47834
x? 32.8359
] 452779
Ty 22.2327
Var(z) 2.82373
Cov(z,y) —2.57208
m —0.91+0.08
c 9.5+ 0.5
p(m,c) —0.956
Tabella 12.2: Dati sperimentalsimulatilungounarettaaventeparametrim, = —1

ec, = 10.
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ove 0% /n vasostituitonel modoindicatonel paragrafgrecedentsele incer
tezzesonodiverse.Le derivatevannocalcolate comesolitoin corrispondenza
di @ e . | contivengondasciatiperesercizio.

Si noti 'andamentadi o (py ) in funzionedi px. Essaé minimain corri-
spondenzaei punti sperimentalijn quantotuttele informazionicontribuisco-
no a costringerg(probabilisticamentei) valoredi iy in un piccolointervallo
intorno alla retta. A manoa a manoche ci allontanadai punti misuratila
qualitadell'informazionesu uy si deterioracomeindicatomolto chiaramente
dallaformulal2.16.. Questoe mostraton modoeloquentenellafigural2.1,
ove le duecurwe tratteggiateindicanola bandadi +1 o (1y ) intornoalla retta
e quellepuntinatda bandadi di +2 o(uy) (chiaramentde scaledi px edi X
coincidono).

Infine, la figura12.2 mostrainfine la qualita delladeterminazionelei pa-
rametrie delladeterminazionei uy daux asecondali deviazionestandard,
numeroe tipo di configurazionelei punti sperimentali.

12.6 Analisi grafica

Vediamoquali sonoi passinecessarper un’analisi graficache, condottaa
terminefino in fondo, producerisultati quantitatvi in accordocon quelli otte-
nibili mediantdit coni minimi quadrati.ln molte esperienzegomungquenon
énecessariprocedereadun’analisicod accuratacomequellapropostee ci si
puo fermareal primo passo.

12.6.1 Stimadei parametri

e Sitracciala rettastimataadocchio,cercandali passarén mezzoatutti
i punti. Questaettapraticamenteoincideconquellachesi ottienecon
i minimi quadrati.

e Siricavano quindi dal graficodue punti che giaccionosulla retta, che
sianobendistanziatie benleggibili. Da questisi ricavanom e ¢ (I'inter-
cettasi ottienein generepiu agehomentein mododiretto,comeé ben
noto).

Perquantoriguardale cifre concui rileggerei valori si noti comei punti
dellarettasono“piu stabili” di quelli delle singolemisuree quindi pos-
sonoessergiletti anchecon unacifra in piu. Si ottengonoquindi c e
m conil numerodi cifre che seguonodalle solite regolettesulle cifre
significative.

12.6.2 Stimadellincertezzasui parametri ripetendo le misure

Il modopiu sempliceg cheperle primeesperienzéindubbiamentéstruttivo,
e quellodi ripeterepiu volte la misurae studiarde fluttuazionideirisultati. Si
tengacontoche,nonfacendacalcolidi “errori massimi’né propagazionvarie,
e moltofacile ripeterepiu volte le misurein alcuneore.
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