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Esercizio 1 Dilatazione dei tempi

Qual ¢ la velocita con la quale viaggia un orologio se il suo rate & pari alla meta del rate di un orologio a riposo?
Soluzione dell’esercizio 1

Per rate intendiamo che lunghezza di un intervallo di tempo: in altri termini, stiamo guardando un orologio
in movimento e lo vediamo scorrere due volte pitu lentamente di quanto vede chi lo indossa. Poiché la dilatazione
dei tempi dipende da -y, questo significa semplicemente che

At = 2At = YAt — vy =2,

e dalla definizione di v segue naturalmente che
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v = ?c =2.6 x 108m/s.

Esercizio 2 Contrazione delle lunghezze
Un osservatore misura la lunghezza di un’asta quando questa ¢é a riposo, ottenendo L = 1 m, e quando ¢é in
moto, ottenendo L' = 0.5m. A che velocita viaggia 'asta quando ¢ in moto?
Soluzione dell’esercizio 2

La lunghezza a riposo ¢ legata alla lunghezza misurata quando I’asta ¢ in movimento dalla relazione L' = L/~,
per cui v = 2. La velocita dell’asta ¢ dunque
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v= %c =2.6 x 108m/s.
Esercizio 3 Limite di piccole velocita

Un orologio atomico é posto su un Boeing 747. L’orologio misura l'intervallo di tempo che separa due eventi,
ottenendo At = 1h quando si muove con velocitd v = 1000km/h rispetto ad un osservatore a terra. Qual &
I'intervallo di tempo misurato da un orologio identico ma a riposo rispetto all’osservatore?
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Soluzione dell’esercizio 3

La velocita ¢ v = 1000km/h < ¢, per cui possiamo lavorare nel limite di piccole velocita e semplificare un
po’ i conti. Gli stessi eventi, misurati dall’osservatore, saranno separati da un intervallo di tempo

1

Vi 7 At
~ (1 + 552> At

= At + 0t

At = yAt =

dove 0t ~ 1.5ns.

Esercizio 4 Contrazione delle lunghezze

Un’asta di lunghezza Lo si muove con velocita v lungo la direzione orizzontale. Nel sistema di riferimento
dell’asta, questa forma un angolo 6 rispetto all’asse z’. Determinare la lunghezza dell’asta misurata da un
osservatore in quiete e I'angolo che I'asta forma con 'asse x.

oluzione dell’esercizio
Sol dell’ 4

Assumiamo che i due sistemi di riferimento abbiano gli assi coincidenti, e che x (e z’) siano orientati lungo la
direzione del moto relativo dell’asta rispetto al laboratorio. Il punto in questo esercizio é che solo le lunghezze
lungo la direzione del moto, x, subiscono 'effetto della contrazione relativistica. Dobbiamo dunque scomporre
I’asta in lunghezza longitudinale e trasversale, che nel sistema di riferimento in cui ’asta é ferma valgono

L= Locos0, L = Losin6,

applicare opportunamente la contrazione di Lorentz, nel passaggio al sistema di riferimento del laboratorio
(apice '),

1
1‘ = —Lgcos®, L' = Lysin6,
Y

ottenendo quindi la lunghezza dell’asta misurata nel laboratorio,

1
Lf +1% = LO\/sin20 + — cos2
ol

2
= LO\/sin20+ (1 —p%)cos?6 = Loy/1— z—QCOS2 9,

che & ovviamente minore di Lo, e 'angolo fra 'asta e l’asse «’ (’asse orizzontale nel sistema del laboratorio),

L/
¢’ = arctan <ﬁ_> = arctan ('yg) = arctan (ytan®).
[ .

Esercizio 5 Trasformazione delle velocita

Un osservatore, in quiete sulla Terra, vede due astronavi avvicinarsi 'una all’altra lungo la stessa direzione,
alla stessa velocitd. La loro velocita relativa ¢ 0.7c. Determinare la velocita delle due astronavi misurata
dall’osservatore a Terra.

Soluzione dell’esercizio 5

Il testo intende che ciascuna delle due astronavi vede 'altra viaggiare a una velocita di 0.7¢. In altri termini,

B A
v1(4 ) :vj(g)zo.?cza,
dove il pedice indica 'astronave di cui misuriamo la velocita, e I'apice indica il sistema di riferimento in cui la
velocita é misurata. Chiamiamo questa quantita a, per semplificare i conti.

L’incognita del problema ¢é la velocita di ciascuna delle due astronavi, che é uguale in modulo per ipotesi,
nel sistema di riferimento del laboratorio — ovvero,

(lab) _  (lab) __
vy, =uvg  =x
Si noti che ovviamente

vgab) _ _V(éab)



in quanto le due astronavi si avvicinano 'una all’altra.

Esprimiamo quindi la velocita di B nel sistema di riferimento di A, che é nota, in funzione della velocita di
B nel sistema di riferimento del laboratorio, che € ignota: tenendo opportunamente conto dei segni,
vgab) — ’Ugab) 2x
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dove abbiamo scartato la soluzione con x > c. Viste dal sistema di riferimento del laboratorio, le astronavi
viaggiano quindi a +0.40c e —0.40c.

Esercizio 6 Leggi di trasformazione

In relativita speciale, come si trasforma il volume? E la densita?
Soluzione dell’esercizio 6

Il volume di un corpo in moto ¢ il prodotto di tre componenti, due trasverse e una parallela al boost di
Lorentz. Percio, il volume misurato a terra ¢ V =V’ /5. Le densita, invece, aumentano di un fattore ~.

Esercizio 7 Intervallo invariante

Si considerino anzitutto due punti A e B nello spazio euclideo (rappresentato per semplicita in due dimen-
sioni). Quale dei due cammini in figura & piu breve?

yl\ yl\

A A
X X

Si consideri ora lo spazio di Minkowski (pseudo-euclideo), con 'usuale definizione di distanza ds® = c¢2dt? —
dz? — dy? — dz?. Quale dei due tragitti & pitt breve? Si assuma che tutti i segmenti di curva che congiungono
A e B siano di tipo tempo.

ctA ctA
/B B
A A
X X

Soluzione dell’esercizio 7

Nello spazio euclideo, la linea retta tra due punti é quella che minimizza la distanza dz. Nello spazio di
Minkowski, a causa del segno negativo alle componenti spaziali di ds?, la distanza ds ¢ invece massima per il
cammino in linea retta.

Esercizio 8 Quadrivelocita
Qual ¢ la quadrivelocita di una particella che si muove di moto rettilineo uniforme lungo ’asse x, con velocita
— 3.2
v = £c]
5

Soluzione dell’esercizio 8

La quadrivelocita di una particella é rappresentata dal quadrivettore contravariante

(e[t de dy d
=4 " \‘arardrar )’



dove 7 ¢ il tempo proprio della particella, ovvero il tempo misurato nel suo sistema di riferimento. Il problema
ci fornisce la velocita nel sistema di riferimento del laboratorio, percio ci conviene esprimere il tempo proprio
in funzione del tempo misurato nel laboratorio, ¢t = y7:

dez dy dz 1 3 c
wo_ D Vhel APV ol 0,0) = — —c| =-(53,0,0).
n (WCKYdt77(M7’Ydt> 7(¢,v,0,0) — (6,56> 1(5:3,0,0)
- (3)
La norma della quadrivelocita vale
m oV 02 2 2 2
NNy = Guh' N :47(5 -3 *O*O)ZC,
che ¢ manifestamente invariante.

Esercizio 9 Decadimento e dilatazione dei tempi

Meta dei muoni di un fascio composto da muoni di energia fissata sopravvive dopo aver viaggiato [ = 600 m
nel sistema di riferimento del laboratorio. Qual é la velocita dei muoni?

Soluzione dell’esercizio 9
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ed elevando al quadrato
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Esercizio 10 Calcolo tensoriale

Un tensore, le cui componenti contravarianti si indicano come a*¥, ¢é la generalizzazione a due indici di un
quadrivettore. Mentre un quadrivettore ha 4 componenti, un tensore a due indici ne ha 4 x 4 = 16. Se, nel
passaggio da un sistema di riferimento O in quiete a uno O’ in moto lungo l'asse x con velocita V = fc, le
coordinate di un quadrivettore trasformano secondo la legge

o v
't = Abx”,

dove le A# sono le componenti della matrice

vy =By 00
|8y ~ 00
A=1 0 1 of

0 0 0 1

analogamente un tensore trasforma secondo
uy __ KAV PO
at = AJAZa".

Analogamente a quanto accade per i quadrivettori, le coordinate contravarianti di un tensore sono legate a
quelle covarianti dalla relazione

_ po
Quv = GupGuo @' .

Un tensore si dice simmetrico se le sue componenti sono uguali sotto scambio degli indici (a*” = a**), e

antisimmetrico se sono uguali ma di segno opposto (a"* = —a"").
1. Quanti elementi indipendenti c¢i sono in un tensore simmetrico? (si considerano dipendenti ad esempio
a'? e a?' = ¢'?)

2. E in un tensore antisimmetrico?

3. Simmetria e antisimmetria sono caratteristiche che si mantengono sotto trasformazione di Lorentz?



4. Se un tensore a,, ¢ simmetrico, lo ¢ anche la sua versione covariante a,,? E se ¢ antisimmetrico?
5. Se a"” ¢ un tensore simmetrico e b*¥ un tensore antisimmetrico, quanto vale a,, b""?

6. Scomporre un tensore generico a*” nella somma di due tensori, uno simmetrico e ’altro antisimmetrico.

Soluzione dell’esercizio 10

11,12 13 14 22 23 24 33 34 44)
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1. Un tensore simmetrico ha 10 componenti indipendenti (a'!, a'?,a'?, a'*, a**, a3, a**, a3, 0%, a

2. Un tensore antisimmetrico ha 6 componenti indipendenti (a'?, a3, a'4, a3, a?*, a®?).

3. Se un tensore & simmetrico, significa che
A’ — g’

La versione trasformata del termine a sinistra é
at = AgAga”",

mentre quella del termine di destra é
a"t = Ay ABaP?
o )

ma applicando la definizione di tensore simmetrico nel riferimento di partenza (coordinate senza apici), e
applicando la proprieta commutativa ai termini della matrice di Lorentz, si ha

Wi _ AVAU PO _ ANVANM TP _ AUAV, TP __ AWAV PO __ UV
a —ApAaa —ApAaa —AUApa —ApAaa =aq

)

dove abbiamo — nell’'ultimo passaggio — usato il fatto che sia p che o sono indici muti. Ne concludiamo
che un tensore simmetrico rimane tale dopo trasformazione di Lorentz.

Se il tensore & antisimmetrico, analogamente, significa che

a’ = —a"!.

La versione trasformata del termine a sinistra ¢ sempre
WV __ AMAV PO
at = ANAgaP?.

Applicando ancora una volta la definizione di tensore antisimmetrico nel riferimento di partenza, e la
proprieta commutativa, si ha

vp __ VAW PO __ VAR (40P — _ AMRAV 0P __ _ ABAV _ pO __ _ _Tpuv
a"t =N ALaP” = AYAL (—a%?) = —ALADa%” = —ADALa™ = —a''",
cioé anche l'antisimmetria ¢ mantenuta dopo trasformazione di Lorentz.

4. Per il tensore simmetrico,

Auy = gupguaapa = g,upguaaap = guagupaap = Qup-
Nel caso antisimmetrico,
v = GupGvo @™’ = GupGuo (=) = —GgueGupa’’ = —auy.
5. Vale
b = ay b = ap (—0M) = — (aubuw) — 4 b’ =0,

dove al primo passaggio abbiamo semplicemente rinominato gli indici muti, e al secondo abbiamo usato
le proprieta di simmetria/antisimmetria dei tensori di partenza. Ne segue dunque che il prodotto fra un
tensore simmetrico e uno antisimmetrico ¢ zero.

Suggerimento: almeno una volta nella vita, conviene esplicitare la somma implicita nella notazione di
Einstein, per comprendere davvero questo formalismo cosi compatto.

6. Basta costruire due somme che per costruzione, allo scambio di indici, sono 'una simmetrica,

at”

1
7+ 1),

e 'altra antisimmetrica, cioé

a" = %(t“” — ).

E evidente che questi due tensori sono simmetrici/antisimmetrici sotto scambio degli indici.



Esercizio 11 Relazione fra forza e accelerazione

In relativita speciale, forza e accelerazione sono in generale proporzionali fra loro? Usare la definizione di

_ dp
forza F' = -

Suggerimento: scomporre 'accelerazione nella somma di un termine parallelo e un termine ortogonale alla
direzione del moto (cioé alla velocita).
Soluzione dell’esercizio 11

Scomponiamo ’accelerazione a lungo le direzioni ortogonale e parallela al moto della particella (cioé a v):
a=a; + a.

Usando il fatto che

1
dy dyde d[(l_zj) } dv

=1 -t @ J7 _ 1 2l 1 ﬁ ) @ - v 3@
dt  dvdt dt a2\ & e t -2l ar
e che, dalla definizione di prodotto scalare fra vettori,
vd—v =v-a
dt ’
otteniamo che
dp d(myv) dv dy
F = = = _ _
at T TR T

v-a)v
:m'ya—&-mvg%

zm'y(aL—i—aH)+mfy3(v~aL—|—v~a”)v
51 02

=myaL +my" | =+ 5 |3
Y C

02 2
3
=myay +my (1 - = +2> a
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3
=myay +my-a.
Si noti come, in relativita speciale, la forza non ¢é in generale proporzionale all’accelerazione.

Esercizio 12 Classificazione dei quadrivettori

Il quadrimpulso & un quadrivettore di tipo spazio, tempo o luce?

Soluzione dell’esercizio 12
Poiché P? = If—; —p? =m? >0, sara di tipo tempo per particelle massive (e di tipo luce per particelle senza
massa).

Esercizio 13 Energia cinetica

Quanto lavoro bisogna compiere per aumentare la velocita di un elettrone (m = 511keV /c?) dalla posizione
di riposo a:

1. 0.50c?
2. .0.990¢?
3. 0.9990¢?

Soluzione dell’esercizio 13

A questi elettroni dovremo dare una certa energia cinetica 7', in modo da far passare l’energia totale da
quella a riposo (v = 0), cioeé

E; = mc?,
a
Ey =T +mc*.
Dalla relazione
Ey = mryc?



segue
2 2 1 2
T=Ef—mcc=m(y—1)c=m| ——=—-1| ¢,

-2
per cui nei tre casi indicati servono rispettivamente 79keV, 3.1 MeV e 10.9 MeV.

Esercizio 14 Energia di soglia

Supponiamo di far scontrare un fascio di protoni con un protone a riposo. Qual é I’energia minima che
devono avere i protoni del fascio perché la reazione

pP+p—ptptp+p

sia permessa? (La massa del protone ¢ pari a quella dell’antiprotone p, e vale 938 MeV /c2.)

Esercizio 15 Diffusione elastica

Chiamiamo elastico un urto (“scattering”) in cui le particelle dello stato iniziale e dello stato finale sono le
stesse. Si consideri un urto elastico fra una particella di massa nulla e una particella di massa m (bersaglio) che
si trova a riposo nel sistema di riferimento del laboratorio: qual é la massima energia trasferita dalla particella
incidente al bersaglio? Suggerimento: si lavori nel sistema di riferimento del laboratorio, e si espliciti il prodotto
scalare fra gli impulsi spaziali della particella di massa nulla prima e dopo l'urto in funzione dell’angolo, sempre
nel sistema di riferimento del laboratorio, fra la direzione iniziale e finale della particella incidente.

Se la particella incidente & un fotone e il bersaglio ¢ un elettrone atomico a riposo, di quanto varia la
lunghezza d’onda del fotone fra prima e dopo 1'urto?

Soluzione dell’esercizio 15

Per scattering elastico intendiamo un processo in cui le particelle dello stato iniziale sono le stesse di quelle
dello stato finale.

Denotiamo con k£ e P i quadrimpulsi della particella incidente e del bersaglio prima dell’urto, e indichiamo
con 'apice le stesse quantita dopo 1'urto: il problema ci dice che

k= (E k),
E = (F k),
P = (mc,0)

Partiamo dalla conservazione del quadrimpulso durante I'urto, isoliamo la quantita che non misuriamo diretta-
mente — cioé il quadrimpulso del bersaglio dopo l'urto, P’ — ed eleviamo al quadrato:
kE+P=kK+P,
m?c? =04+ m?c* +0+2Em — 2(EE —k-K) — 2mE/,
e se indichiamo con 6’ angolo — nel riferimento del laboratorio — fra la direzione iniziale e finale della particella
incidente, e usiamo il fatto che |kle = E e [K’|c = F’,
0=2mc*(E — E') — 2(EE’' — EE' cos?’),
mc*(E' — E) = —FEE'(1 — cos '),
E'(mc* + E(1 —cos®')) = mc®E,
E = E
1+ -Z;(1 —cost)

mc?

1l bersaglio rinculera di una energia F — E’, massima per 6 = 7. Il valore massimo di quest’energia di rinculo,

E 2F /mc?

B 1+2-E; 1+ 2E/me?’

prende il nome — nel caso dello scattering Compton, in cui la particella incidente é un fotone e il bersaglio ¢ un
elettrone atomico — di picco Compton.
Cosa cambia fra un fotone di energia E ed uno di energia E’? Dalla meccanica quantistica,



cioé cambia la lunghezza d’onda del fotone:

E/:E: %
/\/ he , ?
1+ —25(1 —cost)

1_ X
he 9
Ay —25(1 —cos®)

h

N =\ (1 + Amccg(l - coso’)) ,

h
N=X+—(1-cost) =X+ (1 —cost).
me

dove abbiamo definito la lunghezza d’onda Compton dell’elettrone, A, che rappresenta la scala di lunghezza
sotto la quale gli effetti della meccanica quantistica relativistica divengono importanti.
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