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Risolvere i due esercizi proposti: tempo massimo 3 ore.

Esercizio 1

E data una sfera di raggio R=10cm, carica con densitd non uniforme e ben approssimata dalla relazione p(r) = a/r con
a=1.3x1078C/m? (si assuma costante dielettrica relativa e, = 1). Intorno alla sfera e concentrico con essa, & posto un
conduttore sferico cavo metallico di raggi interno ed esterno rispettivamente R;=18 cm ed Re=20cm sul quale ¢ posta una
carica Q=1.4nC.

Si ricavi:

a) la carica totale ¢ contenuta nella sfera;

b) Pespressione del campo elettrico del sistema in funzione della distanza r dal centro della sfera, disegnandone il grafico;
¢) le densita di carica 01,02 presenti sulle superfici (interna ed esterna) dell’involucro metallico;

d) il valore del potenziale Vj al centro della sfera.

e) Stabilire inoltre se un protone (m, = 1.7 x 1072"kg e gp = 1.6 x 10719 C) posto a grandissima distanza dal sistema e
dotato di una velocitd iniziale diretta verso il centro della sfera pari a vy = 2.0 x 10° m/s raggiunge o meno la superficie
esterna dell’involucro metallico.

Esercizio 2

Un condensatore sferico ha le armature di raggi v = 5.0cm e 7o = 10.0cm, e tra di esse c’¢ il vuoto. Inizialmente il
condensatore ¢ scarico e all’istante ¢ = 0 'armatura interna viene collegata elettricamente attraverso un filo, che passa in
un forellino nell’armatura esterna, a una resistenza R connessa a un generatore di tensione costante Vo = 2000V come in
figura.

Si calcoli:

a) come varia il campo elettrico tra le armature del condensatore in funzione della posizione e del tempo;

b) la densita di corrente di spostamento in funzione della posizione e del tempo.

Considerata una piccola superficie cilindrica di raggio p intorno alla parte di filo che si estende da r; a ro tra le armature
del condensatore, si determini nell’approssimazione di filo di lunghezza infinita:

c) il vettore di Poynting sulla superficie cilindrica, di raggio p, in funzione r e t;

d) il flusso del vettore di Poynting in funzione del tempo attraverso la superficie cilindrica di raggio p;

e) lintegrale del flusso del vettore di Poynting dal tempo iniziale al tempo infinito confrontandolo con I’energia elettrostatica
del condensatore carico.




Soluzione 1
a) Per ottenere la carica totale contenuta nella sfera integriamo la sua densita di carica nota su tutta la sfera:
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b) Calcoliamo il campo in funzione del raggio r applicando il teorema di Gauss nelle 4 diverse zone del sistema. In tutte le
zone il campo ha direzione radiale e ne determiniamo appunto la componente radiale in funzione del raggio r.
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Figure 1: Esercizio 1 campo E(r) (V/m) in funzione di r (m)

¢) Essendo la sfera e 'involucro metallico in condizioni di induzione completa, sulla parete interna del conduttore deve
disporsi una carica pari a —¢ e di conseguenza, sulla parete esterna andra a disporsi una carica complessiva pari a ¢ + Q.
Pertanto le densita di carica sulle due superfici del conduttore saranno:

o(Ri) = T:Rz =-2x107°C/m? (6)
1
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o(Ry) = iwﬁg =4.4x107°C/m? (7)
2



d) Il potenziale al centro del sistema puo essere determinato sfruttando la definizione di potenziale come integrale del campo
elettrico. Assumiamo che il potenziale si annulli a raggio infinito:
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Svolgendo i singoli integrali si perviene al seguente risultato:
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e) Perche il protone raggiunga la superficie esterna del sistema, la sua energia cinetica iniziale deve essere almeno uguale
alla sua energia potenziale sulla superficie esterna dell’involucro, che & pari al prodotto della sua carica per il potenziale ad
r = Ry. Deve essere cioe:
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La condizione & soddisfatta perche i due membri valgono rispettivamente 3.4 x 10717 J e 1.6 x 10717 J, dunque sf, il protone
raggiunge I’involucro metallico.
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Soluzione 2

a)
La capacita del condensatore sferico vale
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Per la carica Q(t) sull’armatura interna del condensatore al potenziale V () possiamo scrivere:
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che integrata da: .

V(t) = VO (1 - 677)
La carica sul condensatore & quindi:
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e il campo elettrico tra le armature e quindi:
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b)
La densita di corrente di spostamento e:
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Il campo magnetico intorno al filo a distanza p é:
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Il vettore di Poynting é:
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con direzione e verso k uscenti dal filo percorso da corrente.
d)
11 suo flusso attraverso la superficie cilindrica é:
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e il suo integrale sul tempo da 0 a infinito e:
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pari all’energia elettrostatica finale presente nel condensatore.



