
Prova Esonero Elettromagnetismo - 20.04.2018
(a.a. 2017/18, S.Giagu/F. Lacava/F. Piacentini)

Risolvere i due esercizi proposti: tempo massimo 3 ore.

R1
<latexit sha1_base64="1j3T8+X0hSHXPwH+datte32stxM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEI9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77Xr9ccavuHGSVeDmpQI5Gv/zVG8QsjbhCJqkxXc9N0M+oRsEkn5Z6qeEJZWM65F1LFY248bP5qVNyZpUBCWNtSyGZq78nMhoZM4kC2xlRHJllbyb+53VTDK/8TKgkRa7YYlGYSoIxmf1NBkJzhnJiCWVa2FsJG1FNGdp0SjYEb/nlVdK6qHpu1bu7rNSv8ziKcAKncA4e1KAOt9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHRvY16</latexit><latexit sha1_base64="1j3T8+X0hSHXPwH+datte32stxM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEI9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77Xr9ccavuHGSVeDmpQI5Gv/zVG8QsjbhCJqkxXc9N0M+oRsEkn5Z6qeEJZWM65F1LFY248bP5qVNyZpUBCWNtSyGZq78nMhoZM4kC2xlRHJllbyb+53VTDK/8TKgkRa7YYlGYSoIxmf1NBkJzhnJiCWVa2FsJG1FNGdp0SjYEb/nlVdK6qHpu1bu7rNSv8ziKcAKncA4e1KAOt9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHRvY16</latexit><latexit sha1_base64="1j3T8+X0hSHXPwH+datte32stxM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEI9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77Xr9ccavuHGSVeDmpQI5Gv/zVG8QsjbhCJqkxXc9N0M+oRsEkn5Z6qeEJZWM65F1LFY248bP5qVNyZpUBCWNtSyGZq78nMhoZM4kC2xlRHJllbyb+53VTDK/8TKgkRa7YYlGYSoIxmf1NBkJzhnJiCWVa2FsJG1FNGdp0SjYEb/nlVdK6qHpu1bu7rNSv8ziKcAKncA4e1KAOt9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHRvY16</latexit><latexit sha1_base64="1j3T8+X0hSHXPwH+datte32stxM=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyKEI9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77Xr9ccavuHGSVeDmpQI5Gv/zVG8QsjbhCJqkxXc9N0M+oRsEkn5Z6qeEJZWM65F1LFY248bP5qVNyZpUBCWNtSyGZq78nMhoZM4kC2xlRHJllbyb+53VTDK/8TKgkRa7YYlGYSoIxmf1NBkJzhnJiCWVa2FsJG1FNGdp0SjYEb/nlVdK6qHpu1bu7rNSv8ziKcAKncA4e1KAOt9CAJjAYwjO8wpsjnRfn3flYtBacfOYY/sD5/AHRvY16</latexit>

R2
<latexit sha1_base64="v+scGv+SFPEdWsJrFWe5uJImJGI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGQY9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77tX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGnGFTFJjup6boJ9RjYJJPi31UsMTysZ0yLuWKhpx42fzU6fkzCoDEsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODLL3kz8z+umGF75mVBJilyxxaIwlQRjMvubDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrTplGwI3vLLq6RVq3pu1bu7qNSv8ziKcAKncA4eXEIdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPTQY17</latexit><latexit sha1_base64="v+scGv+SFPEdWsJrFWe5uJImJGI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGQY9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77tX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGnGFTFJjup6boJ9RjYJJPi31UsMTysZ0yLuWKhpx42fzU6fkzCoDEsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODLL3kz8z+umGF75mVBJilyxxaIwlQRjMvubDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrTplGwI3vLLq6RVq3pu1bu7qNSv8ziKcAKncA4eXEIdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPTQY17</latexit><latexit sha1_base64="v+scGv+SFPEdWsJrFWe5uJImJGI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGQY9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77tX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGnGFTFJjup6boJ9RjYJJPi31UsMTysZ0yLuWKhpx42fzU6fkzCoDEsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODLL3kz8z+umGF75mVBJilyxxaIwlQRjMvubDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrTplGwI3vLLq6RVq3pu1bu7qNSv8ziKcAKncA4eXEIdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPTQY17</latexit><latexit sha1_base64="v+scGv+SFPEdWsJrFWe5uJImJGI=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKewGQY9BLx7jIw9IljA7mU2GzM4uM71CWPIJXjwo4tUv8ubfOEn2oIkFDUVVN91dQSKFQdf9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoZeJUM95ksYx1J6CGS6F4EwVK3kk0p1EgeTsY38z89hPXRsTqEScJ9yM6VCIUjKKVHu77tX654lbdOcgq8XJSgRyNfvmrN4hZGnGFTFJjup6boJ9RjYJJPi31UsMTysZ0yLuWKhpx42fzU6fkzCoDEsbalkIyV39PZDQyZhIFtjOiODLL3kz8z+umGF75mVBJilyxxaIwlQRjMvubDITmDOXEEsq0sLcSNqKaMrTplGwI3vLLq6RVq3pu1bu7qNSv8ziKcAKncA4eXEIdbqEBTWAwhGd4hTdHOi/Ou/OxaC04+cwx/IHz+QPTQY17</latexit> R3

<latexit sha1_base64="XaEsrMGK/WhBS0LJ4kwee6gvKZA=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyqoMegF4/xkQckS5id9CZDZmeXmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRzdRvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1Fjp4b533itX3Ko7A1kmXk4qkKPeK391+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETkrdVGNC2YgOsGOppBFqP5udOiEnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmf5N+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbHplGwI3uLLy6R5VvXcqnd3Uald53EU4QiO4RQ8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OcF6cd+dj3lpw8plD+APn8wfUxY18</latexit><latexit sha1_base64="XaEsrMGK/WhBS0LJ4kwee6gvKZA=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyqoMegF4/xkQckS5id9CZDZmeXmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRzdRvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1Fjp4b533itX3Ko7A1kmXk4qkKPeK391+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETkrdVGNC2YgOsGOppBFqP5udOiEnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmf5N+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbHplGwI3uLLy6R5VvXcqnd3Uald53EU4QiO4RQ8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OcF6cd+dj3lpw8plD+APn8wfUxY18</latexit><latexit sha1_base64="XaEsrMGK/WhBS0LJ4kwee6gvKZA=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyqoMegF4/xkQckS5id9CZDZmeXmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRzdRvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1Fjp4b533itX3Ko7A1kmXk4qkKPeK391+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETkrdVGNC2YgOsGOppBFqP5udOiEnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmf5N+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbHplGwI3uLLy6R5VvXcqnd3Uald53EU4QiO4RQ8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OcF6cd+dj3lpw8plD+APn8wfUxY18</latexit><latexit sha1_base64="XaEsrMGK/WhBS0LJ4kwee6gvKZA=">AAAB6nicbVDLSgNBEOyNrxhfUY9eBoPgKeyqoMegF4/xkQckS5id9CZDZmeXmVkhLPkELx4U8eoXefNvnCR70MSChqKqm+6uIBFcG9f9dgorq2vrG8XN0tb2zu5eef+gqeNUMWywWMSqHVCNgktsGG4EthOFNAoEtoLRzdRvPaHSPJaPZpygH9GB5CFn1Fjp4b533itX3Ko7A1kmXk4qkKPeK391+zFLI5SGCap1x3MT42dUGc4ETkrdVGNC2YgOsGOppBFqP5udOiEnVumTMFa2pCEz9fdERiOtx1FgOyNqhnrRm4r/eZ3UhFd+xmWSGpRsvihMBTExmf5N+lwhM2JsCWWK21sJG1JFmbHplGwI3uLLy6R5VvXcqnd3Uald53EU4QiO4RQ8uIQa3EIdGsBgAM/wCm+OcF6cd+dj3lpw8plD+APn8wfUxY18</latexit>

Q1
<latexit sha1_base64="3FWiFXdWmNNzOSG6qGV7+Fpw2I8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2g9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJaPZpqgH9GR5CFn1FjpoTnwBuWKW3UXIOvEy0kFcjQG5a/+MGZphNIwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9iyVNELtZ4tTZ+TCKkMSxsqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNWK96c/E/r5ea8MbPuExSg5ItF4WpICYm87/JkCtkRkwtoUxxeythY6ooMzadkg3BW315nbSvqp5b9ZrXlfptHkcRzuAcLsGDGtThHhrQAgYjeIZXeHOE8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP9A3jXk=</latexit><latexit sha1_base64="3FWiFXdWmNNzOSG6qGV7+Fpw2I8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2g9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJaPZpqgH9GR5CFn1FjpoTnwBuWKW3UXIOvEy0kFcjQG5a/+MGZphNIwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9iyVNELtZ4tTZ+TCKkMSxsqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNWK96c/E/r5ea8MbPuExSg5ItF4WpICYm87/JkCtkRkwtoUxxeythY6ooMzadkg3BW315nbSvqp5b9ZrXlfptHkcRzuAcLsGDGtThHhrQAgYjeIZXeHOE8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP9A3jXk=</latexit><latexit sha1_base64="3FWiFXdWmNNzOSG6qGV7+Fpw2I8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2g9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJaPZpqgH9GR5CFn1FjpoTnwBuWKW3UXIOvEy0kFcjQG5a/+MGZphNIwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9iyVNELtZ4tTZ+TCKkMSxsqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNWK96c/E/r5ea8MbPuExSg5ItF4WpICYm87/JkCtkRkwtoUxxeythY6ooMzadkg3BW315nbSvqp5b9ZrXlfptHkcRzuAcLsGDGtThHhrQAgYjeIZXeHOE8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP9A3jXk=</latexit><latexit sha1_base64="3FWiFXdWmNNzOSG6qGV7+Fpw2I8=">AAAB6nicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEqMeiF48t2g9oQ9lsJ+3SzSbsboQS+hO8eFDEq7/Im//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJaPZpqgH9GR5CFn1FjpoTnwBuWKW3UXIOvEy0kFcjQG5a/+MGZphNIwQbXueW5i/Iwqw5nAWamfakwom9AR9iyVNELtZ4tTZ+TCKkMSxsqWNGSh/p7IaKT1NApsZ0TNWK96c/E/r5ea8MbPuExSg5ItF4WpICYm87/JkCtkRkwtoUxxeythY6ooMzadkg3BW315nbSvqp5b9ZrXlfptHkcRzuAcLsGDGtThHhrQAgYjeIZXeHOE8+K8Ox/L1oKTz5zCHzifP9A3jXk=</latexit>

⇢(r)
<latexit sha1_base64="EnZTWf06dHaODYgJdAhHYcWceIw=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKoMegF48RzAOSJcxOOsmQ2ZllZlYISz7CiwdFvPo93vwbJ8keNLGgoajqprsrSgQ31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNCrVDBtMCaXbETUouMSG5VZgO9FI40hgKxrfzfzWE2rDlXy0kwTDmA4lH3BGrZNaXT1SFX3RK5X9qj8HWSVBTsqQo94rfXX7iqUxSssENaYT+IkNM6otZwKnxW5qMKFsTIfYcVTSGE2Yzc+dknOn9MlAaVfSkrn6eyKjsTGTOHKdMbUjs+zNxP+8TmoHN2HGZZJalGyxaJAKYhWZ/U76XCOzYuIIZZq7WwkbUU2ZdQkVXQjB8surpHlZDfxq8HBVrt3mcRTgFM6gAgFcQw3uoQ4NYDCGZ3iFNy/xXrx372PRuublMyfwB97nD7u8jyg=</latexit><latexit sha1_base64="EnZTWf06dHaODYgJdAhHYcWceIw=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKoMegF48RzAOSJcxOOsmQ2ZllZlYISz7CiwdFvPo93vwbJ8keNLGgoajqprsrSgQ31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNCrVDBtMCaXbETUouMSG5VZgO9FI40hgKxrfzfzWE2rDlXy0kwTDmA4lH3BGrZNaXT1SFX3RK5X9qj8HWSVBTsqQo94rfXX7iqUxSssENaYT+IkNM6otZwKnxW5qMKFsTIfYcVTSGE2Yzc+dknOn9MlAaVfSkrn6eyKjsTGTOHKdMbUjs+zNxP+8TmoHN2HGZZJalGyxaJAKYhWZ/U76XCOzYuIIZZq7WwkbUU2ZdQkVXQjB8surpHlZDfxq8HBVrt3mcRTgFM6gAgFcQw3uoQ4NYDCGZ3iFNy/xXrx372PRuublMyfwB97nD7u8jyg=</latexit><latexit sha1_base64="EnZTWf06dHaODYgJdAhHYcWceIw=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKoMegF48RzAOSJcxOOsmQ2ZllZlYISz7CiwdFvPo93vwbJ8keNLGgoajqprsrSgQ31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNCrVDBtMCaXbETUouMSG5VZgO9FI40hgKxrfzfzWE2rDlXy0kwTDmA4lH3BGrZNaXT1SFX3RK5X9qj8HWSVBTsqQo94rfXX7iqUxSssENaYT+IkNM6otZwKnxW5qMKFsTIfYcVTSGE2Yzc+dknOn9MlAaVfSkrn6eyKjsTGTOHKdMbUjs+zNxP+8TmoHN2HGZZJalGyxaJAKYhWZ/U76XCOzYuIIZZq7WwkbUU2ZdQkVXQjB8surpHlZDfxq8HBVrt3mcRTgFM6gAgFcQw3uoQ4NYDCGZ3iFNy/xXrx372PRuublMyfwB97nD7u8jyg=</latexit><latexit sha1_base64="EnZTWf06dHaODYgJdAhHYcWceIw=">AAAB7nicbVDLSgNBEOz1GeMr6tHLYBDiJeyKoMegF48RzAOSJcxOOsmQ2ZllZlYISz7CiwdFvPo93vwbJ8keNLGgoajqprsrSgQ31ve/vbX1jc2t7cJOcXdv/+CwdHTcNCrVDBtMCaXbETUouMSG5VZgO9FI40hgKxrfzfzWE2rDlXy0kwTDmA4lH3BGrZNaXT1SFX3RK5X9qj8HWSVBTsqQo94rfXX7iqUxSssENaYT+IkNM6otZwKnxW5qMKFsTIfYcVTSGE2Yzc+dknOn9MlAaVfSkrn6eyKjsTGTOHKdMbUjs+zNxP+8TmoHN2HGZZJalGyxaJAKYhWZ/U76XCOzYuIIZZq7WwkbUU2ZdQkVXQjB8surpHlZDfxq8HBVrt3mcRTgFM6gAgFcQw3uoQ4NYDCGZ3iFNy/xXrx372PRuublMyfwB97nD7u8jyg=</latexit>

独

θL

k

k

S=L2

h

A

B

Esercizio 1

Su un conduttore sferico di raggio R1 è depositata una carica Q1. Concentrico al conduttore
è posto un guscio sferico, di raggio interno R2 e raggio esterno R3, sul quale è distribuita
una carica localizzata la cui densità di volume ρ(r) dipende solo dalla distanza dal centro
del sistema.
Si chiede di:
a) determinare la funzione ρ(r) che permette di avere un campo elettrico in modulo costante
su tutto il guscio;
b) calcolare la carica totale Q2 contenuta nel guscio sferico;
c) verificare che il campo elettrico è continuo per r > R1, e disegnarne l’andamento in fun-
zione di r;
d) ricavare l’espressione dell’energia elettrostatica U del sistema (senza calcolo nu-
merico).

Dati: R1 = 5.00 mm, R2 = 7.50 cm, R3 = 10.0 cm, Q1 = 2.50 nC

Esercizio 2
Una lastra dielettrica quadrata di spessore d e lato L� d è costituita da materiale dielettrico
perfetto ed isotropo di costante dielettrica relativa εr. La lastra è posta al centro (vedi figura)
di un condensatore piano con armature quadrate di lato L, inizialmente caricato in modo
che il campo elettrico nello spazio interno vuoto abbia valore E0. I due estremi della lastra
sono connessi come in figura a due molle ideali di costante elastica k e lunghezza a riposo
nulla. La lastra si trova in equilibrio e forma un angolo θ rispetto alla direzione parallela alle
armature del condensatore.
Trascurando gli effetti di bordo, e assumendo che il campo elettrico in prossimità delle su-
perfici esterne del dielettrico conservi la direzione ortogonale alle superfici del condensatore,
determinare, in funzione dell’angolo θ:
a) l’espressione del campo elettrico E all’interno della lastra e l’angolo θ′ che esso forma con
la normale alla superficie della lastra stessa;
b) le densità di carica di polarizzazione nel dielettrico;
c) l’espressione della energia elettrostatica all’interno del dielettrico (si assuma la densità di energia elettrostatica uniforme
all’interno del dielettrico).
Infine si trovi:
d) l’espressione del momento meccanico complessivo agente sul dielettrico e l’espressione di cos θ (considerare le molle come
orizzontali) .

[Si suppongano noti: d, k, h, L, εr, E0]
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Soluzione 1

a)
All’interno dello strato sferico, indicando con Er il valore costante del campo radiale, la prima equazione di Maxwell in coordinate
sferiche si scrive:

~∇ · ~E =
ρ(r)

ε0
→ 1

r2
d

dr
(r2Er) =

ρ(r)

ε0

Ne segue:
d

dr
(r2Er) =

ρ(r)

ε0
r2 → 2rEr =

ρ(r)

ε0
r2

ρ(r) =
2ε0
r
Er

Allo stesso risultato si perviene naturalmente dal teorema di Gauss applicato all’interno dello strato (R1 < r < R2):

ΦE(r) =
Q1 +Q2(r)

ε0
4πr2Er =

Q1

ε0
+

1

ε0

∫ r

R2

ρ(r′)4πr′
2
dr′

essendo Q2(r) la carica nello strato a distanza radiale dal centro compresa tra R2 e r.
Differenziado i due membri:

8πrEr dr =
dQ2(r)

ε0
=

4πr2 ρ(r) dr

ε0
e quindi: ρ(r) =

2ε0Er
r

Il valore del campo elettrico Er è determinato dalla richiesta di campo costante su tutto lo strato, quindi anche per r = R2

dove è presente il campo generato dalla sola carica Q1:

Er =
Q1

4πε0

1

R2
2

= 4.99 kV/m

E quindi per ρ si trova:

ρ(r) =
Q1

2π

1

R2
2

1

r

In alternativa il valore di Er si può trovare applicando il teorema di Gauss su una superficie sferica di raggio r interna allo
strato (con R2 < r < R3):

4πr2Er =
Q1 +Q2(r)

ε0

Q2(r) =

∫ r

R2

ρ(r′)4πr′
2
dr′ =

∫ r

R2

2ε0
r′
Er4πr

′2 dr′ = 4πε0Er(r
2 −R2

2)

che inserita nella precedente permette di ricavare per Er il valore già scritto sopra.

b)
Da quanto trovato in precedenza, la carica totale nello strato Q2 = Q2(R3) risulta:

Q2 = 4πε0Er(R
2
3 −R2

2) = Q1

(
R2

3

R2
2

− 1

)
= 1.94 nC

c)
All’interno del conduttore (r < R1) il campo elettrico è nullo.
Dal teorema di Gauss per R1 < r ≤ R2 è immediato:

E(r) =
1

4πε0

Q1

r2
E(R2) = Er =

1

4πε0

Q1

R2
2

Per R2 ≤ r ≤ R3 il campo è Er e per r ≥ R3:

E(r) =
1

4πε0

Q1 +Q2(r)

r2
=

1

4πε0

Q1

r2
R2

3

R2
2

E(R3) = Er

2



R1	 R2	 R1	

Er	

E(r)	

r	

d)
Per trovare l’energia elettrostatica si può integrare la densità di energia u = ε0E

2/2 su tutto lo spazio.

U12 =

∫ R2

R1

ε0
2

(
1

4πε0

Q1

r2

)2

4πr2 dr =
Q2

1

8πε0

[
1

R1
− 1

R2

]

U23 =

∫ R3

R2

ε0E
2
r

2
4πr2 dr =

1

3

Q2
1

8πε0

[
R3

3 −R3
2

R4
2

]

U3∞ =

∫ ∞

R3

ε0
2

(
1

4πε0

Q1

r2
R2

3

R2
2

)2

4πr2 dr =
Q2

1

8πε0

1

R3

R4
3

R4
2

UTot = U12 + U23 + U3∞ =
Q2

1

8πε0

[
1

R1
− 4

3

1

R2
+

4

3

R3
3

R4
2

]
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Soluzione 2

a)

Indicando con E0 il campo elettrico nel vuoto e con E il campo elettrico nel dielettrico, avremo che essendo la componente del
campo elettrico parallela alla superficie del dielettrico continua nel passaggio dal dielettrico al vuoto:

E‖ = E0‖ = E0 sin θ.

La componente dello spostamento elettrico ortogonale alla superficie del dielettrico è anche essa continua, inoltre campo elettrico
e spostamento elettrico sono legati dalla relazione D = εE, per cui:

D⊥ = D0⊥

ε0εrE⊥ = ε0E0⊥

E⊥ =
E0⊥

εr
=

E0 cos θ

εr
.

E = E0

[
cos2 θ

ε2r
+ sin2 θ

] 1
2

L’angolo θ′ formato da E con la normale alla superficie del dielettrico risulta quindi dato da:

tan θ′ =
E‖

E⊥
= εr tan θ.

E si trova facilmente:

cos θ′ =
cos θ

εr

1[
cos2 θ
ε2r

+ sin2 θ
] 1

2

sin θ′ =
sin θ[

cos2 θ
ε2r

+ sin2 θ
] 1

2

b)

Applicando il teorema di Gauss per E ad una superficie cilindrica con asse perpendicolare alla superficie del dielettrico e basi
S una all’interno del dielettrico e una all’esterno, avremo:

dΦ = E0⊥S − E⊥S =
σpS

ε0

σp = ε0(E0⊥ − E⊥) = ε0E0 cos θ(1− 1

εr
).

In alternativa si può calcolare l’intensità di polarizzazione P dentro il dielettrico e poi la carica di polarizzazione σP :

P = ε0(εr − 1)E σP = ~P · n̂ext = P cos θ′

che da quanto trovato in precedenza per E e cos θ′ risulta:

σP = ε0(εr − 1)E0
cos θ

εr
= ε0E0 cos θ(1− 1

εr
)

come già trovato.
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c)
La densità di energia elettrica all’interno del dielettrico è data da:

uE =
1

2
D ·E =

1

2
ε0εrE

2 =
1

2
ε0εr(E

2
⊥ + E2

‖) =
1

2
ε0εrE

2
0(

cos2 θ

ε2r
+ sin2 θ).

assumendo uniforme la densità di energia all’interno del dielettrico avremo per l’energia:

UE(θ) =

∫
uEdτ = dL2uE =

dL2

2
ε0εrE

2
0(

cos2 θ

ε2r
+ sin2 θ).

d)

Il momento meccanico agente sul dielettrico è dato dalla somma della coppia meccanica dovuta alla forze elastiche applicate
dalle due molle e dal momento dovuto al campo elettrostatico che tende a allineare la lastra nella direzione θ = 0 (l’energia
elettrostatica all’interno del dielettrico calcolata in (c) è infatti minima per θ = 0. Avremo:

ME = −dUE
dθ

= −dL
2

2
ε0εrE

2
0(−2 cos θ sin θ

ε2r
+ 2 cos θ sin θ) = −dL2 ε0

εr
E2

0 cos θ sin θ(ε2r − 1);

Mk =
L2k

2
(1 + cos θ) sin θ.

Uguagliando a zero a somma dei due momenti e risolvendo rispetto a θ:

−dL2 ε0
εr
E2

0 cos θ sin θ(ε2r − 1) +
L2k

2
(1 + cos θ) sin θ = 0

−dε0
εr
E2

0 cos θ(ε2r − 1) +
k

2
(1 + cos θ) = 0

cos θ =
k
2

d ε0εrE
2
0(ε2r − 1)− k

2

=
k
2

d ε0εr (V0

h )2(ε2r − 1)− k
2

.
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