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Esercizio 1 Sia z € C tale che Re(z™) > 0 per ogni intero positivo n.
Mostrare che z € un numero reale non negativo.

[punteggio 5]

Usando la rappresentazione esponenziale
2z =re? r>0 —nm<0<m

si ottiene immediatamente che la disugualianza Re(z") = Re(r"e™?) > 0 &
equivalente a

cos(nf) > 0
ovvero

—g+2ﬂk§n9§g+2ﬂk k=0,+1,42,. ..

che, dividendo per n, fornisce

2k — /2 <0< 2k 4+ /2
n n

k=0,41,+2, ...

Dall’arbitrarieta di n risulta § = 0, cioé z = r reale non negativo.



Esercizio 2 Calcolare tutte le soluzioni delle seguenti equazioni e diseg-
narle nel piano complesso

(@) 3z+iz=4 (b)) =1+

[punteggio 6]

(a) L’equazione da risolvere insieme alla equazione complessa coniugata
costituiscono un sistema lineare nelle incognite z e Z

3z+1z =4
—1z+3z2 =4

Tale sistema ammette 'unica soluzione

12—-47 3
z =

i
942 2 2
(b) Prendendone il complesso coniugato, I’equazione assegnata diventa
A=1—i=V2em/4
che ammette le 4 soluzioni distinte
zp = V2 HCT/ARTR/A = 0.1,2,3

cioé esplicitamente

o = 2 ein/16
2 = 2T/
2y = /2 ei1m/16
2 = /2 ei2/16



Esercizio 3 Sia S = R e si consideri la funzione d: S x S — R

|z — y|

d(z,y) = ———

Si dimostri che (S, d) & uno spazio metrico e si valuti il suo diametro. Sugger-
imento: si osservi che g(t) =¢/(1 +¢) € monotona crescente per ¢ € [0, 00).
[punteggio 5]

Occorre verificare che d soddisfa tutte le proprieta di una metrica. Dalle
proprieta del modulo segue immediatamente che Vz,y € S

d(z,y) >0

d(.’E,y):O se e solo sex =1y

Per verificare la proprieta triangolare si osservi che la funzione g(t) = t/(1+t)
¢ monotona crescente per t € [0,00), infatti in tale intervallo risulta ¢'(¢) =
1/(1 +t)? > 0. D’altro canto per la proprieta triangolare del modulo si ha
|x —y| < |z — 2|+ |z — y|. Pertanto Vx,y, z € S risulta

d(z,y) = g(lz—yl)
< g(lz =2+ |z —yl)

ezt ]y
T Jz—2]+]z—y
_ & — 2] 2=yl
It fz—2ltle—yl " Itle—z+]z—y
w—z |y

<
1+]z—2 1+4+|z—y|

= d(z,z)+d(z,vy)

Con questa metrica il diametro di R & finito, infatti

— t
diam § = sup — 2= by
m,yESl““x_y’ t—oo 1 + ¢



Esercizio 4 Determinare, se esistono, i seguenti limiti giustificando la
risposta

(a) lim Re ( Lt Z) (b) lim (\/m— m) Vz (¢) lim (i)n n>1

z—1 z—31 Z—00 2—0 \Z

[punteggio 6]

(a) Per la continuita delle funzioni razionali e poiché il limite della parte
reale € uguale alla parte reale del limite, risulta

. 1+ 2 1+1 2(1+3i)\ 1
2 e<z—37j> e<1—3i> Re( 149 ) 5
(b) Moltiplicando e dividendo per vz + i 4+ 1/z — i si ha

tiw (VETi-vET) Vv 20

Z—00

I
=

.
o V1ti/z4+/1—-i/z

= 1

avendo utilizzato lim,_,o ¢/z = lim,_,g cz = 0 e la continuita delle funzioni
razionali e di /2.
(¢) 11 limite non esiste. Infatti posto z(x) = z con = € R si ha

iy (29) — (2

=1

Posto invece z(xz) = x + iz con x € R si ha

lim L(x) = lim vtiz)"
z—0 Z(.’L‘) z—0 \ T —ix




Esercizio 5 Sia (S,d) uno spazio metrico e A C S. Dimostrare che A &

chiuso se e solo se A = A.
[punteggio 5]

Si ricordi innanzitutto la definizione di chiusura di A

A= (1 F

Fchiuso, FDA

Si supponga A chiuso. Per la definizione di A si ha evidentemente che
A C A. D’altro canto poiché A D A, A stesso ¢ uno degli insiemi chiusi F
la cui intersezione definisce A e pertanto A C A. Si deve allora concludere
che A = A.

Si supponga ora A = A. Poiché l'intersezione di una infinitd numerabile di
insiemi chiusi ¢ un insieme chiuso, A ¢ chiuso.



Esercizio 6 Determinare il raggio di convergenza R delle seguenti serie di
potenze

(a) ien!zn! (b) i enzn! (C) i en!Zn
n=0 n=0 n=0

[punteggio 6]

(a) 11 coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma » 7 japz™ ¢

o — e pern=klconk=0,1,2,...
"1 0 altrimenti

e quindi

R~ =limsup|am|/™ = lim sup{\anll/"}

m—oo m—=00n>m
. 1
= lim  sup {|e”| /”,0}
M= n>m, n=Fk!

= lim e=c¢
m—00

In conclusione, R = 1/e.

b) 1l coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma S°°°  a,z2" &
( ) n=0"n

o — ¥ pern==Fkconk=01,2,...
"1 0 altrimenti

e quindi

R‘lzlimsup|am]1/m = lim SUP{‘anyl/n}

m—oo M= n>m

1/n
= lim sup {’ek‘ ,0}

M= n>m, n=Fk!

=1

. . | N
avendo usato il fatto che la successione {€*/*¥'} & monotonona decrescente
per k> 1 e tende a 1 per £ — oo. In conclusione, R = 1.
(¢) La serie & gia scritta in forma canonica e il suo coefficiente n-esimo &

n!

an =€
Poiché
1 ! —1)! n—oo
‘an‘ /n _ en./n _ e(n 1! 00

si ha R=0.



