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Esercizio 1 Calcolare tutte le soluzioni della seguente equazione e grafi-
carle nel piano complesso

sinh z = —im
[punteggio 5]
Si ha
e — =%
heo &€
sinh z 5 im
OVVero

€% + 2ime* — 1 =0
le cui soluzioni sono
e = —i (7r + \/ﬁ)
Pertanto le soluzioni dell’equazione sinh z = —i7 sono
log [—i <7T + \/7?—1)}
- 1n<wim> +i (—g+27rk> k=0,+1,42,. ..

z



Esercizio 2 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l'integrale

/ cos(logz)dz
C z

dove C' ¢ il cammino, percorso in verso antiorario, costituito dal triangolo
di vertici b e —a +ib, con a e b reali positivi. Suggerimento: si consideri che
la derivata di sin(logz) ¢ ...

[punteggio 6]

Posto z = re*, il ramo principale di sin(log z) € una funzione analitica per
r>0e —m <6 <7 ein questa regione la sua derivata vale

. ~ cos(log z)
o sin(log z) = -
Pertanto
COS(IOg Z) . . z=—a+ie
——*dz = lim[sin(logz)|__o =

= sin(lna +ir) —sin(lna — i)
= sin(Ina) cos(im) — cos(In a) sin(ir)
— [sin(ln @) cos(im) — cos(In a) sin(ir)]

= 2icos(Ina)sinh(m)



Esercizio 3 Assumendo per log z il ramo principale, calcolare 'integrale

log(z + 2m) :
/C (z —im)3 d

dove C ¢ la circonferenza |z| = 4 percorsa in verso antiorario.
[punteggio 5]

Il ramo principale di log(z + 27) € una funzione analitica in tutto il piano
complesso ad eccezione dei punti

z=—2m—1t t>0

Pertanto, log(z+27) ¢ analitica sulla circonferenza C' e al suo interno. Poiché
im & un punto interno a C', per la rappresentazione integrale di Cauchy si ha

log(z + 27 21 d?
/C(gz(— i7r)3)dz = o 2 log(z + 2m) L
J— S _1
= 7(2 o]
443

25T



Esercizio 4 Ciascuna delle seguenti funzioni ha una singolarita in z = 0.
Classificarne la natura e, se il caso, calcolare il corrispondente residuo.

@ ox() 0 Feos( ) @ L

[punteggio 6]

(a) Scelto il generico ramo del logaritmo
logz=1In|z| +iArgz p<Argz<op+2rm

la funzione log(z?) & analitica ovunque ad eccezione dei punti del tipo
z = :I:\/fei‘p/ 2 con t > 0. Pertanto, tale funzione ha in z = 0 una singo-
larita non isolata (punto di diramazione) e non esiste una regione anulare
0 < |z| < € dove sia possibile svilupparla in serie di Laurent.

(b) Ricordando che

[e.9]

(_1)n 2n
coswzz (2n)'w |lw| < oo
n=0 )

posto w = 272 per 0 < |z| < oo si ha

|
= (2n)!
—4 8 —12
B 3 _ z y4 B z
_Z<1 o T T e T >

s 11 11 11
2z 415 629

3

Pertanto la funzione 23 cos(z72) ha in z = 0 una singolarita essenziale e

_ 1
Regz3 cos (z 2) = ——

(¢) In questo caso per 0 < |z| < oo abbiamo

11 1
ZAsinhz 2,42 _|_§+Z7T_|_
1 1

5
Pre(g+g+5+.)

- lho (222 +Aﬁ+i+£+ 2 AN
B 3t 5T 5! o TR TR (R
_|_

—

12 1\ &
o R A

Ll e (L1, 1Y,
= — z
2 3! 510 (31)2 7315 (31)3

i_li_i_ r1 &2_’_
25 623 360z 15120

Pertanto, z = 0 & un polo di ordine 5 di 1/(z*sinh 2) e si ha

1 7
Res — - — '
Aty Asinhz 360



Esercizio 5 Sviluppare in serie di Laurent intorno a zg = 0, in entrambe
le regioni anulari 0 < |z] < 2 e 2 < |z| < o0, la funzione

_ 1
234222

f(2)

[punteggio 6]

Per 0 < |z| < 2 possiamo scrivere la funzione f(z) nella forma

1 1

f(Z):TZg@

Posto w = z/2 e usando lo sviluppo notevole

1 [ee)
— = Z(—l)”w” lw| <1
1+w o
si ha
1 1 & Z\ ™
e = 20 (3)
n=0
_ i(_l)nzn—2
+1
n=0 2"
11 11 1 1 1

2
222 2, T gttt

Per 2 < |z| < 0o possiamo invece scrivere

11
7231—1—%

f(2)

Posto ora w = 2/z nella regione anulare considerata si ha |w| < 1 e quindi
1 1 2\"
- = Y
s = 5 (?)
n=0
o0

_ Z(_l)n2nzfn73

n=0

12 22 23 24 20
S AT ATE TR



Esercizio 5 Sviluppare in serie di Laurent intorno a zg = 0, in entrambe
le regioni anulari 0 < |2| < v/2 e /2 < |z| < o0, la funzione

1

1o =a3%

[punteggio 6]

Per 0 < |z| < v/2 possiamo scrivere la funzione f(z) nella forma

1 1
— 5. 2
2214 %

f(z)

Posto w = z?/2 e usando lo sviluppo notevole

1 o0
— = Z(—l)"w” lw| <1
1+w o
si ha
1 1 & a2\
710, - 2V S
n=0
_ i(_l)n 2n—1
=@
1 z 23 2° 27
= —— 4+ ===+ =+

Per v/2 < |z| < 0o possiamo invece scrivere

11
B1+ 5

f(2)

Posto ora w = 2/22 nella regione anulare considerata si ha |w| < 1 e quindi
1 1 o 2\"
- - = EEACON il
23+2Z 23 Z( ) <22>
n=0
o0

_ Z(_l)nanon%}

n=0

1 2 4 8 16 32
R e TS



Esercizio 6 Calcolare il valore del seguente integrale

') :1;2
T g4
/0 @2 +16)2 “*

[punteggio 5]

La funzione
2

f(z):m

ha poli doppi in z = +4i. Detto C = Lr U Cg il cammino di integrazione
chiuso definito da

Lr={2(z)=2, —R<z <R}
Cr={z(0) =Re®, 0<0<n}

con R > 4, poiché f(z) & analitica su e dentro C' ad eccezione del polo doppio
in z = 4i, si ha

/
1
/Cf(z) dz = 2mi Res f(2) = 2mi ¢1(!Z) =g = g

dove si & posto ¢(z) = 22/(z + 44)%. Per i singoli cammini di integrazione si

ha

R 72
dz = ——d
Lr (2) dz /—R (2% +16)2 v

R2 R—oo
< 0
=™ gy

e quindi nel limite R — oo si ottiene

/oo 1'2 p _7('
o (@2r162 TR

In conclusione

/°° x2 T
——dr = —
0 (5[72 + ].6)2 16

f(z) dz

Cr




