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Esercizio 1 Calcolare le seguenti quantità:

(a)
i101 − 3
1− 4i

(b) Im
3i

2 + 2i
(c) Im

(
eiπ/4 Re

(
eiπ/4

))
[punteggio 6]

(a)
i101 − 3
1− 4i

=
i4 25+1 − 3

1− 4i
=

i− 3
1− 4i

=
(i− 3)(1 + 4i)
(1− 4i)(1 + 4i)

=
i− 4− 3− 12i

1 + 16
= − 7

17
− 11

17
i

(b) Im
3i

2 + 2i
= Im

3i(2− 2i)
(2 + 2i)(2− 2i)

= Im
6i + 6
4 + 4

=
6
8

=
3
4

(c) Im
(
eiπ/4 Re

(
eiπ/4

))
= Im

(
eiπ/4 Re

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

))
= Im

((
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
cos

π

4

)
= Im

(
cos2

π

4
+ i sin

π

4
cos

π

4

)
= sin

π

4
cos

π

4

=
1√
2

1√
2

=
1
2



Esercizio 2 Calcolare tutti i valori distinti delle seguenti radici e rappre-
sentarli graficamente:

(a) 2
√

i3 (b) 3
√

8 + i

[punteggio 6]

(a) Usando la rappresentazione esponenziale

2
√

i3 = 2
√
−i =

(
ei( 3π

2
+2πk)

)1/2
= ei( 3π

4
+πk) k = 0,±1,±2, · · ·

Le due radici distinte sono quelle ottenute per k = 0, 1

c0 = ei 3π
4 = cos

3π

4
+ i sin

3π

4
= − 1√

2
+ i

1√
2

c1 = ei 7π
4 = cos

7π

4
+ i sin

7π

4
=

1√
2
− i

1√
2

(b) Usando la rappresentazione esponenziale

3
√

8 + i =
(

2
√

64 + 1 ei(θ+2πk)
)1/3

= 6
√

65 ei( θ
3
+ 2πk

3 ) k = 0,±1,±2, · · ·

dove θ = arctan 1
8 '

1
8 +O

((
1
8

)3). Le tre radici distinte sono quelle ottenute
per k = 0, 1, 2

c0 = 6
√

65 ei θ
3 = 6

√
65
(

cos
θ

3
+ i sin

θ

3

)
c1 = 6

√
65 ei( θ

3
+ 2π

3 ) = 6
√

65
(

cos
θ + 2π

3
+ i sin

θ + 2π

3

)
c2 = 6

√
65 ei( θ

3
+ 4π

3 ) = 6
√

65
(

cos
θ + 4π

3
+ i sin

θ + 4π

3

)



Esercizio 3 Calcolare il valore numerico di

sin
(

2 arccos
(

1
5

))
[punteggio 4]

Posto θ = arccos
(

1
5

)
> 0 e z = cos θ + i sin θ, dalla formula di de Moivre si

ha

z2 = (cos θ + i sin θ)2 = cos 2θ + i sin 2θ

e quindi

sin 2θ = Im z2 = Im

(
1
5

+ i

√
1− 1

25

)2

= 2
1
5

√
24
25

=
4
√

6
25

Per θ = arccos
(

1
5

)
< 0 si avrebbe

sin 2θ = Im z2 = Im

(
1
5
− i

√
1− 1

25

)2

= −4
√

6
25



Esercizio 4 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze

(a)
∞∑

n=0

nenzn (b)
∞∑

n=0

zn!+n (c)
∞∑

n=0

nn

(
1 + i

2

)n2

zn

[punteggio 7]

(a) Il coefficiente n-esimo della serie è an = nen. Inoltre∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = n

(n + 1)e
n→∞−−−→ 1

e

Si ha quindi

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = 1
e

(b) Il coefficiente n-esimo della serie riscritta in forma
∑∞

n=0 anzn è

an =


1 se n = k! + k k = 0, 1, 2, · · ·

0 altrimenti

Si ha quindi

R−1 = lim sup
n→∞

|an|1/n = lim
n→∞

sup
k≥n

{
|ak|1/k

}
= lim

n→∞
1 = 1

cioé R = 1

(c) Il coefficiente n-esimo della serie è

an = nn

(
1 + i

2

)n2

Inoltre

|an|1/n = n

∣∣∣∣1 + i

2

∣∣∣∣n =
n

2n/2

n→∞−−−→ 0

e quindi

R = ∞



Esercizio 5 Sia {xn} una successione nello spazio metrico (S, d) conver-
gente a x ∈ S. Dimostrare che {xn} è una successione di Cauchy.

[punteggio 5]

Poichè per ipotesi la successione è convergente, ∀ε > 0 ∃N(ε) tale che

d(xn, x) <
ε

2
∀n ≥ N

Dunque ∀n, m ≥ N per la proprietà triangolare della distanza si ha

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) <
ε

2
+

ε

2
= ε

e quindi la successione è di Cauchy.



Esercizio 6 Calcolare i seguenti limiti

(a) lim
z→∞

6(z3 − 2)2

(z − 1)4
(b) lim

z→1

z101 − 1
z − 1

(c) lim
z→i

(z2 + 1)2

(z − i)2

[punteggio 6]

(a) Si ha

lim
z→∞

6(z3 − 2)2

(z − 1)4
= ∞

infatti

lim
z→0

1

6
“
( 1

z )
3−2

”2

( 1
z
−1)4

= lim
z→0

(
1
z − 1

)4
6
((

1
z

)3 − 2
)2 = lim

z→0

z2 (1− z)4

6 (1− 2z3)2
= 0

(b) Sfruttando l’identità 1 + z + z2 + · · · + zn = (1 − zn+1)/(1 − z) con
z 6= 1 si ha

lim
z→1

z101 − 1
z − 1

= lim
z→1

(1 + z + z2 + · · ·+ z100) = 101

(c) Osservando che z2 + 1 = (z − i)(z + i) si ha

lim
z→i

(z2 + 1)2

(z − i)2
= lim

z→i

(z − i)2(z + i)2

(z − i)2
= lim

z→i
(z + i)2 = −4


