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Esercizio 1 Dimostrare che

o o x
ap=A Y bp=B = > (an+b)=A+DB
n=0 n=0 n=0
con an,bn, A, B € C.
[punteggio 6]
Per ipotesi
N—1 N-1
T SORVIRN TS oI
n=0 n=0
quindi per ogni € > 0 esistono N,(e) e Ny(e) tali che
N-1 .
Z a, — Al < 5 N > N,
n=0
N—1
 bh—-Bl<z N>N
n=0
Posto allora Ny = max (Ng, Ny), si ha
N-1 N-1 N-1 - .
> (an+bn) = (A+B)| <D an—Al+|> b—B <gtg=¢
n=0 n=0 n=0

quando N > Ny(e). Questo implica, come richiesto, che

N—-1
lim Z (an+bp) = A+ B

N—o0
n=0



Esercizio 2 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze

(a) Z cos(in)z" (b) Z(n + )" (c) Z 3, lnlnn]
n=0 n=0 n=1

dove c € C e |x] con x € R indica la parte intera di x.
[punteggio 9]

(a) 11 coefficiente n-esimo della serie & a, = cos(in), inoltre

l/n_ <€_n+en>1/n e

eun + e—un
_ — e
2

2

‘an‘l/n =

si ha quindi
R = lim |a,|"" R=1/e

(b) 11 coefficiente n-esimo della serie ¢ a,, = n + ¢", inoltre

|an| ‘n+6n| n—oo 1 ’C‘ S 1
= 1 e -1
anp] It 1+ o] ¥ > 1
si ha quindi
<
R = hm |an| = { 1 1 |C‘ - 1
L > 1

(c) 11 coefficiente n-esimo della serie &

|3 n=lklnk|, k=1,2,3,...
Un = 0 altrove

si ha quindi

R~ =limsup |a,|"/" = lim sup{|ak|1/k} = lim 3" =1 R=1

n—00 n—oo



Esercizio 3 Sviluppare in serie di Mac Laurin la funzione

1

b
az+b 670

flz) =

e determinare il raggio di convergenza della serie cosi ottenuta.
[punteggio 8]

Si osservi che f(z) € analitica ovunque ad eccezione del punto z = —b/a.
Pertanto f(z) & sviluppabile in serie di Taylor intorno a zy = 0 per |z| <
|b/a|. Poiché

f(l)(z) = —a(az+b)7?
F(2) +2a%(az + b) 73
%) = —6a®(az+b)*
FD(z2) +24a*(az + b) 0
™M) = (=1)"nla™(az + b)~ ™+
si ha
1 ™0,
az+b 7;) n! :
> , a™n!
- Z%(_l) b1~
o0 an
= Y (e
= pn+1

Il raggio di convergenza e anche calcolabile come

R 1 |an/bn+1‘ B |b|
om0 ]
Alternativamente,

o0 n

1 1 1 1 — a
e 1\ bn: —1)" n
az +b b1+ az/b b;f )"(az/b) 7;)( )

che converge per |az/b| < 1, cioé per |z| < |b|/|al.



Esercizio 4 Sviluppare in serie di Laurent intorno a zy = ¢ la funzione

1

f(Z):W

specificando il dominio anulare di validita della serie cosi ottenuta.
[punteggio 9]

Poiché (22 +1)? = (2 — i)?(z +i)?, la funzione f(z) ¢ analitica ovunque ad
eccezione dei punti z = +i. Nella regione 0 < |z — i| < 2 vale la rappresen-
tazione

_ i en(z — )"

(z2+1)2 £

con

1 (z2+1)72

Y I B
" omi Jo (z— iyt

dove C' & un arbitrario cammino di integrazione chiuso orientato positiva-
mente intorno a zg = i e contenuto in 0 < |z—i| < 2. Posto g(z) = (z+1i) 2,
per il teorema di Cauchy-Goursat e dalla formula integrale di Cauchy si ha

42) i)
o N> 2

T oni Jo (2 — i) tB

Osservando che

gV() = 2+
gP(z) = +6(z+i)~*
¢®() = —24(z+14)7
g = (~1)"(n+ Dz + )
si ottiene
) - X (=1)2(n + 3)1(20) () n
e T L e O
"(n+3 \n
= Z; 2<(n+4))(z —1)
_ —%(z Syt iHQ((ZL)S)< 2h



E’ possibile sviluppare f(z) in serie di Laurent anche nella regione 2 <
|z — 4] < oo. Anziché seguire un procedimento analogo al precedente si

ponga
1 1
(224+1)2 (2 —19)2(z — i+ 2i)2
o 1
ICETE 2 \)?
L ()]
-1 d 1

(z—)dwl+w

dove w = 2i/(z — 7). Per |w| < 1, cioé |z —i| > 2, si ha

1 -1 d & S
(22+41)2 - (z—i)4%2(_1)w

n=0
— (Z:Ii)‘li(_l)nn(z%i)n_l
R - (2i)n1

— Z(_l)n+1nm

n=1




Esercizio 5 Sviluppare in serie di Taylor intorno a zg = 0 la funzione

flz) = /0Z682 ds

e determinare il raggio di convergenza della serie cosi ottenuta.
[punteggio 6]

Posto g(z) = exp(z?) e cambiando z — 22 nello svilippo in serie di Taylor
di exp(z), per |z| < co si ha

X _2n

9(2)22%

n=0
Dal teorema sull’integrazione delle serie di potenze si ottiene

oo 1 82n+1 :|Z o0 22n+1

z 0 1 s n
far= [ o s =3 [ =3 Lo =3 G

0 n=0
Il raggio di convergenza della serie e infinito come quello della serie che
rappresenta g(z). Alternativamente, un calcolo diretto fornisce
@2n+3)(n+1)! . (2n+3)(n+1)

R=1i — 1 _
W (2n+ Dnl | nbee 2041 >




Esercizio 6 Sia X un insieme arbitrario non vuoto e d un’applicazione
d: X x X — R tale che

0 T =
d(]),y):{ 1 x#z Ve,y € X

Dimostrare che lo spazio (X, d) € uno spazio metrico (detto spazio di punti
isolati).
[punteggio 7]

Occorre dimostrare che d soddisfa tutte le proprieta di una metrica. Le
proprieta

d(z,y) = 0
d(I)y) =0 se e solo se ¢ = Y

sono verificate per definizione. Per verificare la disuguaglianza triangolare
d(z,y) <d(z,2z) +d(z,y) Va,y,z€X

basta analizzare i cinque casi possibili

rT=yY, rT=2, Y=z : 0<04+0=0
T=yY, TF£z, Y£z : 0<141=2
TEY, =2z, Yy£z 1<0+1=1
TEY, TFEZ, Y=2 1<1+0=1

TFY, TFzZ, Ytz 1<1+1=2



