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Esercizio 1 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare il valore dell’integrale

eZ
——dz
c 223+ 2
dove C' ¢ il cammino, percorso in verso antiorario, costituito dal quadrato
di vertici 1, 7, —1, —1.
[punteggio 5]

Il ramo principale della funzione
z —-1/2 1
f(z) =€*(3+2) = exp z—ilog(3+z)

¢ analitico in tutto il piano complesso ad eccezione dei punti
z=-3—1 t €]0,00)

Pertanto f(z) e analitica su e dentro il cammino C. Per la formula integrale
di Cauchy

e f(z)
¢ 4 = [ 1Y%y
/(;22\/3—1—2 : o 22 :




Esercizio 2 Dimostrare che una funzione f(z) analitica in zp ha in zy uno
zero di ordine m se e solo se esiste una funzione g(z) analitica e non nulla
in zg tale che f(z) = (2 — 20)™g(2).

[punteggio 5]

Si supponga dapprima che f(z) = (z—2z0)™g(z) con g(z) analitica e non nulla
in zp. Poiché ¢g(z) ¢ analitica in zp, esiste un € > 0 tale che per |z — 2| < ¢
vale lo sviluppo in serie di Taylor

Allora nello stesso intorno di zg

o (),
fe) = 3 LA e

k=0

Dal’unicita dello sviluppo in serie di Taylor di f(z) segue che

fz0) = f(z0) = f'(z0) == " D(z0) =0 f™(20) =ml g(z0) # 0

dunque 2 ¢ uno zero di ordine m di f(z).
Viceversa si supponga che zg sia uno zero di ordine m di f(z), ovvero che

f(z0) = f(z0) = (o) = = " D(zg) =0 fT™(2) #£0

Poiché f(z) e analitica in 2, esiste un € > 0 tale che per |z — 29| < € vale lo
sviluppo in serie di Taylor

o rk)(,
o) = S ey

k=m
> fk) (4
= (2—2)" Z ! k(' ) (2 — 20)™F
k=m
— (z— 20yl

La funzione ¢(z) in quanto somma di una serie di potenze convergente in
|z — zp| < € & analitica in zp. Inoltre

f(m)(zO)

m)!

9(z0) = #0



Esercizio 3 Sviluppare in serie di Taylor di centro zg = —1 il ramo prin-
cipale della funzione log(2?) e determinare il raggio di convergenza di tale
serie.

[punteggio 6]

Il ramo principale di log z
logz=1In|z| +iargz |z| >0 —rm<argz <

¢ analitico in tutto C ad eccezione del semiasse reale negativo origine com-
presa. Pertanto la funzione log(z2) & analitica in tutto C ad eccezione
dell’intero asse immaginario. Il massimo cerchio di centro zy5 = —1 all’interno
del quale log(2?) & analitica ha raggio 1. Detto z un qualsiasi punto tale che
|z 4+ 1| < 1 e osservando che dlog(z?)/dz = 227! si ha

log(:2) — log((~1)2) = /”dw

1w

# 1

= —2/_Z i(w—i—l)k dw

Ly
= —QZ/ (w+ 1)k dw
k=071
> 1 k+1
)P

k+1

In conclusione, osservando che log((—1)2) = 0,

log(2*) = —Z%(z+1)”
n=1
= —2(Z+1)—(2+1)2—§(2+1)3—Z(z+1)4—§(z+1)5+...

Una verifica diretta conferma che il raggio di convergenza di questa serie di
potenze ¢ R = 1. Infatti, detto a, il coefficiente n-esimo della serie, si ha

an,

2 n+1‘ n+1 oo

= 1
Gn+1 n 2 n



Esercizio 4 Sviluppare in serie di Laurent intorno a zy = 4, in entrambe
le regioni anulari 0 < [z —i| <2 e 2 < |z —i| < 00, la funzione

1

=2

[punteggio 6]

Per 0 < |z — i| < 2 possiamo scrivere la funzione f(z) nella forma

1 1 1 1

LSl e e Rl S| ST, Bl Y ) S g

Posto w = (z — 7)/2i e usando lo sviluppo notevole

1 o]

n=0
si ha
1 1 = oz —i\"
2+1 2i(z—i)n§_4:)(_1) ( 2 >
= (=" e
- St

n=0
i1 1 i1, i,
= —§E+§+§(2—1)—274(Z—2) —g(z_l) + ...

Per 2 < |z — 1| < oo possiamo invece scrivere

1 1 1 1

IO = ) " Goi—iv2)  G-iP1t &

zZ—1

Posto ora w = 2i/(z — i) nella regione anulare considerata si ha |w| < 1 e
quindi

= Y yrey- i)

n=0
- 2% 2 N 23 N 24 N
I e N e N ) N L




Esercizio 5 Calcolare il valore del seguente integrale

/Wd@ 0> 1
o a-+cosl

[punteggio 5]

Ponendo ¢ = z si ha df = dz/iz, cos = (z4+271)/2 e

T do 1 [* df
/Oa+0059_2/0 a—i—cose_/cf(z)dz

dove C = {z(0) =€, 0 <0 <2r}e
—1

f2) = 22 +2az+1

La funzione f(z) ha due poli semplici in
ze =—a+t+vVa2 -1

Si osservi che |z_| > 1 e, poiché z1z_ =1, |z4| < 1. Pertanto il polo in z4
¢ interno al cammino C' mentre quello in z_ & esterno e quindi

/f(z) dz = 2mi Res f(2)
C

Z=Z4
. =1
= 2m
2= 2|y,
T
a? —1

In conclusione

/7T db B T
0 a+cosl Va2 _1




Esercizio 6 Calcolare il valore del seguente integrale

/°° sinx P
o z(x?+1) v

[punteggio 6]

Posto f(z) = ¢”*/[z(22+1)] e detto C = L1 UCRU Ly UC,, il cammino chiuso
di integrazione con

Ly = {z2(z) ==z, p<z<R}
Cr = {2(0)=Re”, 0<0<n} R>1
Ly = {z(z) >x >

(0) >6>

C, = {2(0)=pe?, } p<1

poiché f(z) e analitica su e dentro C' ad eccezione del polo semplice in z = i

/ f(z)dz = f(z) dz+ f(z) dz+ f(z) dz+ f(z) dz
c Ly Cr Lo C,

— = —ime"
2(z41)|,_;

Per i singoli cammini di integrazione si ha

R eia:
Llf(z) dz:/p 736(%2_’_1) dx

p e—z‘x R e—im
dz=| ———do=—[ ———d
f(> = /Rx(;cQ—Fl) o /p x(z2+1) .
7TR R—oo
<
= R(R?-1)

f(z) dz 0

Cr

Per valutare I'integrale su C,, si osservi che, avendo f(z) un polo semplice in
z=0,per 0 < |z| <1siha f(2) =g(2)+ 2 ' Res.—o f(2) con g(z) analitica
in |z| < 1. Inoltre

/C p 9(z) dz

Sﬂ'pMﬂO

e quindi
67,2

T —" = —iT
2
< +12:0

/ flz dz—>—z7rResf( ) =

In conclusione nel limite p — 0 e R — oo si ha

oo ix —ix
e —e ) .
/ 27dx—z7r:—z7rel
o z(z?+1)

ovvero

*  sinz T
— " _dr=—(1—¢"
/0 z(z? +1) v 2( )



