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Esercizio 1 Sia f(z) analitica su e dentro il cammino chiuso semplice C
e sia zg un punto non appartenente a C'. Dimostrare che
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z— 29)? cZ—20

[punteggio 5]

Se zp ¢ interno a C' allora valgono le formule integrali di Cauchy
J (Z) - pl f,(Z) - rl
———— dz = 27if ———— dz=2m
/C (= 20)° z if'(z0) e z if'(z0)

da cui 'asserto.
Se zg ¢ esterno a C allora le funzioni

f(z) f'(2)

(z — 20)? z— 20

sono analitiche su e dentro C' e per il teorema di Cauchy-Goursat

/f(z)dz:O MdZ:O
C

z—20)2 zZ— 20
C

e quindi ancora 'ugualianza tra i due integrali.



Esercizio 2 Ciascuna delle seguenti funzioni ha una singolarita in z = 0.
Classificarne la natura e, se il caso, calcolare il corrispondente residuo.
NE z
(@) —  (b)

~ T coss (¢) (2*+3)exp(z7!)

[punteggio 6]

(a) Indipendentemente dal ramo scelto, la funzione polidroma

ﬁ — -1/2

z

6_% log z

ha in z = 0 una singolarita non isolata (punto di diramazione). Non esiste
pertanto una regione anulare 0 < |z| < € dove sia possibile svilupparla in
serie di Laurent.

(b) La funzione 1 — cos z ¢ intera e in z = 0 ha uno zero doppio isolato

o0
_ Z(_l)k 2% _ 22 2l 5 20,
1—cosz=1-— (2k)'Z —§ ].*EZ +@Z + ...
k=0

Pertanto la funzione z/(1 — cosz) ha in z = 0 un polo semplice. In una
opportuna regione anulare 0 < |z| < € abbiamo

z 2 1
1—cosz zl+(—i—;22+g—;z4+...)
2 2, 2, 20, 2, 2
20 (21?2 5
= ;‘F A1 Z+O(Z)
e quindi
Res — =2
z=0 1 —cosz
(¢) In questo caso per 0 < |z| < co abbiamo
1 — 1 — 3
3 Iz (3 —k _ —k+3 —k
(2 +3)e* = (22 +3) P —Zﬁz —|—ZH2
k=0 k=0 k=0

1 > 1 3
_ 3 2 - -~ —-n
= 2"+z +2z+§<(n+3)!+n!>z

Quindi z = 0 & una singolarita essenziale di (z3 + 3) e!/# e si ha

1,3 1.,
(1+3)! 11 24 7 24

E{:ezg (23 + 3) el/? =




Esercizio 3 Sviluppare in serie di Laurent intorno a zg = 0 nelle due
regioni anulari 0 < |z] < 1e 1 < |z]| < oo la funzione

1
R

[punteggio 6]

Per 0 < |z| < 1 possiamo scrivere

1d 1 1ld3X . 1, o
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= Zkzk_3 = Z (n+3)2"
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Per 1 < |z| < oo ponendo w = z~! e notando che |w| < 1, possiamo scrivere

4 1 d <
flz) = wiQ:uﬁii:w‘l— w”
(1+w) dwl —w dwk:o
= w! Z kwt—1 = Z kwt T3 = Z(n —3)w"
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= w4+ 2w +30w% + 4w + 50 + ...
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Esercizio 4 Calcolare il valore principale di Cauchy del seguente integrale

“+oo
PV/ _wsin(ar) 0 b0 >0
(x —b)2+c¢

[punteggio 6]

Posto f(z) = z/[(z —b)?+c?] e detto C = LUCE il cammino di integrazione
chiuso dove L = {2(x) =2, —R <z < R}eCr = {2(0) = Re", 0 <
6 < 7}, per R > Vb2 + 2 la funzione f(2)e’®* ¢ analitica su e dentro C' ad
eccezione del polo semplice in z = b 4 ic. Per il teorema dei residui

/f(Z)emz dz + f(2)e"* dz = 2mi Res f(2)e'"* = Ee_“c(b—f—ic)emb
L Cr z=b-+ic c

Per z € Cg, risulta |f(z)] < R/[(R — b)? — ¢?] infinitesimo per R — oo e
quindi per il lemma di Jordan

lim f(2)e"* dz =0

R—o0 Cr

Inoltre

xeiaz
'Laz dz = " 4
/f °= / (x — )2+ 2 *

quindi nel limite R — oo otteniamo

+R lax .
lim T = ze_ac(b + ic)elab
R—oo J_p (z—b)2+c2 c

da cui prendendo la parte immaginaria

oo gsin _wsin(az) T
P.V. = —e % [bsi
/ CEOEET dx - [bsin(ab) + ccos(ab)]



Esercizio 5 Calcolare il valore del seguente integrale

27
/ cos® 6 df
0

[punteggio 5]

Ponendo ¢ = 2, si ha df = dz/iz, cos = (z +271)/2 e

T _ 2 2
/2 c0320d9:/ Z+Zl C&’:/(Z,Qle)dz
0 C 2 12 C 4i23

dove C' = {z(0) = €, 0 < < 27}. La funzione da integrare

(=2 +1)°
4323

flz) =

¢ analitica su e dentro C' ad eccezione del polo di ordine 3 in z = 0. Per il
teorema dei residui

/Cf(z) dz = 2mi I;{Zegf(z) = 2mi QS/;O)

dove ¢(z) = (22 + 1)2 /4i. Poiché ¢"(z) = (32% 4+ 1) /i si ha
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Esercizio 6 Calcolare il valore del seguente integrale

[punteggio 6]

Scelta la funzione

e%logz
&=
. ™ 3T
logz =In|z| +iargz |z| >0 — g <argz <

e detto C = L1 UCRU Ly U C,, il cammino di integrazione chiuso dove

Li={z2(z)==z, p<zxz <R} Cr={2(0) = Re”, 0< 6 <n}
Ly ={z(z) = ze'™, R>x > p} C,=1{2(0) = peie, T >6>0}

poiché f(z) e analitica su e dentro C' ad eccezione del polo semplice in z = i
per R>1e p<1siha

s(In14+:%) .
/ f(2) dz =2miRes f(z) = 2mi 62,7, =me's
c z=1 1+

Per i singoli cammini di integrazione si ha

R\/Edaz

z) dz =
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e qulndl nel limite p — 0 e R — 0o otteniamo

[e.e]
x
14
(+z)/0 211

e quindi

d:c:7r<cos1+isinz (1+7)
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