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Esercizio 1 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze (nel caso di funzioni polidrome si consideri il ramo principale)

(a)
∞∑

n=0

(3n)! + 4n

(3n + 1)!
zn (b)

∞∑
n=1

i−inzn (c)
∞∑

n=1

log(in)z2n

[punteggio 6]

(a) Il coefficiente n-esimo della serie è

an =
(3n)! + 4n

(3n + 1)!

Inoltre∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ =
(3n)! + 4n

(3n + 1)!
(3n + 4)!

(3n + 3)! + 4n+1

=
(3n + 4)(3n + 3)(3n + 2)[1 + 4n/(3n)!]
(3n + 3)(3n + 2)(3n + 1) + 4n+1/(3n)!

n→∞−−−→ 1

avendo usato lnn! ∼ n lnn− n. Si ha quindi

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣ = 1

(b) Il coefficiente n-esimo della serie è

an = i−in = e−in log i = e−in(ln 1+iπ/2) = enπ/2

Inoltre

|an|1/n = eπ/2

e quindi

R = e−π/2

(c) Il coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma
∑∞

n=1 anzn è

an =
{

log(in/2) se n è pari
0 se n è dispari

Osservando che |log(in/2)| =
√

(ln(n/2))2 + π2/4 e ricordando che

lim
n→∞

(lnn)1/n = 1

si ha

R−1 = lim sup
n→∞

|an|1/n = lim
n→∞

sup
k≥n

{
|ak|1/k

}
= lim

n→∞

(√
(ln(kn/2))2 + π2/4

)1/kn

= 1

essendo kn = n se n è pari o kn = n + 1 se n è dispari. In conclusione,
R = 1.



Esercizio 2 Determinare il dominio di analiticità delle seguenti funzioni

(a)
(
1 + z2

)z ramo principale (b)
sinh(sin(z))

z2 + 9

[punteggio 6]

(a) Osservando che(
1 + z2

)z = exp[z log(1 + z2)]

poiché la funzione exp(z) è intera e il ramo principale di log(z) è una funzione
analitica ovunque ad eccezione del semiasse reale negativo, origine compresa,
la funzione

(
1 + z2

)z è analitica ovunque ad eccezione dei punti z tali che

1 + z2 = −a con a ≥ 0

cioé

z = (−1− a)1/2 = ±i
√

1 + a a ≥ 0

che sono tutti i punti dell’asse immaginario ad eccezione dell’intervallo (−1, 1)
dello stesso asse.

(b) Osservando che le funzioni sinh(z) e sin(z) sono intere e la funzione
razionale 1/(z2 + 9) è analitica ovunque ad eccezione dei punti isolati z =
±3i, per la derivabilità delle funzioni composte, la funzione sinh(sin(z))/(z2+
9) è analitica ovunque ad eccezione dei punti isolati z = ±3i.



Esercizio 3 Calcolare tutte le soluzioni della seguente equazione e grafi-
carle nel piano complesso

cos
(
3z2

)
= 0

[punteggio 5]

Posto w = x + iy, le soluzioni dell’equazione

cos w =
eiw + e−iw

2
= 0

sono le soluzioni del sistema{
cos x cosh y = 0
sinx sinh y = 0

ovvero y = 0 e x = ±(2k + 1)π/2, con k = 0, 1, 2, . . .. Si ha quindi che
cos

(
3z2

)
= 0 quando

3z2 = ±π

2
(2k + 1) k = 0, 1, 2, . . .

cioé quando

z =
√
±π

6
(2k + 1) =

{
±

√
(2k + 1)π/6

±i
√

(2k + 1)π/6
k = 0, 1, 2, . . .



Esercizio 4 Determinare il valore del ramo principale di

arctan(2 + i)

[punteggio 5]

Posto w = arctan(z), si ha tan w = z ovvero

iz =
eiw − e−iw

eiw + e−iw

che risolta rispetto a e2iw fornisce

e2iw =
1 + iz

1− iz

e quindi

w =
1
2i

log
1 + iz

1− iz
=

i

2
log

i + z

i− z

Pertanto

arctan(2 + i) =
i

2
log

i + 2 + i

i− 2− i

=
i

2
log(−1− i)

=
i

2
log

(√
2e−i3π/4

)
=

i

2

(
ln
√

2− i
3
4
π

)
=

3
8
π +

i

4
ln 2



Esercizio 5 Calcolare l’integrale della funzione f(z) = (z − z)2 lungo il
cammino C rappresentato dal triangolo di vertici z1 = (0, 0), z2 = (1, 0),
z3 = (0, 1), percorso in verso antiorario.

[punteggio 5]

Si ponga C = C1 ∪ C2 ∪ C3 con

C1 = {z(t) = t, 0 ≤ t ≤ 1}
C2 = {z(t) = 1− t + it, 0 ≤ t ≤ 1}
C3 = {z(t) = i(1− t), 0 ≤ t ≤ 1}

Osservando che f(z) = −4(Im z)2, e usando la definizione di integrale su
cammino∫

C
f(z)dz =

∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt C = {z(t), a ≤ t ≤ b}

si ha∫
C1

f(z)dz =
∫ 1

0
01dt = 0

∫
C2

f(z)dz =
∫ 1

0
−4t2(−1 + i)dt =

[
4(1− i)

t3

3

]1

0

=
4
3
− i

4
3∫

C3

f(z)dz =
∫ 1

0
−4(1− t)2(−i)dt =

[
−i

4
3
(1− t)3

]1

0

= i
4
3

In conclusione∫
C

f(z)dz =
∫

C1∪C2∪C3

f(z)dz

=
∫

C1

f(z)dz +
∫

C2

f(z)dz +
∫

C3

f(z)dz

=
4
3



Esercizio 6 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l’integrale∫

CR

zz(1 + log z)dz

dove CR è la circonferenza |z| = R percorsa in verso antiorario. Suggeri-
mento: si consideri che la derivata di zz è . . .

[punteggio 6]

Posto z = reiθ, il ramo principale di F (z) = zz è una funzione analitica per
r > 0 e −π < θ < π e in questa regione la sua derivata vale

d

dz
zz =

d

dz
ez log z = ez log z(log z + 1)

Posto CR,ε = {z(ϕ) = Reiϕ, −(π−ε) ≤ ϕ ≤ π+ε}, per z ∈ CR,ε la funzione
F (z) è una primitiva della funzione integranda f(z) = zz(1+log z). Pertanto∫

CR

zz(1 + log z)dz = lim
ε→0

∫
CR,ε

zz(1 + log z)dz

= lim
ε→0

[zz]z=Rei(π−ε)

z=Re−i(π−ε)

= lim
ε→0

(
eRei(π−ε)[ln R+i(π−ε)] − eRe−i(π−ε)[ln R−i(π−ε)]

)
= e−R(ln R+iπ) − e−R(ln R−iπ)

= −2ie−R ln R sin(πR)

= −2i sin(πR)
RR


