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Esercizio 1 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze (nel caso di funzioni polidrome si consideri il ramo principale)

o0

(3n)'+4nzn = i—inzn c = oo (in ZQn
@ X Gy O X (@ 3 togtin)

n=1

[punteggio 6]

(a) 11 coefficiente n-esimo della serie

(3n)! +4"
ap =~
" (Bn+1)!
Inoltre
an Bn)!+4"  (B3n+4)!
a1 (B3n+1)! (3n+ 3)! 4 4n+1

(Bn+4)(3n+3)(3n+2)[1+4"/(3n)!] n—co .
(3n+3)(3n +2)(3n + 1) + 47+1/(3n)!

avendo usato Inn! ~ nlnn —n. Si ha quindi

an,

R = lim

n—oo

=1

an+1

(b) 1l coefficiente n-esimo della serie &

ap = i — ef'inlogi — efin(ln 1+im/2) _ enﬂ'/2
Inoltre

‘an‘l/n = /2
e quindi

R=¢ /2

(¢) 1 coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma > > | a,z™ ¢

o — log(in/2) sen ¢ pari
"1 0 se n e dispari

Osservando che |log(in/2)| = v/(In(n/2))2 + 72 /4 e ricordando che

lim (lnn)l/n =1
n—oo
si ha
R~! = limsup |an|1/n = lim SUP{‘ak‘l/k}
n—oo k>n

= tim (V27 +2274) " =1

essendo k, = n se n € pari o k, = n + 1 se n e dispari. In conclusione,

R=1



Esercizio 2 Determinare il dominio di analiticita delle seguenti funzioni

sinh(sin(z))

1 9\ 2 . . 1 b
(@) (1+42%)" ramo principale (0) 2249

[punteggio 6]

(a) Osservando che
(1+ 22)2 = exp[zlog(1 + 22)]

poiché la funzione exp(z) € intera e il ramo principale di log(z) ¢ una funzione

analitica ovunque ad eccezione del semiasse reale negativo, origine compresa,
. Z o . . . . .

la funzione (1 + 22) ¢ analitica ovunque ad eccezione dei punti z tali che

1+22=—a cona >0
cioé
z=(-1-a)'?=+iVi1+a a>0

che sono tutti i punti dell’asse immaginario ad eccezione dell’intervallo (—1, 1)
dello stesso asse.

(b) Osservando che le funzioni sinh(z) e sin(z) sono intere e la funzione
razionale 1/(z% + 9) & analitica ovunque ad eccezione dei punti isolati z =
+3i, per la derivabilita delle funzioni composte, la funzione sinh(sin(z))/(22+
9) ¢ analitica ovunque ad eccezione dei punti isolati z = +3i.



Esercizio 3 Calcolare tutte le soluzioni della seguente equazione e grafi-
carle nel piano complesso

cos (322) =0

[punteggio 5]

Posto w = x + iy, le soluzioni dell’equazione

e’L’LU +e—lw
cosw = —5 =0

sono le soluzioni del sistema

{ cosxcoshy =0

sinzsinhy =0

ovvero y = 0 e x = +(2k + 1)7/2, con k = 0,1,2,.... Si ha quindi che
cos (3z2) = 0 quando

3z2:ig(2/~c+1) k=0,1,2,...

cioé quando

- +\/(2k + 1) /6
= :l:—z 1 = =5 12...
2= E k) {ii 2k + 1)7/6 k=012,



Esercizio 4 Determinare il valore del ramo principale di
arctan(2 + 1)

[punteggio 5]

Posto w = arctan(z), si ha tanw = z ovvero

elw _ p—iw

2= ———
e 4 e—tw

che risolta rispetto a e?* fornisce

2w _ 14‘@:2
11—z
e quindi
1 1412 il 1+ z
W= — =—lo
2i 81 iz 2 8T
Pertanto
/) 14+ 241
tan(2 +i) = —log 1%
arctan(2 + 1) 5 log ———
1
— Llog(—1—i
5 Log( i)

= ! log (\/5672’3”/4)

:(mﬂ—iﬂ

N = DN

3 .
= gﬂ"l‘%an



Esercizio 5 Calcolare l'integrale della funzione f(z) = (z — %)? lungo il
cammino C rappresentato dal triangolo di vertici z; = (0,0), 22 = (1,0),
z3 = (0, 1), percorso in verso antiorario.

[punteggio 5]

Si ponga C'= C7; UCy U (3 con

C1 = {z2()=t, 0<t<1}

Cy = {z(t)=1—t+it, 0<t<1}

Cs = {z2(t)=i(1—-1t), 0<t<1}
Osservando che f(z) = —4(Imz)2, e usando la definizione di integrale su
cammino

b
f(2)dz = / fz@)Z(tdt  C={z(t), a<t<b}

1
f(z)dz = /0 0ldt =0

f(2)dz = /01 — A4t (—1 +i)dt = [4(1 - 1)3}; =3 iz

f(z)dz

Cs

/01 —4(1 —t)*(—i)dt = [_Zé(l _ t):ﬂ ! _ Z%

In conclusione

z)dz = z)dz

L = I

= / f(z)dz + f(z)dz + f(2)dz
C1 Ca Cs
4
3



Esercizio 6 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l'integrale

/ 2*(1 4+ log z)dz
Cr

dove Cg ¢ la circonferenza |z| = R percorsa in verso antiorario. Suggeri-
mento: si consideri che la derivata di 2% ¢ ...
[punteggio 6]

Posto z = re??, il ramo principale di F (z) = 2% & una funzione analitica per
r>0e —m <6 < ein questa regione la sua derivata vale

d z __ d zlogz __ _zlogz
o7 =3¢ =e (logz+1)

Posto Cr. = {2(¢) = Re®, —(r—¢) < p < m+e}, per z € O la funzione
F(z) € una primitiva della funzione integranda f(z) = 2*(1+4log z). Pertanto

/ Z*(1+logz)dz = lim 2*(1 + log z)dz
Cr

e—0 CR .

o . z Z:Rei(ﬂ'_a)
- ‘11*1’)1(1) [Z ]z:Re*i(W*@

= lim
e—0
e—R(ln R+im) e—R(ln R—im)

( R ™I In Rti(m—e)] _ ;R ")[In R—i(w—a)])

= —2e B Bgn(zR)
2isin(mR)
B



