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Esercizio 1 Classificare tutte le singolarita isolate delle seguenti funzioni
e calcolarne i corrispondenti residui

(a) cos <212> (b) 2* cos (;2>

[punteggio 6]

(a) La funzione ha un’unica singolarita isolata in z = 2. Ricordando che per
lw| < oo

00
(_1)nw2n
COS W = Z I ene—
|
= (2n)!

e posto w =1/(z — 2), per 0 < |z — 2| < oo si ha

n=0

Da questa espressione segue che la singolarita ¢ essenziale e

1
Res [cos <z — 2>L:2 =0

(b) Anche in questo caso la funzione ha un’unica singolarita isolata in z = 2.
Per 0 < |z — 2| < oo si ha

f 1 =y
z‘scos<z_2> = (Z_2+2)32()(2n)!(z—2)2n

= [(z—2°%+6(z—2)? +12(z — 2) + 8]
X [1 - ! + ! - !
2(z—2)2 ' 24(z—2)*  120(z - 2)

6 T

Da questa espressione segue che la singolarita & essenziale e

1 1 12 14
Res [z?’cos< )] :———:——3
2—=2)],., 24 2 24




Esercizio 2 Supponendo che f(z) e p(z) siano analitiche in zg e che f(z)
abbia uno zero di ordine m in zp, determinare

f'(2)
f(2)

Res | 250000)

z2=20

[punteggio 6]

Per ipotesi in un intorno 0 < |z — 2zp| < € possiamo scrivere

f(z) = (2 = 20)"9(2)

con ¢(z) analitica e non nulla in zy. Derivando questa relazione si ha

f'(z) = m(z — 20)"g(2) + (2 = 20)" ' (2)

e quindi
FE o (L dGN
e = (i)
_ m gd@)\ =M (0),
B (ZZO " 9(2)>,;) k! =)
Essendo ¢'(z)/g(z) analitica in zy segue immediatamente che
Res | 50| = mnta)



Esercizio 3 Calcolare il valore del seguente integrale

*° zsin(ax)

[punteggio 8]

Poiché la funzione integranda e pari

00 : +o0 :
/ x sin(ax) dmzl/ x sin(ax) i
0

z? + b2 2 ) o TZ+02

Posto f(z) = z/(2? + b?) e detto C = Cy U Oy il cammino chiuso di inte-
grazione con C; = {z(z) =2, —R<x < R} eCy ={z2(0) = Rexp(if), 0 <
0 <}, per R>bsiha

/ f(2)e"* dz = f(z)e* dz+ | f(2)e"* dz
C Cy Ca

R retar .
= ———— dx + z2)e'* dz

. Ze’LCLZ

L = 2m - = e
#=ib zZ+ ib z=1b

Per z € Co, risulta |f(z)| < R/(R? — b?) infinitesimo per R — oo e quindi
per il lemma di Jordan'

ab

= 2miRes [f(z)emz}

lim (2)e'* dz =0
R—oo Cs

In conclusione

+o00 Sceiaac . —ab
05 dr = mie
o T°+Db

da cui prendendo la parte immaginaria

00
/ xs;n(agg) gy — T o—ab
0 x4 + b 2

!Esplicitamente

iaz T Reie . 1
o f(Z)@ dZ‘ < /0 m exp (zaRe 9) do
2

2 g . 2 /2 .

< RQR 7 / e—aRsmG do = R22R 7 / e—aRsmH do
- 0 - 0
2 /2 2 _ _—aR

< i [ e ag = e e

R? - b2 J, R? — b2 2aR/m



Esercizio 4 Calcolare il valore del seguente integrale

2 de
T b
/0 (a+ bcosh)? @a>b>0

[punteggio 8]

Ponendo € = 2, si ha df = dz/iz, cos = (z +271)/2 e

2T do
/0 m - o=t f(z) d=
dove
f(z) =

—4iz
(b22 4 2az + b)?

Poiché le radici di 22 + 2az + b = 0 sono i numeri reali

2
=24 (9) 1

b b
con z— < —l e —1 < zy < 0 (si osservi che z;z_ = 1) la funzione f(z)
ha all’interno del cerchio |z| = 1 una singolarita isolata in z = zy. Tale
singolarita ¢ un polo doppio in quanto
—4diz o(2)
fz) =3 2 2= 2
PGz 2—2)?  (—2y)

con
—4iz

Z) = 5—5
(b( ) bQ(Z _ Z_)2
analitica e non nulla in z;. Il corrispondente residuo vale

Res[f(2)],_., = &(z4)

i (2 —2o) - 224 —ia
T (g —2)3 (a2 —b2)32
In conclusione
m do 2ma
Y _9omiR e
/0 (a+ bcosh)? miRes [/(2)]—, (a2 — b2)3/2



Esercizio 5 Determinare il numero di radici, contandone la molteplicita,
dell’equazione

A —5241=0

contenute nella regione 1 < |z| < 2.
[punteggio 8]

Si ponga z* — 5241 = f(2) + g(2), con
f(z)=-bz+1
g(z) =2

Per |z| =1 si ha

FE = |l =52 = [1]| = 4
g(x) =" =1

cioé |f(z)| > |g(z)|. Poiché f(z) ha uno zero semplice in z = 1/5, per il
teorema di Rouché anche f(z) + g(z) ha uno zero in |z| < 1.
Per |z| =2 si ha

[ < | =52+ 1] =11
l9(2)| = || = 16
cioé |g(z)| > |f(2)|. Poiché g(z) ha uno zero con molteplicita 4 in z = 0, per

il teorema di Rouché g(z) + f(z) ha 4 zeri in |z| < 2. Si conclude che nella
regione 1 < |z| < 2, I'equazione z% — 5z + 1 = 0 ha 3 radici.



Esercizio 6 Calcolare il valore del seguente integrale

o)
1
[y,
0 l‘"—l

[punteggio 9]

Posto
£(2) log z | In 2| + i 7r< <37r
= —— ogz = a ——<a —
z 21 ¢z = lIn|z| +iarg z, 5 rgz 5
e detto C = L1 UCRU Ly U C,, il cammino chiuso di integrazione con
Li={z(x)=x, p<z <R}  Ly={z(z) =ze™, R>z > p}
Cr={20)=Re®, 0<0<n} C,={2(0) =pe, 7 >6>0}
poiché f(z) e analitica su e dentro C' ad eccezione del polo semplice in z = i
(si osservi che f(z) = (log(2)/(2 +1))/(# —i), per R>1e p<1siha

/ fde = [ fe et [ fe) et [ ) des / f(2) dz
c L Cr Lo c,

] log (le”/Q) 2
= 2miRes|[f(2)],_; = ZWZW =iy
Per i singoli cammini di integrazione si ha

R ng

Llf(z) dz:/p oY dx

?1 T R S
f(2) dz:/ ng—l_me”rdx:/ andx—}—iﬂ'/ dx
Lo R X +1 p e+ 1 p

1 0 ; —0
(2) dz = / 1;};% iRe®dy =3 0
Cr 0 R e 4 1

0 .
1np+19 . 0 p—0
z) dz = e 1pedf0 — 0
/cpf() /ﬂ/ﬂewﬂ g

e quindi nel limite p - 0e R — o0

* Inz *© 1 2
2 —d ; —— dr =1—
/0 22+ 1 xﬂﬂfo 221 T

da cui prendendo la parte reale e quella immaginaria

> ] > 1
/ 2nx dr =20 / 5 dr =
0 xr +1 0 xr —|—1

2ol



