Modelli e Metodi Matematici della Fisica. Esonero 2

Cesi/Presilla — A.A. 2005-06
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(1) (5 pt). Sia V = (5[0,1] e W = span{x,x?}. Determinare il nucleo integrale K (z,y) dell’'operatore
7w che rappresenta il proiettore ortogonale su W. Calcolare myyz3

Soluzione. Ortogonalizzo i vettori z, 22

wy(x) =z
1 1
furl? = [ a?do = 3
2
2 <l‘ 7w1>w

len 2 lw2]|? 4 4

K(z,y) = wi@wily) | wa(@)waly) _ 5, g (:1:2 B 3z> <y2 B 3y>

Infine per calcolare la proiezione del vettore 3 sul sottospazio W utilizzo la definizione di nucleo

integrale
1 1 3 3
Twad = / K(z,y)y®dy = / [3xy + 80 <x2 — 43:) <y2 — 4y>] v dy
0 0
! 3 ! 3
= 3:B/ yt dy + 80 (IL‘2 — a:) / <y5 — y4> dy
0 4 0 4
3 3 1 3 3 3 1
="z +80 (22— = =) =Z2-80 (2"
57T (x 4x> (6 20> 5" (I 495) 60

3 4(2 3) 4 5 2
=—-x+ s |2 —-x :fa:—ga:.

5 3 4 3
(Verifica facoltativa). Controllo che il risultato sia giusto. Il vettore 22—y 2% deve essere ortogonale
azeax’
4 2
v(x) = 2% — Ty’ =23 — gxz + =%

! 4 2 1 1 2
<v,a:):/ <:c3—3x2+5x>xd:v:[5—3+15}:O
0
! 4 2 1 4 1
2 3 2 2
pr [ — d — - R —
(v, %) /0 (a; 3% +5x)x x [6 15—1—10]

E andiamo!



(2)

3)

(6 pt). Nei casi seguenti dire se F' & una distribuzione su K. Rispondere semplicemente si o no.

= Jr 1]12)3 dx

Soluzione. (a) Si. (b) Si. (c) No. (d) No. (e) No. (f) No.
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(2 pt). Una successione (fp,)>>; di elementi di KC & detta convergente a f € K se ...

vedi le note.

(3 pt). Dimostrare con un controesempio esplicito che il teorema della proiezione su un sottospazio
W di uno spazio di Hilbert V' e falso senza l'ipotesi che W sia chiuso.

Soluzione. Sia V = {5 con il prodotto scalare canonico.
(o ¢]
(2, y) izzﬂckyk r,y€ly.
k=1

V' & uno spazio di Hilbert. Sia W := £¢, I'insieme di tutte le successioni finite. W & un sottospazio

di V. E facile dimostrare che
7 ={0}.

Infatti se u ¢ un vettore che appartiene al complemento ortogonale di £y, allora, in particolare, u
deve essere ortogonale ai vettori di base canonici

NORNCRNC)
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Di conseguenza si ha
0= (u,e®) =y Vk=1,2,3,...

vale a dire u = 0. Quindi E} = {0}. A questo punto basta prendere un qualsiasi vettore v € fo\ly,
ad esempio
( 1 111 >
v = — ==,
) 27 37 47

ed ¢ ovvio che ¢ impossibile scrivere v come somma v = w + z con w € {5 e z € Ej;.



(5)

(6 pt). Calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando il piu possibile il risultato (|z] & la parte
intera di z, cioe¢ il piu grande numero intero minore od uguale ad x).

(a) D[z®P(1/x)] (b) 2°D[P(1/z))] (¢) Disin(mz)|z]] (d) cosz )

Soluzione. (a) Pocihe z3P(1/z) = 22, si ha D[z® P(1/x)] = D[2?] = 2x.
(b) Ricordando chexP(1/z) =1 e 2P (1/x) = x possiamo scrivere

2>D[P(1/z)] = D[z® P(1/z)] — D(z®)P(1/z) = D(z) — 22P(1/2) =1 -2 = —1.

(c) Usando la regola di derivazione di un prodotto fra una distribuzione e una funzione C'*, si ottiene

Disin(rx)|x]] = 7 cos(mzx)|z] + sin(7x) Z O = weos(mzx)|z] + Z sin(km)dg = 7 cos(wz) |z ]
kEZ kEZ

(d)

cos:cdg:608058+2sin066—c03050 :5(’)’_50'

(4 pt). Sia F il funzionale lineare su (C0,1],| - ||.) definito come

1
FU%zZ;ﬂ@dw—ﬂm.

Calcolare ||F'||. (Dimostrare cio che si afferma).

Soluzione. Poiche

1
[F(f)] < /0 [f (@) dz +[fO)] < |[fllu + [£O)] < 2] fllu

si ha ||F|| < 2. D’altra parte consideriamo la successione di funzioni (disegnare il grafico per capire
qual & I'idea)
falx)=1-2(1—2)".
Si ha
0<(l-2)"<1 Vz € [0,1],
di conseguenza

—1<1-21—2)"<1 Vzel01],

e quindi || fn |l = 1. Osserviamo inoltre che f,,(0) = —1, per cui

2
n+1"

1 1
F(fn):/o [1_2(1_x)”]dx+1:2—2/0 (1—a)dz—2—

Otteniamo dunque

tim EUDL o

n—oo [[falla mooe.  mA 1

2.

Questo dimostra che ||F'|| > 2. Poiche sapevamo gia che ||F'|| < 2 concludiamo che ||F|| = 2.

(Si potevano scegliere molte altre successioni f,,. Ad esempio si poteva prendere come f,, la funzione
lineare a tratti il cui grafico si ottiene unendo i punti (0,—1), (1/n,1) e (1,1).)



(7)

(4 pt). Nello spazio ¢; consideriamo il funzionale lineare ¢, definito come
o0
walz) := Zai:ﬁi,
i=1

in cui a € fo. Dimostrare che vale ||¢,|| = ||alco-

Soluzione. (Presente nei “Rudimenti”).

Sia a € £y. Allora, per ogni x € #1 si ha

o
pal@)| =| > aim;
i=1

Questa disuguaglianza dimostra che la sommatoria ¢ finita e al tempo stesso che ||| < ||a/co-

[o@) 0
< il |zl < suplag| Y |zl = llalloo 2]
i=1 v i=1

Sia dunque € > 0. Voglio trovare x € ¢; tale che

pa(@)] = (llalloo =€) [l

Dato che |la||oc := sup; |a;|, per definizione di estremo superiore, esiste un intero j tale che |a;| >
|la]lso — €. Scelgo a questo punto la mia successione x € ¢; come

z = (0,0,...,0,1,0,0,0,...)

in cui I’elemento 1 appare alla posizione j—sima. Ovviamente si ha

o0
el i= 3 feil = 1.
=1

Con questa scelta di x ottengo.

[e.¢]
lpal@)] =1 aizil = lajz;| = lajl > [lall —& = (laloo — &) lz]h
i=1
Quindi [[pa || = [lalleo

(3 pt). Si consideri la distribuzione F' sullo spazio K definita tramite l'integrale (improprio) assolu-

tamente convergente
f(z)
F(f) = / dx .
E /2]

Si dimostri che ¢ possibile scrivere la derivata F’ nella forma

P = [17)d

in modo tale che l'integrando [?] sia assolutamente convergente e sia espresso in termini di f e non
di f’. Si determini la quantita integranda incognita.

Soluzione. Per definizione di derivata di una distribuzione

/ _ N f(x) — _ N 1 fl(x)
F'(f)=—-F(f') = /R \/Wd:E == Jm  lm /ss|m|sf< Vil "




Integrando per parti e assumendo che K sia sufficientemente grande in modo tale che supp f C

[— K, K], si ottiene

K
@] 1 @i,
* * /<|$|<K

/ f@) [f(x)
e<|z|<K \/m \/m Kk \/m . 2 |{L‘|3/2
_fe) - fle) 1 / Se0(T) gy

e<ja|<k |z]3/?

NG 2

Per quanto riguarda il primo termine, con la regola di I’'Hopital, si ha

L) [0 - Ve
=07t \/g e—0t 2

/ E0L) 1) g = 0,

e<|z|<K |$\3/2

=0.

Inoltre osservo che

in quanto e l'integrale di una funzione dispari su un dominio simmetrico rispetto all’origine.

conseguenza posso scrivere

/ EUD) 0 g = [ W - o).

e<lal<k |2]3/? e<lol<k |z[3/?

Il vantaggio di questa scrittura e che

||f’Hu

)y o] - AL L

il che implica che h & localmente integrabile. D’altra parte posso anche scrivere

[f @)+ 1O _ 21 flu
h(z) < x|x‘3/2 < 2[32

per cui h & assolutamente integrabile su tutto R. Di conseguenza posso prendere il limite ¢ — 0T e

K — +o00 e ottengo

F'(f)=— lim lim 1/

e—0t K—+o0 2 e<|z|<K ’.73‘3/2

sgn(x) _ 1 [ sgn(z)
@)= FO)da == [



