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Esercizio 1 Stabilire quale dei seguenti spazi è o non è uno spazio vetto-
riale sul campo reale. Rispondere si o no senza motivare.

(a) {x ∈ R2 : x2
1 = x2};

(b) L’insieme dei polinomi di grado n = 10;

(c) L’insieme delle funzioni reali f : R 7→ R con derivata n-esima continua
e tali che f(1) = 3;

(d) L’insieme delle funzioni reali f : R 7→ R limitate e che si annullano in
x = 0.

[punteggio 8]



Esercizio 2 Stabilire, motivando la risposta, per quali valori α ∈ R

||f || =
∫ +∞

−∞

|f(x)|
(1 + x2)α

dx

è una norma nello spazio vettoriale Cb(R) delle funzioni limitate in R.
[punteggio 5]



Esercizio 3 Dimostrare che lo spazio vettoriale `f è denso in `2. Si ram-
menti che

`f = {x ∈ R∞ : ∃ N tale che xn = 0 per n > N}

`2 =

x ∈ R∞ : ||x||2 =

( ∞∑
n=1

|xn|2
) 1

2

< ∞


[punteggio 4]



Esercizio 4 Dimostrare che, se x ∈ Rn e p > 1, allora

||x||1 ≤ n
1− 1

p ||x||p

[punteggio 4]



Esercizio 5 Dimostrare che v1(x) = 1, v2(x) = eix e v3(x) = e−ix sono
vettori linearmente indipendenti in C(R; C), spazio vettoriale delle funzioni
continue in R a valori in C.

[punteggio 5]



Esercizio 6 Ortogonalizzare i vettori v0(x) = 1, v1(x) = x e v2(x) = x2

in C2(R, e−x2
dx), spazio euclideo delle funzioni reali continue con prodotto

scalare 〈f, g〉 =
∫

R f(x)g(x)e−x2
dx.

[punteggio 5]



Esercizio 7 Sia W = (w1, w2, w3, . . .) una base ortogonale (non normal-
izzata) nello spazio euclideo complesso infinito dimensionale (L, 〈·, ·〉). Di-
mostrare che per ogni v ∈ L vale la disugualianza di Bessel

∞∑
k=1

|〈v, wk〉|2

||wk||2
≤ ||v||2

[punteggio 5]


