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Esercizio 1 Calcolare le seguenti distribuzioni semplificando il piu possi-
bile il risultato

(a) z(sinz dp — cosx 6) (b) (z(log |z])") (c) (cosxzsgnz)”

[punteggio 6]

(a) Usando ¢ = g e hdyg = h(0)dy con h € C*(R), si ha

z(sinz dp — cosz 0) = x(—cosz )
= z(sinxz 6 — cosz ')
=xsinx 6§ —xcosz g

=xsinx 6
(b) Usando (log|z|)’ = P(1/x), si ha
(e(log 2l))' = (=P(1/2)) = (1) =0

(c) Usando (sgnx) = 209 e hdgp = h(0)dp con h € C*°(R), si ha

no__

(cosxsgnx) —sinzsgna + cosz 24p)”

(
= (—sinzsgnz + 25p)"”

= (—coszsgnz — sinx 28y + 24;)’
= (—coszsgnz + 24,)
=sinzsgnx — cosx 28 + 26

= sinzsgnx — 28y + 25

= sin |z| — 260 + 26)



Esercizio 2 Sia T l'operatore lineare su V' = (Cy(R), ||-||,) definito da
(Tf)(x) = sinz f(z). Si dimostri che Y32, T%/2% & un operatore lineare
continuo su V.

[punteggio 5]

Si osservi che V' & uno spazio vettoriale normato completo (spazio di Ba-
nach) quindi anche (L£(V), ||-||), 'insieme degli operatori lineari continui su
V', & uno spazio vettoriale completo (vedi Rudimenti di analisi infinito di-
mensionale, pagina 145). Inoltre ||T']| <1 in quanto

ITfl, =suplsinz f(z)| <sup|f(z)|=|fll, VY eV
zeR zeR
Pertanto 7' € L(V'). Segue che gli operatori definiti come
n
Sp=_TF/2F  n=102 ..
k=1
sono una successione di operatori lineari continui su V. Dal fatto che

DoITIF/2F <Y (1/2)F < o0
k=1 k=1

segue immediatamente che (55,)0% ; ¢ una successione di Cauchy (vedi Rudi-
menti di analisi infinito dimensionale, pagina 146) e quindi convergente in

LVL )



Esercizio 3 Sia T 'operatore lineare su (¢2(C), ||-||,) definito da
T(x1,22,23,24,...) = (2,21 + 23, T2 + T4, 23 + T5,...)

Determinare la norma di 1" e 'operatore aggiunto 7%. Dalla risposta alla
precedente domanda, senza fare calcoli, che cosa si puo dedurre sullo spettro
di 77

[punteggio 6]

Per ogni x € ¢3(C) si ha

oo o0
Tzl =D 1(T2)ul* = |w2l* + Y lwx-1 + @psa]”
k=1 k=2

oo oo
<ol +2) | P42 Japn
k=2 h—2

2 2 2 2 2
= 2|[zlly + 2|2l = |2l = 2]aa[” < 4]l2]3

e quindi

T
w0 |zl

Si consideri ora la successione (™), con z(™ € £5(C) definita da

x(n)— 1 k<n
k710 k>n

L’azione dell’operatore T su z(™ fornisce

1 k=1
(T2 1 kE=nn+1
0 k>n+1
e risulta

72",  \An—2)+3
=l v

Deve percio essere ||T']] > 2. In conclusione, ||T']| = 2.
Dalla definizione di aggiunto, Vz,y € ¢2(C) si ha

n—oo

=2y/1—5/n 222

(T"x,y) = (x,Ty)
=212 +22(J1 +U3) +x3(V2 + Y1) + 24Pz +Y5) + - ..
=xoU1 + (1 + 23)72 + (v2o + 24)Yz + (x3+ 25)Ys + - - .

Dalla arbitrarieta di y, segue
T*(CU17:E27.7:3,$4, o) = (zo, 1 + w3, 2 + T4, T3 + T5,...) Va € lo(C)
cioe T* =T1T.

Poiché T & autoaggiunto o(T") C R. Inoltre o(T') C B(0,]|T])). Pertanto
o(T) € B(0,2) NR = [-2,2].



Esercizio 4 Detti (V, ||I-|ly/) e (Z, ||| ;) due spazi vettoriali normati si con-
sideri un operatore T' € L(V, Z). Definire I'immagine di T" e dire se essa ¢
un sottospazio chiuso di Z. In caso positivo dimostrarlo, in caso negativo
fornire un controesempio.

[punteggio 5]

RanT ={z € Z: z =Twv per qualche v € V' } non ¢ un sottospazio chiuso
di Z, vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 140.



Esercizio 5 Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier in [—m, 7] la fun-
zione f(x) = 6(|z| —7/2)0(7w — |x|) sgn(z) e studiare la convergenza puntuale
della serie cosi ottenuta.

[punteggio 5]

Poiché O(x) =1 per . > 1 e O(x) =0 per x < 0, si ha
-1 —7n<zx<—7/2
flz)=¢ 0 —7/2<2x<m/2
1 r/2<z<T

La funzione f(x) ¢ dispari e pertanto

1 ™

a = — f(z)cos(kx)dx =0 k=0,1,2,...
™ —T

mentre

1 /7 )

b = — f(x)sin(kx)dx
™ —T
2 ™

= / sin(kzx)dx

T Jr/2

- %(cos(lmr/Q) Ccos(kr))  k=1,2,...

In conclusione

Fl@) ~ Z 2(cos(km/2) — cos(k)) sin(kz)

km
k=1

Il prolungamento periodico da (—m, 7] a R di f(z) ¢ una funzione deriv-
abile a tratti, con punti di discontinuita in +7 e +7/2. Pertanto la se-
rie trigonometrica sopra scritta converge puntualmente a f(x) per z €
(—m,—m/2)U(—7/2,7/2)U(7 /2, 7) mentre per x = +7 e & = 7 /2 converge
rispettivamente a 0 e +1/2.



Esercizio 6 Sia T 'operatore lineare in (C|—m,7]; C, ||-||,,) definito da

-1 —7n<z<-m/2
(Tf)(x) =g(x)f(z) g(z)=4q sinz —7m/2<z<7/2
1 T/2<x<T

Determinare lo spettro puntuale e continuo di 7.

[punteggio 6]

Si studi l'iniettivita dell’operatore zI — T, z € C. Si vuole determinare se
Ker(zI—T) contiene il solo vettore nullo ovvero se (2I—T) f = 0 & soddisfatta
per f € (C|—m,7];C) solo da f = 0. L’equazione per gli autovalori (zI —
T)f = 0 implica

(z—g@)f(x)=0 Vel

e Sez € C\[-1,1], il fattore z — g(x) & sempre non nullo per x € [—m, 7]
e quindi f =0, cioe zI — T & iniettivo.

e Se z € (—1,1), il fattore z — g(z) si annulla solo in z, = arcsin z. Per-
tanto f(z) =0 Vz € [—7m,z;) U (2, 7] ma dovendo f essere continua,
si conclude ancora f =0, cioe zI — T ¢ iniettivo.

e Se z = +1, 'equazione (zI — T)f = 0 & soddisfatta per tutte quelle
funzioni f continue in [—7, 7] e non nulle solo in (7/2,7] (se z=1) o
solo in [—m, —7/2) (se z = —1). Dunque T" ha autovalori z = +1 e a
ciascuno di tali autovalori corrispondono infinite autofunzioni.

Si studi ora la suriettivita di zI —T. Si vuole determinare se Ran(zI —T) co-
incide con (C[—m, 7|; C) ovvero se Vh € (C[|—m,7]; C) esiste f € (C[—m,7];C)
tale che (zI —T')f = h. Affinche cio accada deve essere

h(z)

Vo € [—m, 7]

e Se z € (—1,1), per ogni h tale che h(xz,) # 0 la f diverge in z, e
quindi risulta non continua. In tal caso zI — T € non suriettivo ma,
per quanto visto in precedenza, iniettivo, cioe z € o.(T).

e Se z € C\ [-1,1], la funzione f, in quanto rapporto di funzioni con-
tinue con la funzione a denominatore mai nulla, & continua in [—m, 7.
Pertanto zI — T & suriettivo e anche iniettivo e quindi invertibile.

Riepilogando, 0,(T) = {—1,1}, 0o(T) = (—1,1), p(T) = C\ [-1, 1.



