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Esercizio 1 Nei casi seguenti, se ||-|| € una norma sullo spazio vettoria-
le V' dire semplicemente che & una norma, mentre se non lo ¢ dimostrare
esplicitamente che viola una delle proprieta della norma.
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3.
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. No. Risulta |[cz|| # || ||z]|-

. No. Si prenda x = (x3)72, con x} = k=1/3. Allora
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cioe x € {4 ma
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Si.

Si.

No. Si prenda f(x) = 1/log(2 + |z|) per la quale risulta || f|| =



Esercizio 2 Determinare se lo spazio vettoriale ({, ||-||), dove ||z| =
supy, |zx| /k, & completo. In caso positivo dimostrarlo, in caso negativo
fornire un esempio.

[punteggio 5]

Lo spazio vettoriale in questione non e completo. Si consideri la successione
di vettori (z(™)° | definiti da

n=1
L) Vk k<n
k710 k>n

Poiché Hx(”)H = supk’x,(cn)’/k = Supj<p<, 1/Vk = 1, si ha che ™ ¢

(boo, |I-I) ¥ € N. La successione (z(™)%, ¢ di Cauchy. Infatti, posto
m > n, si ha

1 1 n—00

= sup 0.

- @ = —_—_— = — —
k k nti<k<m Vk  Vn+1

La successione tuttavia non e convergente nello spazio vettoriale considerato.
Infatti, si ha lim, oo |2 — 2| = 0 con z = (1,v2,v3,...) ¢ (loo, |I]]).



Esercizio 3 Dimostrare che C.(R) ¢ denso in (Cy(R), ||][,,)-
[punteggio 5]

Sia f € Cy(R) arbitraria e si ponga

f(z) lz| <n
fulx)=4¢ f(gn(@)n)(n+1—z|) n<|z|<n+1
0 || >n+1

Risulta f, € C.(R) Vn € N. La successione (f,)72, converge in norma
uniforme a f. Infatti

If = fall, = ilelglf(ﬂf) — fu(2)] < [f(=n)|+ [f(n)] + sup |f(z)].

|z|=n

Poiché lim,| ., f(z) = 0 segue che lim,, . || f — fall, = 0.



Esercizio 4 Dimostrare che non esiste un prodotto scalare in (C.(R), ||-[[,,)

tale che || f[|2 = (f, f) Vf € Ce(R),

Si considerino le due funzioni

s ={ o7 s

|z| > 1

(z) = 1—jz—2| |z—-2|<1
T =0 |z —2|>1

[punteggio 6]

RiSUIta‘ f7g € CC(R) con Hf“u = 17 HgHu = 17 |’f+gHu = 1 e ”f - gHu = 1

La regola del parallelogramma

2 2 2 2
1+ gl + 11 = gl = 20171 + gl

& quindi violata.
Come secondo esempio, si considerino le due funzioni

sinz z € [0, 27]

flz) = { 0 altrove

2

(z) = sin“xz  x € [0, 27]
=10 altrove

Risulta f,g € Co(R) con [[fll, = lgll, = 1 e If +gll, = IIf —gll, = 2. La
regola del parallelogramma si legge ora 2% + 22 = 2(12 + 12) ed ¢ quindi

violata.



Esercizio 5 Sia (V, (-, -)) uno spazio euclideo e (u,) ; un sistema ortogo-

nale di vettori in V. Dato un generico v € V, definire i coefficienti di Fourier
di v rispetto ai vettori (u,);>; e dimostrare la disugualianza di Bessel.
[punteggio 6]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 89, osservando che
il sistema di vettori qui considerati e ortogonale non ortonormale.



Esercizio 6 Nello spazio vettoriale P[0, 00) con prodotto scalare (f, g) =
1% f(@)g(x)e“da sia W = span{z,x?}. Determinare la decomposizione
del vettore v(x) = z™, dove n & un intero non negativo, in v = w + z con
w €W eze W, Siricordi che fooo e dx = nl.

[punteggio 6]

Si ortogonalizzi secondo Gram-Schmidt il sistema di vettori {z, 2%}

ui(z) =x
2 o 2 —x _
|l || —/ xée *dr =2
0
2
ug(z) = 2% — ( 7u1>u1(1:) =22 -3z

s
uz))? = / (22 — 32)° e “dax = 24 + 18 — 36 = 6.
0

Usando il proiettore my si ha

B B 2 (v, ug)
w =1y (v) = Z 5 Uk

i Nl
"z s

w(w):< 2’ >:L’+< : 3>(ZL'2—3:L')

_ (n;l)!x_i_ (n+2)! 63(111L 1)!(x2 _ 30)

_An+1)! = (n+2)! m+2)! =3(n+1)! 4

9 T+ 6 T
e quindi

B o A+ - (n+2)  (n+2)!—=3(n+1)!

z(z) =v(x)—w(z) = 2" — 5 x— 5 z2,

Si osservi, per verifica, che per n = 1 si ha w(z) = =.



