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Esercizio 1 Determinare per quali valori di ¢ € R la funzione

e "sin(cx)

f(:c): r—+c

appartiene a Cs([0,00)). Per quali valori di ¢ si ha f € Lo([0,00))?
[punteggio 5]

Se ¢ > 0 il denominatore di f(x) non si annulla mai pertanto la funzione &
continua e quindi essa appartiene a C2([0, 00)) se e solo se risulta convergente
I'integrale improprio

/OO \f(x)\zda: - /OO de_
0 0

(x +¢)?

La funzione integranda ammette limite per x — oo, pertanto condizione
necessaria e sufficiente perché l'integrale converga nel dominio [0, 00) & che
x| f(x)* =22 0. Questo & evidentemente vero per ogni valore di c.

Se ¢ < 0 la funzione f(x) presenta una divergenza in x = —c, il che porta
immediatamente a concludere che f ¢ C3([0,00)). Tuttavia, nel caso in
cui sin(czx)|,_, = 0, ovvero per ¢ = —y/nm, n = 0,1,2,..., la singolarita &
eliminabile, cioe f potrebbe essere resa continua in x = —c pur di intendere

f(=c) = lim f(x)=0, c=—vnm, n=0,1,2,....
T——cC

La funzione | f(x)|? risulta integrabile intorno alla singolarita z = —c quando
questa e eliminabile, cioe per c = —/nm, n = 0,1,2, ..., ma e non integrabile
in tutti gli altri casi. Infatti, utilizzando gli sviluppi in serie di Taylor di e**
e sin?(cx) intorno a x = —c,

¥ = e 2 £ 27 (x + )+ 2 X (z 4+ ) + O((z + ¢)?),
sin?(cz) = sin?(¢?) — 2esin(c?) cos(¢?)(z + ¢)

+ ¢ (cos2(02) —sin’(c?)) (z + ¢)* + O((z + ¢)?),
si vede che per ¢ < 0 con ¢ # —y/nm, n=0,1,2,..., si ha

e~2¢sin?(c?)

€T CO.
o FOl )

f(@)* =

In conclusione, f € C3([0,00)) per ¢ > 0 mentre f € La([0,00)) per ¢ >0 e
perc=—y/nm,n=20,1,2,....



Esercizio 2 Nello spazio Euclideo pesato (C2(R; C), e*xde)) con prodot-
to scalare

+o0 5
()= | g s
—o0

sia W = span{el”,e7?}. Scomporre il vettore v(x) = sin(2z) in v = w + 2z
conw € W e z € W+, Siricordi che fjoooo e~ H2brqy — |\ /re Y se b € R.
[punteggio 5]

Si ortogonalizzi secondo Gram-Schmidt il sistema di vettori {el*,e~1%}

ui(z) =e
2 +oo T 2
[l | :/ ePeire " da = /7
—00

+ T~ .2
—ix f—c;oe lyul(y)e Y dy —izx \/77'/6 ix —ix ir—1
- up(z) =e ¥ — NG e?=e"—¢e

ug(x) =e

2
[

+oo ) . -
Hu2”2 = / (eﬂz - elx*l) (e—ia: _ eiz—l)efﬂdm _ \/7—1_(1 B 672)‘

—00

Risulta W = span{e?,e”*} = span{uj,us}. Usando il proiettore my
costruito in termini di (u1,u2), base ortogonale di W,

i
si ha
fj;o sin(2y)eve ¥’ dy fj;o sin(2y) (e — elv—1)e ¥ dy
w(x) = NG uy(x) + e =) ug ()
—1/4 _ ,—9/4 —9/4 _ \—5/4 _ o—1/4 | ,—13/4
_ V(e | e )ul(x) n V(e .e 6_2 +e )u2(:1c)
2i/7 2iy/m(1 —e?)
I
- 2 G
e VA e /4 el emh/4
= - e'” — , e
2i 2i
= (e V4 4 75/ sin(x)
= e /41 4 e) sin(z)
e quindi

2(z) = v(x) — w(z) = sin(2z) — e ~/*(1 + ¢) sin(x).

Si puo verificare che

+0o0 5
(w, z) = / w(z)z(x)e”* dx = 0.

—0o0



Esercizio 3 Calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando il piu pos-
sibile il risultato

a) 2% b) dol(x —1)e*] <) D*(Jsinz])

[punteggio 6]

a) Ricordando l'identita valida per ogni h € C*(R)
n . n n—k
i) = S 1) () 0.
k=0
e ponendo h(x) = ze”, si ha
ze® 5y = —268( + 250.

b) Ricordando che se b(x) ha zeri semplici isolati in xg, k = 1,2,..., vale la
formula

1
dolb(+)] = ; mfsmk,

si ha
So[(z — 1)e*] = e 14y,

ovvero, in un’altra possibile notazione,
5((x —1)e®) = e 15(z — 1).

c¢) Osservando che [sinz| = sgn(sinz)sinz ¢ una funzione continua mentre
la sua derivata prima sgn(sinz)cosz ha discontinuita di valore 2 nei punti
r=km, k €Z,siha

D2(|sinzv|) = DQ(‘;O\sinx\)
= D(D(Sosgn(sinw) sinz))
= D(‘Psgn(sinx) cosx)

= Y _sgn(sinz)sinz + Z 20k
kEZ

= —|sinz| + 225;”.
kEZ



Esercizio 4 Sia S l'operatore lineare su (¢2(C), ||-||,) definito da

T2 X9 T4 T4 T g
S(xlvaax3a$4a$5,$6,---) ( 777777 )

21’22’23724725726,
Determinare ||S|| e S*. Stabilire se S ¢ invertibile e, in caso affermativo,
determinare S

[punteggio 5]

Per ogni x € ¢5(C) si ha

HSmHQ—Z\mr (2% m (221k)2)§< 16)2%\

)
<2 E 2< 2

che implica ||S| < v/5/4. D’altro canto, per 2 = (0,1,0,0,...) € £5(C) si
ha Sz = (1/2,1/4,0,0,...) e quindi

ISzll, _ V5/4 _ V5

Iz, 1 4

che implica ||S|| > v/5/4. In conclusione ||S|| = v/5/4.
L’operatore aggiunto S* ¢ definito dalla relazione (S*z,y) = (x, Sy) Vz,y €
£5(C)

o0

(S*z,y) =D (5" 2)kTk

k=1
x1 X9 3 T4\ __ 5 Te\ __
@Sy = (g + )+ (5 + 1) vt (F - 35) o+
Dall’arbitrarieta di x e y segue

r1 X9 T3 T4 . Ts  Te
S*($1,$27$3,ZE4,J}5,IB6,...):(0,5"‘272,0,?"‘274,0,275"‘276,...).

L’operatore S non ¢ iniettivo, infatti
KerS={z€l(C): Sz=0}={zel(C): 29, =0, k=1,2,...}.

Quindi S non ¢ invertibile.



Esercizio 5 Sia T l'operatore lineare su (C([0, 7]; C), ||-||,,) definito da

(Tf)(x) = g(z)f(x),

dove

(&) = 2 0<z<l
I =Y 2+1 1<z<n

Determinare lo spettro di 7. Quanto vale ||T']|?
[punteggio 6]

Determiniamo Ker(zI —T) = {f € C([0,7];C) : (2 —T)f = 0} al variare
di z € C. L’equazione per gli autovalori (zI —T') f = 0 implica

(z—g(x))f(x) =0, Va € [0, 7.

Se z € C\ ([1,2) U [2,7 + 1]), il fattore z — g(x) non si annulla mai per
x € [0,7] e quindi I'unica soluzione & quella banale f = 0, cioe zI — T &
iniettivo e z non ¢ un autovalore. Se z € [1,2), il fattore z — g(z) si annulla
nel punto z, = Inz. Per x # z, si ha f(z) = 0 e, dovendo f essere continua,
si conclude ancora f = 0, cioe zI — T & iniettivo e z non ¢ un autovalore.
Alla stessa conclusione si giunge se z € [2, 7 + 1]. Pertanto o,(T") = 0.

Per determinare lo spettro continuo occorre studiare Ran(zI — T') = {h €
C(0,7;C): h= (I =T)f, f e C([0,7];C)} al variare di z € C\ 0,(T).
Affinche (21 —T')f = h, deve essere

f(x):,%7 Vo e [0,7m]: z—g(x) #0.

Se z € [1,2), per ogni h tale che h(x,) # 0, con z, = Inz, la f diverge in
x, e quindi risulta non continua in questo punto. Segue che Ran(zl — T))
non coincide con C([0,7];C), cio¢ zI — T ¢ non suriettivo ma iniettivo.
Pertanto z € o.(T). Allo stesso risultato si giunge se z € [2,7 + 1]. Se
z € C\([1,2)U[2, 7+1]), il fattore z— g(x) non si annulla mai per = € [0, 7] e
la funzione f risulta continua in [0, w]. Pertanto zI —T ¢ suriettivo e iniettivo
e quindi invertibile, cioe z € p(T"). Riepilogando, o.(T) = [1,2)U[2, 7+ 1] =
1,7+ 1].

Dalla relazione o(T) C B(0,||T||) si ha ||T|| > 7 + 1. D’altro canto Vf €
C(]0,7]; C) si ha

ITfl, = sup |g(z)f(@)] < (m+1) sup [f(z)]=(m+1)|fl,
z€[0,7] z€[0,7]

cioe ||T']| < 7+ 1. Si conclude che |T|| =7 + 1.



Esercizio 6 Determinare lo sviluppo in serie di Fourier nella base delle
funzioni seno e coseno di f : [—m, 7| — R con

f@) = | Vel

dove [-] ¢ la funzione parte intera. Studiare la convergenza puntuale della
serie cosi ottenuta. Calcolare infine la somma della serie > oo | k=2 sin(k).
[punteggio 6]

Risulta f(—x) = f(x) con f(x) =0per0<z <le f(r)=1perl <z <.
Pertanto f € Li[—m, 7] e ammette lo sviluppo in serie di Fourier

f(z) ~ % + Z ay, cos(kx)

k=1
con
1 /7 2 (7 2 (7
a = — f(x) cos(kz)dx = / f(z) cos(kx)dz = / cos(kz)dx
™ J_ m™Jo ™)1
2 sm( z)|" _ 2sin(k)
I

se k > 1, mentre per kK = 0 si ha

1 (7 2 [T 2
ap = — 7ﬂf(x)dx = 77/1 dz = ;(ﬂ'— 1).
La funzione f & differenziabile a tratti e il suo prolungamento 27-periodico
a R e una funzione discontinua solo nei punti x = £1. Segue che la serie di
Fourier sopra scritta converge a f(x) per ogni x # +1 mentre per z = +1
la serie converge al valore 1/2.

L’uguaglianza di Parseval si scrive

<ff>—271'—1—’ ‘277—1—2]%’71-_7 +Z4Sln

™

quindi




