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Esercizio 1 Dimostrare che la serie
o0 2n

Y

n=1

converge uniformemente in B(0,7) = {z € C: |z| <} con r < 1 arbitrario.
[punteggio 5]

Si fissi r < 1 arbitrario. Per |z| < r il termine n-esimo della serie ha come
maggiorante

o
< 7 < .
1— |7 1—r

Z2n

1— 27

La serie numerica di questi maggioranti & convergente

e 2n 1 & 2

N e N
;1—7“_1—7‘”:1( ) (1—r)(1—r2)<

in quanto riconducibile a una serie geometrica di ragione 7> < 1. Per
il criterio di Weierstrass la serie Y oo 2%"/(1 — 2") risulta convergente
uniformemente in B(0, ).



Esercizio 2 Sia f : G — C una funzione continua e non nulla nell’insieme
aperto G C C. Sia inoltre f? analitica in G. Dimostrare che f ¢ analitica in
G.

[punteggio 5]

Dobbiamo mostrare che f(z) ha derivata prima Vz € G. Per ipotesi f2 &
derivabile in G pertanto Vz € G esiste in C il limite
flz+ Az — f(2)°

Az) —
i, PSR = im0 e+ s HER T

Poiché f e continua e non nulla in G, esiste in C ed ¢ diverso da 0 il limite

lim (f(z+ Az)+ f(2)) = 2f(2) #0.

Az—0

Si conclude che esiste in C

o FEHAD ) 1 fet AR ()

Az—0 Az 2f(z) Az—0 Az

Alternativamente, si ponga f(z) = u(z,y) + iv(z,y), con z,y reali tali che
2z =x +iy € G. Poiché f? = (u? —v?) 4 i2uv ¢ analitica in G, valgono in G
le condizioni di Cauchy—Riemann

(u? — %), = (2uv)y,

(u2 — Uz)y = —(2uv),,
ovvero

w(ugy — vy) — v(uy +vy) =0,
v(ug — vy) + u(uy +v,) = 0.

Si consideri questo come un sistema lineare omogeneo rispetto alle incognite
(uy — vy) e (uy + vg). Poiché il determinante associato ¢ u? + v? # 0, si
ricordi che f(z) # 0 Vz € G, esiste la sola soluzione banale

Uy — vy = 0,
Uy + vy = 0.
Valgono quindi in G le condizioni di Cauchy—Riemann per la funzione f.

Essendo f, e quindi u e v, continue in G, tali condizioni sono sufficienti per
stabilire Desistenza di f’ in tutto G.



Esercizio 3 Determinare tutte le soluzioni dell’equazione
cosh(z) = i.

[punteggio 5]

L’equazione da risolvere &

e +e %
2

=i,
ovvero
(e%)? — 2ie* +1 = 0,
che fornisce
=i+ ViZ-1=i(1£V2).
In conclusione, le soluzioni cercate sono

z =log(i(1 = \@)) = log((\/§ + 1)eii7r/2)
=In(v2 £ 1) +i(£m/2 + 27k),
= +(In(v2 + 1) +ir/2) +i2nk, k€ Z.



Esercizio 4 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l'integrale

in(1
/sm( og Z)dz,
.

z

dove v e il cammino, percorso in verso antiorario, costituito dal perimetro
del rombo di vertici +a e +ib, con a e b reali positivi.
[punteggio 6]

Posto z = re'?, il ramo principale di — cos(logz) = — cos(Inr + i) ¢ una
funzione analitica per r > 0 e —7m < 6 < 7, e in questa regione la sua
derivata vale

d _sin(log 2)
&(—cos(log z)) = —

Pertanto

z=—a—ie
z

(1 -
/ Sln(iz)dz = lim (— cos(log 2))[7=_%"k
y e—0

= —cos(lna + ir) + cos(lna — i)
= —(cos(Ina) cos(ir) — sin(In a) sin(ir))

+ (cos(Ina) cos(im) + sin(Iln a) sin(ir))
= 2isin(In a) sinh(7).



Esercizio 5 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare il residuo in z = 0 della funzione

1

— (cos z)l/z2 .
z

[punteggio 6]

Usando gli sviluppi di Taylor notevoli

— (=1)" ,
cosz = Z @)l z", |z| < o0,
n=0 ’
> (_1)n—1
o1+ = 3 E T pyan
n=1 n
=1
exp(z) = 3" |l <o,
n=0 "

possiamo scrivere

1 1
3 (cos z)l/z2 = — exp

1 1 1 5 14
:fgexp _Q_EZ —RZ + ..
1 1 15, 14

—3 €xXp 3 exp —ﬁz —gz +

1 1 1
_ 1 _t 2 1 o4

NS +< 2” Tt )

1 1 32 _ o
CVezd 12z 1604/e

().

Pertanto

1 1/22
E{:eg g (cos z) =



Esercizio 6 Calcolare l'integrale di Bromwich

1 xo+ioco . 1
— 2 dz, >0, x> 5.
271 To—ico ¢ (Z - 5>3 ‘ "o

[punteggio 6]

Posto g(z) = 1/(z — 5)3, si tratta di determinare la funzione f(t), antitra-
sformata di Laplace di g(z), valutando U'integrale di Bromwich

.
flt) = o h_]f>noO e*g(z)dz, t>0,
i yo v

dove Ay, (y) = zo +1iy con —yo < y < yo, Yo > 0, e g arbitrario purché
xo > 5. L’integrale puo essere valutato con la tecnica dei residui. Si consideri
il cammino chiuso Ay, + Yy, dove vy, (0) = 2o + yoe'? con 7/2 < 6 < 37/2.
Per z € {,,} si ha

1 1 1 Yo —00
9= 58 S =5 = o = Jaol - 5)8

Per il lemma di Jordan si ha

[y e g(2)dz

Yo

—00
Yo 0

e quindi
_ zt
f(t) =Res (e*g(2)), >0

La funzione e*!g(z) ha in z = 5 un polo triplo e nell’anello 0 < |z — 5| < oo
vale lo sviluppo in serie di Laurent

z z— 1 € n—
e*tg(z) = el 5)tm = Z py (z —5)" 3.

Si conclude

5tt2
f(t):e2 . >0

E facile verificare che per Re z > 5 la trasformata di Laplace di f(t) & g(2)

[e%s} e5tt2 1
/ e dt = ) z€C, Rez>5.
0 2 (z—5)3
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Esercizio 1 Siano p > 1 e ¢ > 1 due numeri reali tali che 1/p+1/¢ = 1.
Dimostrare che per ogni coppia a,b di numeri reali non negativi vale la

disuguaglianza
P
ab < @ + —.
p q
[punteggio 5]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 45.



Esercizio 2 Sia F': £p(R) — R un generico funzionale lineare continuo su
lp(R). Dimostrare che Ja = (a1, as2,as,...) € {1(R) tale che

o

F(z) =Y apxp, Vo€ lo(R).
k=1

[punteggio 5]

Scelto un generico vettore x = (x1, z2,x3,...) € £o(R), cioé una successione
reale per la quale risulti limy_,, zx = 0, e detta (e(k))zo:1 la successione di

(k)

vettori canonici di componenti e;

in norma a x

= 0k, si ha che S°7_, 2xe®) converge

n—oo

n
||z — kae(k)Hoo = sup |zx| —— 0.
k=1 k>n
Per la continuita e la linearita di F, risulta
n n n
_ : Yy = 5 )y — 1 (k)
F(z) = F(nlgngozxke )= nlgroloF(;xke )= Jg%o;xkF(e )

Posto a; = F(e*)) € R, abbiamo quindi

o

F(z) =Y apxp, Vo€ lo(R).
k=1

Rimane da dimostrare che a € ¢1(R) ovvero che Y 72, |ag| < oo. Si consideri
la successione (™), di vettori (™) € £o(R) definiti come

m) _ [ sgn(ar) 1<k<n
e T3 0 k>n

Per n arbitrario, risulta |||/ = 1 e quindi, essendo F continuo ovvero
limitato,
[F@)| < 1] 2]l = | F]| < .

D’altro canto

‘F(x(n))‘ —

n n n
> arsgn(ar)| = D laxl| =Y lax|
k=1 =1 =1

e quindi

n
Z lag| < oo.
k=1

Dall’arbitrarieta di n segue Y p-; |ag| < oo.



Esercizio 3 Calcolare le seguenti distribuzioni, semplificando il piu pos-
sibile il risultato

a) Sin(aj)é(()s), b) el D?(cos(z)e ).

[punteggio 6]

a) Ricordando l'identita valida per ogni funzione h € C*°(R)

n

) = Y0 () 08,

k=0

e ponendo h(x) = sin(z), si ha

sin(a:)éég) = sin(O)&ég) -3 008(0)5(()2) -3 sin(O)é(()l) + cos(0)dy
= —368; + do.

b) Confondendo, come al solito, una distribuzione regolare con la funzione
associata, valgono le regole

D(g(|z])) = ¢'(|2]) sgn(=),
D(fg) = fd' +af',
D(sgn(x)) = 20p.

Nel caso specifico pertanto si ha

el D% (cos(x)e 1) = el*l D(—sin(z)e™1*! — cos(z)e™1*! sgn(x))
“lsgn(a)

+ sin(z)e ™ sgn(x) + cos(z)e 1 sgn(2)? — cos(x)e17125))
= ell(2sin(x)e 1" sgn(z) — cos(z)e™*126))
= 2sin(x) sgn(z) — 2do.
= 2sin(|x|) — 2do.

—el?l(— cos(z)e™*! + sin(z)e



Esercizio 4 Nello spazio vettoriale V' = (5[0, 7] con prodotto scalare
(f,9) =[5 [(@)g(x)dz sia W = span{z,z3}. Determinare la decomposi-
zione del vettore v(z) =22 inv=w+zconw € W ez € W+

[punteggio 5]

Si ortogonalizzi il sistema di vettori x, 23

ui(x) =z,
s 3
L
0
3 2
_ 3_<$,U1> _ 3_3i
U T e 5"
™ 3 2 2 4 7
||u2\|2—/ <x3—§az> d:c—l—;r5
Usando il proiettore my
~ (v, up)
s Wk
mw(v) = Uk,
2 P
si ha
2
e (@) 3r 3 (4 372\ 3 5 br
w(x)_; Ay = Ci-ail B i T
e quindi
B 35, ., b
2(x) = v(z) — w(x) ~ 185 + 6%

Si osservi, per verifica, che

& 35 3 57T 35 3 2 57T
_ LI Y — ) dz =o.
{w, 2) /0 <487rx * 16x>< o T T )



Esercizio 5 Sia U un generico operatore lineare limitato su V spazio di
Hilbert complesso. Dimostare che se U € unitario, cioe se U*U = UU* =1,
allora |[U||=1eo(U) C{z€C: |z| =1}

[punteggio 6]

Per ogni vettore x € V si ha
|Uz|* = Uz, Uz) = ((U*)" 2,Uz) = (x,U"Ux) = (z,2) = |«|?

e quindi

U
U] = sup 1721

Se z € C con |z| > 1 allora ||z~ U|| = |2| " |U|| < 1. Per la completezza
dello spazio V, 'operatore I — 2~ 1U risulta quindi invertibile. Concludiamo
che ¢ invertibile anche ’operatore risolvente di U in z

21 —U=2(I-27'0).

Se z € C con |z| < 1 allora [[zU*|| = || |[U*]| = |z|||U]| < 1. Per la
completezza dello spazio V, 'operatore I — zU™ risulta quindi invertibile.
Concludiamo che & invertibile anche 1'operatore risolvente di U in z

2l —U=-U(I—-=zU").

Poiché z € p(U) per |z| > 1 e |z] < 1, segue che o(U) C {z € C: |z]| = 1}.



Esercizio 6 Sia X[—q,q(7) la funzione caratteristica dell’intervallo [~a, a],
a > 0. Posto g(\) = F[X[—a,(2)](A), stabilire, senza eseguire calcoli, con
quale velocita g(\) converge a zero per A — %00 e fino a che ordine g(\) &
derivabile rispetto a A. Infine, calcolare la trasformata di Fourier di f(z) =
$3X[—a,a} ().

[punteggio 6]

Iniziamo con l'osservare che la funzione x|_, 4 (x) & gia essa continua a trat-
ti. Pertanto, senza calcolare g(\), possiamo solo concludere che g(\) €
Co(R;C). D’altro canto, la funzione ka[_am(x), continua in (—a,a) e a
supporto compatto [—a, a], appartiene a L;(R;C) per ogni intero k. Tanto
basta per concludere che g(A) € C*°(R;C). Inoltre vale la relazione

FI(=i2) X a0 (@)](X) = g® ().

La trasformata di Fourier di f(z) = 2°X[_q,4(%) & quindi esprimibile in
termini della derivata terza di g(\)

FIF@)IN) = Fla®x—aa](A) = —ig" (V).

Poiché
; e ¢ 2sin(\a)
\) = _ ATy — =
o) = [ Xaale)e e = 3 =
risulta
2 2
g\ = Ta cos(Aa) — — sin(Aa),
"(3) = =22 sin(ra) — 22 cos(ha) + =5 sin(ra)
g = )\ SIn(Aa )\2 COS(Aa )\3 S Aa),
100 = — 2% cosra) + 9% sin0na) + 2% cos(ha) — 2 sin(Aa)
= —— a — SIN{AQ - a) — — SIn(Aa).
g \ \2 e A



