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Esercizio 1 Stabilire, motivando sinteticamente in caso di risposta posi-
tiva o portando un esempio esplicito nel caso di risposta negativa, se || - || &
una norma nello spazio vettoriale indicato.

a) ||z| = |z1 + 22* + |22 + 23/7, rcR3
— ||
b) [lz|| = Z T2 T € l5/3(R)
k=1
¢) |z =suplzp*,  x€l3(R)
keN
d) [[fll = Suglf(w)h f e Li(R)
xe

1/2
) ||f||=</R If(:v)|2d:v> L FeG®NGER)

[punteggio 5]

a) No. Se x = (1,—1,1) si ha ||z|| = 0. Anche la proprieta |[cz| = |c| ||z| &
violata.
b) Si. Per la disuguaglianza di Holder con p =5/3 e ¢ = 5/2 si ha

i‘xk‘ < (i |z 5/3)3/5 < N ‘1 5/2>2/5
k2] — il Z k1/2
k=1 k=1 k=1

— 1
= HxHS/BZ 15/ <00

k=1
¢) No. [lex|| = suppey [cax|* = |c* suppen |zx|* # |e] |12]].
d) No. Per la funzione f(x) = 1/\/xx () risulta [ [f(z)| = 2, cioe
f e Li(R), ma sup,cg |f(z)| = oc.
e) Si. Risulta C1(R) N Cp(R) € Ca(R) e (C2(R), || - ||2) spazio vettoriale
normato.




Esercizio 2 Dimostrare che £, C £, se 1 <p < q.
[punteggio 5]

Si veda Rudimenti di analisi infinito dimensionale, teorema 3.28 pagina 55.



Esercizio 3 Determinare la derivata della distribuzione regolare ¢, aso-
ciata alla funzione

g(z) = cos(z)el!x(_3.9)(2)x|_2,3(2)

dove (4 (z) ¢ la funzione caratteristica dell’intervallo [a, b], cioe x4 () =
L se z € [a,b] e X[q4(7) = O altrove.

[punteggio 6]

Si osservi che X[_39)(2)X|—2,3/(*) = X|—22/(¥). La funzione g & continua
a tratti (questo assicura che ¢, € una distribuzione) con discontinuita nei
punti u; = —2 e ug = 2 di valore

hy = g(uf) — g(u]) = cos(—2)el =2 = cos(2)e?
ho = g(ud) — g(uy) = — cos(2)el?l = — cos(2)e?

La derivata di g esiste continua a tratti (questo assicura che ¢y ¢ una
distribuzione) e vale

0 T <=2
—sin(z)e™™ —cos(z)e™™ —2<x <0
—sin(x)e” + cos(z)e” 0<z<2
0 2<zx

= (—sin(x) + cos(z) sgn(w))e'x‘x[_zyg] (x)

g'(x) =

Di conseguenza
Qg = pg + % cos(2)6_g — % cos(2)ds

Alternativamente, osservando che x[_g9(2) = H(x +2) — H(x —2), dove H
¢ la funzione di Heavyside, si ha

Dlcos(z)el™lx(_y9/(z)] = Dlcos(z)]e |x|X[ 2,2 (%)

+ cos(x)Dlel ]X[ 2,2)(7)
+ cos(z)e |JC‘D[X[ 22](1‘)]
= —sm(:c)e"’”‘)([ 2,2)(2)

+ cos(x) sgn(z)el® |X[72,2] (z)

(2)el®l(6_y — 62)

= (—sin(x) + cos(x) sgn(z))el ¢ X[-2,2(7)
—I—e2cos( )9 —e COS( )02

-+ cos



Esercizio 4 Sia T l'operatore lineare su (Ca([a, b]; C), || - ||2) definito come

/ny y)dy,

con K continua in [a,b] X [a,b]. Dimostrare che T' & continuo e determinare
un limite superiore per la sua norma. Determinare infine K*(z,y) tale che

b
- / K* (2, 9) f (4)dy.

[punteggio 5]

Per ogni f € Cy([a,b];C) si ha

b
1713 = / (Tf) (@) de = "

/Kwy dy

e utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz-Buniakowsky,

b 2 b b
/ K(z,y)f)dy| < / K (z, )| dy / )y

b
- / K (z,9) 2 dy 1|13,

segue

b b
1713 < / / K (2,y)[? dyda |1£]

Di conseguenza T' e limitato, quindi continuo, e risulta

b b ) 1/2
||T\<(/ [5G dydx) |

L’aggiunto di T' & determinato dalla relazione (T f,g) = (f,Tg) con f,g
arbitrarie funzioni di (Cz([a,b]; C). Considerando che

g = [ (0 1) @) gt = / b / ' K (.9) )y @)
(f, Tg) = / /Kwy dydx—/ / K, 9)f (x)dzg(y)dy,

scambiando x con y in quest’ultimo integrale e uguagliando, per 'arbitra-
rieta di f e g, si conclude

K*(z,y) = K(y,z).



Esercizio 5 Sia T V'operatore lineare su (¢2(C), || - ||2) definito da
T('Tl? T2, X3,T4,T5, L6, - - - ) = (an T1,X4,23,T6, L5, - - - )

Determinare la norma di T e il suo spettro.

[punteggio 6]

Per determinare la norma di 7" si osservi che Vx € ¢5(C) si ha
IT]|3 = 3

e quindi

Tx 2
)= sup Il
veba(C), z20 ||Zl2

L’equazione agli autovalori Tz = zx, con z € C, fornisce per k =1,2,3,...

Tk = 2T2k—1
Tok—1 = 2Tk

Da qyesta coppia di equazioni risulta xop_1 = 2%2xor_1 € xop = 2°Tap. E
quindi possibile avere una soluzione x # 0 solo se z2 = 1. Gli autovalori di
T sono quindi z = £1. Gli autovettori corrispondenti sono gli infiniti vettori
di ¢5(C) del tipo (z1, tx1, z3, +23, 5, £25,. .. ).

Per z € C\ {#1}, loperatore zI — T & dunque iniettivo. Per determinare
quando risulta anche suriettivo, studiamo ’equazione (21 — T')x = y, che in
termini di componenti kK =1,2,3,... fornisce

ZX2k—1 — T2k = Y2k—1
—ZTok—1 + 2ok = Y2k

Questa coppia di equazioni, pensata come un sistema lineare nelle incognite
Tog_1,Tog, ammette soluzione per ysr_1,¥yor arbitrari quando il determi-
nante del sistema ¢ diverso da zero, cioe per z2 — 1 # 0. Si conclude che
zI — T & suriettivo, pertanto invertibile, per ogni z # +1. In conclusione
op(T) = {£1} e 0.(T) = 0. Si osservi che, come deve essere, o(T) & chiuso
e o(T) € B(0, |IT1]).



Esercizio 6 Determinare lo sviluppo in serie di Fourier complessa della
funzione f : [-m, 7] — R con f(z) = sinhx. Calcolare la somma della serie
S k?/(1+ k%)%, Siricorda che [sinh?x dr = —x/2 + sinh(2z) /4.

[punteggio 6]

Poiché f € Li[—m,x], tale funzione ammette lo sviluppo in serie di Fourier
complessa

f@) ~ > cpe™®

keZ

con

1
o

1 +7T ) 1 (17 )
_ / o=k .y / o (1Hik)z g,
AT J_, AT J_,

1 o=k _ o—(—ik)r | o—(+ik)m _ o(1+ik)T
ar (1—ik) v (1 +ik)
(e(lfik)ﬂ' _ e*(l*ik)ﬂ')(l + ik) + (e*(1+ik)ﬂ' _ e(1+ik)7r)(1 _ ik‘)
47c(1 + k2)
cosh 7 sin(km) — k sinh 7 cos(km)
in(1+ k?)
(—=1)*Esinh
Cin(14k2)

= f( Je M dy

Si osservi che ¢g = 0 e c_p = —¢p, cosi che

f(z) ~ i Ck (e' lkx) Z 2icy, sin(kx) i k‘ilik];nh T

k=1 =1

in accordo con il fatto che f(z) e reale dispari.
Dall’'uguaglianza di Parseval

+7
Slafter= [ lr@)f
kEeZ T
e osservando che

k2 sinh? 7 451nh2 > k2
S Joltar = 5 S gy At e S5 K
ier e ™ (L4 k%) = (1+42)

o 2 T 1 h
/ |f(x)|"dx = —= + —sinh(2z)| = —m +sinh7coshn
. 2" 4 -
si ha
> k2 mcoshm 2

— (1+k2)? " 4sinh7w 4sinb7

sin(kx)



