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Esercizio 1 Dimostrare le seguenti affermazioni, se vere, o fornire un
controesempio, se false:

a) l'unione di una infinitd numerabile di chiusi ¢ un chiuso;

b) lintersezione di una infinitd numerabile di chiusi & un chiuso.

[punteggio 6]

a) Falso. Si consideri in C I'infinita numerabile di chiusi {4}, dove

A, = B(0,1 — 1/k). Evidentemente si ha U, A, = B(0,1) che & un
aperto.

b) Vero. Sia {A;}7°, una infinita numerabile di insiemi chiusi. Per le
leggi di de Morgan

(ﬂ Ak> =J @pe.
k=1 k=1

Basta quindi dimostare che I'unione numerabile di aperti € un aperto,
che, in base alla definizione di aperto, ¢ banale.



Esercizio 2 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di
potenze:

— (3n)|+4n n = c—in _n = : 2n
a) 7;](3”_’_1)!2, b) nz_:ll 2", c) T;log(ln)z .

[punteggio 6]

a) Il coefficiente n-esimo della serie ¢

 (Bn)+4"
" Bn+ 1)
Inoltre
an | (3n)! 44" (3n+4)!
ans1|  (Bn+1)! (3n+ 3) 447+l

(Bn+4)(3n+3)(3n+2)[1+4"/(3n)!] noco .
(3n+3)(3n+2)(3n + 1) + 47+1/(3n)! ’

avendo usato Inn! ~ nlnn —n. Si ha quindi

R= lim |-

n—oo

=1.

Gn+41

b) II coefficiente n-esimo della serie &

i—in _ efmlogl — efm(ln 1+im/2)

ap =1 /2,

l/n — e7r/2

Osservando che |a,| , si conclude che

R=¢"/2

c) 1l coefficiente n-esimo della serie riscritta nella forma Y o2 | a,2" &

o — log(in/2) n pari
"1 0 n dispari

Osservando che [log(in/2)| = /(In(n/2))? + 72/4 e ricordando che
(Ink)Y* per k — oo decresce monotonamente a 1, si ha

R~ = lim sup |an| ™

m—00

= lim Sup{|an|1/n}

m—r0o0 an

= lim  sup { <\/(ln(n/2))2 + 7r2/4) l/n}

M—00 n>m, n pari

1/nm

= lim_(/(n(n/2)) +72/4)

m

:]‘7

avendo posto n,, = m se m e pari e n,, = m + 1 se m & dispari. In
conclusione, R = 1.



Esercizio 3 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l'integrale

/zz(l + log z)dz,
.

dove 7 ¢ la circonferenza |z| = R percorsa in verso antiorario.
[punteggio 5]

Posto z = re?, il ramo principale di F(z) = 2z* ¢ una funzione analitica per
r>0e—m <6<, ein questa regione la sua derivata vale

d z d zlo, It

—2F = —e* %% =" %% (logz + 1).

dz dz (log )
Posto Yre(p) = Re'¥, —(m —¢) < ¢ < 7 +¢, con € > 0 arbitrario, per
z € {Yr¢} la funzione F'(z) € una primitiva della funzione integranda f(z) =
2*(1 + log z). Pertanto

/ 2*(1+log z)dz = lim/ 2*(1 +log z)dz
YR e—0

TR,e

= z‘zzRei(“—E)

o sll)r(l) % lz=Re-i(r—2)

— lim (eRei(”*s)[lnR—l—i(w—a)] _ R In R—i(ﬂ—s)])
e—0

e—R(lnR+i7r) _ e—R(ln R—im)
= —2ie B Bin(nR)

2isin(mR)
T Rr



Esercizio 4 Enunciare e dimostrare il teorema fondamentale dell’algebra.
[punteggio 5]

Si veda testo di riferimento a pagina 125.



Esercizio 5 Determinare la natura della singolarita isolata in z = 0 della
seguente funzione e calcolarne il corrispondente residuo:

1 1 1
12) = (tanz a sinz) 22

[punteggio 5]

Innanzitutto scriviamo

£(z) = cosz —1

22ginz

Ricordando gli sviluppi in serie di Taylor di cos z e sin z intorno a z =0 e il
comportamento della serie geometrica, si ha

flz) = —2—2

_1 1_|_i2_|_ 1 i_|_ o

oz 2 24 6

! —1+£+ 1+ 2—2— + i— 2+
2\ 2 24 6 6

1 1 22 4

—z<‘2‘24+0<z>)

_ 1 z 3

=5 "9 TOG:

Pertanto f ha in z = 0 un polo semplice e risulta

1
Res f(z) = =3



Esercizio 6 Si calcoli 'integrale

/ +° cos(px) — cos(qx)

dx,
oo x?
con p,q interi relativi. Disegnare il cammino di integrazione e giustificare
ogni singolo passaggio.
[punteggio 6]

Per la parita della funzione coseno possiamo assumere p,q non negativi.
Si consideri la funzione complessa f(z) = (e'P* — €'%%) /2% che ha un polo
semplice in z = 0 con

Res f(2) =i(p —a).

Si integri f(z) lungo il cammino v = A} + 7, + A} + 7R, orientato posi-
tivamente, dove )\ll(x) =z, —R<z < —r, v(0) = re 9 _r <9 <o,
N(z) =2, r <z <R, vr(0)) = Re?, 0 < § < 7. Essendo il polo esterno al
cammino -y, per il teorema dei residui si ha

Lf(z)dz =0.

Osservando che gli integrali lungo le componenti di v valgono

—r eipz _ eiqa:

. f(z)dz = /R de,

| ez S —riRes 1) = m(p - ),

R elPT _ gigx

f z)dz:/ ———duz,
AT ( r 2

™ elpR(cosO—i—lsmG) _ elqR(cosG—i—l sin 0) Y Resoo
f(z)dz = . Rie¥d§ —— 0.
0 R2e2i0
TR

Si osservi che per determinare I'ultimo limite si sono usate le proprieta
e PRsnG < 1 ¢ g=alsint < 1 yalide per per 0 < § < 7 e p, ¢ non negativi. Si
conclude

/ 70 cos(pz) — cos(gz)

5 dz = 7(q — p).

oo x
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Esercizio 1 Esiste un prodotto scalare in (C.(R), || - ||.) tale che ||f]|2 =
(f, ) Vf € C.(R)? Dimostrarlo in caso di risposta positiva o fornire un
controesempio in caso di risposta negativa.

[punteggio 5]

Non esiste, infatti & possibile trovare funzioni che violano la regola del
parallelogramma.
Si considerino le due funzioni

[ sinz =z €[0,2n7]
flz) = { 0 altrove

(z) = sinz  x €0, 27
IT=7 o altrove

Risulta f,g € Ce(R) con [|fllu = llgllu = 1 e |[f + gllu = [If = gllu = 2. La
regola del parallelogramma

1f +gllz + 1f = gl = 201 F11% + llgll)

¢ quindi violata.



Esercizio 2 Nello spazio vettoriale C3]0, 7] con prodotto scalare (f, g) =
Jo f(x)g(x)dx sia W = span{l,sinz}. Determinare il nucleo integrale
K(x,y) corrispondente all’operatore 7y proiezione ortogonale nel sottospa-
zio W. Quindi determinare la proiezione della funzione cos z.

[punteggio 5]

1 2 2 2
W(z,y) = = + 7r2i8 <sinx— 7r> (siny— 7r)

mw(cosx) = / K(x,y)cosydy =0
0



Esercizio 3 Semplificare le seguenti distribuzioni
a) cos(z)lz[", b) 2% ) (aPsgn(x)) d) (2*(loglz])')

[punteggio 6]

a)
cos(z) |z|”" = cos(x) sgn(z)” = 2 cos(x)d) = 2(cos(0)d}, + sin(0)d) = 25},
b)
225y = x2‘05(’)" — 3 (2z)|, = 060 + 3 - 26;, = 66,
)
(z?sgn(z)) = 2z sgn(z) + 2225y = 2rsgn(z) = 2 |z|
d)

(a*(logz])') = (2*P(1/x)) = (z)' =1



Esercizio 4 Sia V uno spazio vettoriale e Z uno spazio di Banach. Lo
spazio vettoriale degli operatori lineari continui da V' in Z equipaggiato
con la usuale norma operatoriale, (£(V,Z),] - ||), € completo? Dimostrarlo
in caso di risposta positiva o fornire un controesempio in caso di risposta

negativa.
[punteggio 5]

Si, e completo. Si veda la Proposizioe 6.15 del testo di riferimento.



Esercizio 5 Determinare lo spettro e la norma di U operatore nello spazio
vettoriale normato (Cl—q,q], || - ||.), ¢ > 0, definito da

(U f)(x) = cosh(z?) f ().

[punteggio 6]

Per determinare lo spettro di U, iniziamo a studiare
Ker(zI —U) ={f € Cl—q,q]: (21 -U)f =0}.
L’equazione agli autovalori (21 — U) f = 0 fornisce

(z — cosh(z?)) f(z) = 0, x € [—q,q|.

Se z ¢ [1,cosh(¢?)], I'equazione ammette la sola soluzione banale f = 0.
Se z € [1,cosh(q?)], la soluzione & f(z) = 0 per x # xF, dove 2 sono i
due punti di [—¢, g tali che cosh((2F)?) = 2. Per la continuita di f si deve
ammettere che 'unica soluzione possibile ¢ ancora f = 0. In conclusione
Ker(zI —U) = {0} Vz € C, cioe zI — U ¢ sempre iniettivo e o,(U) = 0.
Per determinare lo spettro continuo, studiamo

Ran(zI —U) ={g € C[~q,q]: g= (I -U)f, f € Cl-q,q]}.

Deve risultare

fla) = =2 sclad

Se z € [1,cosh(qg?)], si ha che f & non continua in # = xF se g non si
annulla in entrambi questi punti. Dunque zI — U ¢ iniettivo non suriettivo.
Se z ¢ [1,cosh(q?)], Ran(z] — U) = C[—q,q] e quindi 2I — U & invertibile.
Concludiamo che o.(U) = [1, cosh(q?)].

Per quanto riguarda la norma, Vf € C[—q,q] si ha

IUfllu= sup |cosh(z®)f(z)] < cosh(q®)[|f[lu

z€[—q,q|

da cui si ricava ||U]| < cosh(g?). Dovendo inoltre valere la relazione o(U) C
B(0, ||U])), si ha anche cosh(g?) < ||U]|. In conclusione, ||U|| = cosh(¢?).



Esercizio 6 Dopo averla disegnata, sviluppare in serie trigonometrica di
Fourier nell’intervallo [—, 7] la funzione

f(@) =z —sgn(z)],  xe[-mmn

A cosa converge la serie cosi ottenuta nei punti t =0, x = +1 e x = &77
[punteggio 6]

Poiché f(—z) = f(x) deve essere by, = 0 per k = 1,2,.... I coefficienti di
cos(kz) valgono
1 s
a = — f(x) cos(kx)dx
m —T
2 (1 2 [T
= / (1 — z) cos(kx)dx + / (x — 1) cos(kx)dx
™ Jo ™ J1
_ 2 [sin(kz)  cos(kz) wsin(kz) !
A 2 ko,
2 [cos(kz) wsin(kx) sin(kz)]”
T [ ok ko,
_ 2(1 — 2cos(k) + cos(knr))’ k=12
k?
1 s
ap = — f(x)dx

Pertanto

flz) ~ % + Z ay cos(kx)

k=1
N2—27r+7r i (1 —2cos( )2+cos(k7r))cos(kx)

k=

La funzione f ¢ continua in (—m, ) e pari, pertanto il suo prolungamento
periodico in R & una funzione continua in ogni punto. Segue che la serie di
Fourier converge puntualmente a f(z) Vo € [—m,7]. Neipuntiz =0, x = +1
e © = =+ essa quindi converge rispettivamente a f(0) = 1, f(£1) =0 e
fl£m) =7 —1.



