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Esercizio 1 Determinare per quali z € C & convergente la serie

o0
§ ,L"I'LZ2
n=0

Per le funzioni polidrome si consideri il ramo principale.

[punteggio 5]

Poiché

. 2 2 . 2 A\ N
T = en® logi _ (ez logz)

.. . . N . . . . 2 ;
si riconosce che la serie considerata ¢ una serie geometrica di ragione e*” 1087,

. . 2 ; .
Essa quindi converge quando ‘ez log" < 1. Posto w = 2% e usando il ramo
principale del logaritmo, la precedente disugualianza fornisce

ew(ln\i\—l—iArgi (7/2) Imw

=e <1

Deve quindi essere Imw > 0, ovvero 0 < Argw < w. Poiché w = 22
trasforma settori angolari in settori angolari di estensione doppia, la serie
risulta convergente quando 0 < Argz < w/2 e —7m < Argz < —7/2



Esercizio 2 Dimostrare le seguenti affermazioni, se vere, o fornire un con-
troesempio, se false:

I
|
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a) AUB

U
N

Y

I
|
o]

b) ANB

[punteggio 6]

a) Vero. Infatti usando I'identita A = ((A€)°) e le leggi di de Morgan si ha

AUB = ((AUB)9)")" = ((A"N BY)°)" = ((A%)° N (B)°)°
((A9)7)7u ((B)°) = AU B.
b) Falso. Si considerino in R i due insiemi aperti A = (0,1) e B = (1,2). La

chiusura della loro intersezione ¢ AN B = (). D’altro canto si ha A = [0, 1]
e B=1[1,2] e quindi AN B = {1}.



Esercizio 3 Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di

potenze:

a) ic"QZ" ceC b) iojc”z”2 ceC

n=1 n=1

[punteggio 6]

. . . 2 .
a) 11 coefficiente n-esimo della serie assegnata vale a,, = ¢ e si ha

X Lii/n o 0 <1
jan /" = | = el = Loel=1
oo | >1

Pertanto il raggio di convergenza vale

oo el <1
R=<1 |¢=1
0 Je|>1

b) Il coefficiente n-esimo della serie assegnata riscritta nella forma canonica

S, apzt vale

o — ™ sek=n?conn=1,23,...
F 0 altrimenti

La formula di Hadamard fornisce

1 , Y
— = limsup|a,|’"

= lim sup |a|"*
n—00 p>p

C\/E’uk

= lim sup
= lim sup|c|1/‘/E =¢/°
n—00 p>p

Escludendo il caso banale ¢ = 0, si ha sempre R = 1.



Esercizio 4 Si dimostri il seguente teorema. Sia f : (S,d) — C continua

ina e S con f(a) # 0, allora 39 > 0 tale che f(z) # 0 Va € B(a,0).
[punteggio 5]

Poiché f ¢ continua in a, Ve > 0 3d(¢) > 0 tale che |f(x) — f(a)] < €
Vx € B(a,d). Siscelga ¢ = |f(a)]/2. Allora |f(x)— f(a)| < |f(a)]/2
Vo € B(a,0). Se fosse f(x) = 0 per un qualche z € B(a,d) si avrebbe
|f(a)| < |f(a)] /2. Dunque f(x) # 0 Vx € B(a,?).



Esercizio 5 Stabilire in quale dominio la funzione
u(e,y) =n((z —1)* +y°)

¢ armonica e determinare la funzione v(x,y) armonica coniugata a u.
[punteggio 5]

La funzione u(z, y) ha derivate seconde in D = R?\ {(1,0)} e in tale dominio
risulta

o 2a-1) _ 2 1) 427
ug(z,y) = @12+ Uza(2,Y) = (z — 1)2 + y2)2

B 2y 2@ —1)2—2y7
uy(%Q) = m uyy(z:,y) = ((z — 1)2 + y2)2

da cui si vede che uz,; + uyy = 0. Posto z = x + iy, si riconosce immediata-
mente che

In((z — 1)? + %) = Re(2log(z — 1))

dove log € uno qualsiasi dei rami del logaritmo. Poiché D non & semplice-
mente connesso, la funzione f tale che Re f = wu risulta polidroma e analitica
solo in un sottodominio di D. Scegliendo per f il ramo principale, il dominio

.....

v(z,y) = Im(2log(z—1)) =2Arg(z —1)
2(arctan(y/(x — 1)) —7m) z<1ly<0

= 2arctan(y/(z — 1)) x>1 (z,y) # (1,0)
2(arctan(y/(x — 1)) +7m) <1y >0



Esercizio 6 Determinare i seguenti limiti dimostrando quanto si afferma

2 1/2 1A 1— |2
a) lim — b) lim |z| /7 e2"'8” c) lim ————
z—0 |Z’ z——3 z—00 24 41

[punteggio 6]

a) Il limite non esiste. Infatti se si pone z = x + iz si ha

. 22 o2 — 2?4 22 .21 .
hm—zzhmﬁ: im— =1
z2—0 ’Z‘ z—0 e+ X z—0 2

mentre per z = x — ix si ha

. 22 o2 — 2% —2ix? . =23 .
lim — = lim ————— = lim —— = —i
z2—0 ’Z‘ z—0 e+ x z—0 2
b) Il limite non esiste. Infatti posto z = 3¢ il punto z = —3 puod essere

raggiunto per § — m e § — —m. Nei due casi si ha

lim |z|1/2 ez AT8Z — Jim 31/269/2 — /3

z——3 0—m
lim_|2|"/2 ez 8% = lim 342692 = _i\/3
z——3 O0——m
¢) Si ha
2 —112
I T T ) GV A1
im ——— = lim L = lim :
z—o00 22 44 w0 w2474 w—0 1+ qw?

e quindi tale limite non esiste in quanto non esiste lim,,_o(w/|w|)? come
dimostrato al punto a).



