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Esercizio 1 Determinare il dominio di analiticita delle seguenti funzioni,
considerando il ramo principale nel caso di funzioni polidrome, e il valore
delle rispettive derivate in tale dominio:

a) log(z4), b)

1
sin/z

[punteggio 6]

a)

Il ramo principale di logz & una funzione analitica in tutto il piano
complesso ad eccezione del semiasse reale negativo, origine compresa.
Pertanto la funzione in esame & analitica in tutto C ad eccezione dei
punti tali che

2=, t €0, 00),
OVVvero
Z(t) — (telﬂ')l/4 :t1/4ei(7r+27rk)/4’ k:0,1,2,3,

che rappresentano rispettivamente le bisettrici dei quadranti 1, 2, 3, 4.
All'interno del dominio di analiticita la derivata vale

d 4
&log (24) = ;

La funzione sin z & intera mentre il ramo principale di /z = exp(3 log 2)
¢ una funzione analitica in tutto il piano complesso ad eccezione del
semiasse reale negativo, origine compresa. Pertanto la funzione in esa-
me ¢ analitica in tutto C ad eccezione del semiasse reale negativo,
origine compresa e degli zeri di sin+/z. Tali zeri sono i punti z tali che

Vz = km, k € Z, cioé i punti z; = 72k%, k = 0,1,2,.... All'interno
del dominio di analiticita la derivata vale
d 1 cos/z

dzsinyz C2y/zsin? Z



Esercizio 2 Posto d : C x C — R la funzione definita da
d(z1,22) = [Re(z1 — 22)| + [Im(21 — 22)],
dimostrare che (C, d) & uno spazio metrico e, infine, disegnare la palla aperta

B(1+1i3,1).
[punteggio 5]

Per dimostrare che (C,d) ¢ uno spazio metrico occorre mostare che d ¢ una
distanza, ovvero che Vzi, 29, 23 € C sono soddisfatte le proprieta

a) d(z1,22) > 0;

b) d(z1,22) = 0 se e solo se z1 = z9;
c) d(z1,22) = d(z2,21);

d) d(z1,22) < d(z1,23) + d(z3, 22).

La prima proprieta e vera in quanto il valore assoluto di un numero reale &
sempre non negativo. La seconda segue dal fatto che d(z1, z2) = 0 se e solo se
|Re(z1 — 22)| = [Im(z1 — 22)| = 0 che a sua volta & vera se e solo se z; = zs.
La terza discende dal fatto che Vz1,zo € R risulta |x1 — 23| = |z9 — z1|. Per
quanto riguarda la proprieta triangolare si ha

d(z1,2z2) = |Re(z1 — 22)| + [Im(z1 — 22)|
< |Re(z1 — z3)| + |Re(z3 — 22)| + |Im(z1 — 23)| + [Im(23 — 22)|
= (|Re(z1 — 23)| + [Im(21 — 23)|) + (|Re(z3 — 22)| 4+ [Im(23 — 22)])
= d(z1, 23) + d(z3, 22),

avendo sfruttato il fatto che Vi, x9, x5 € R risulta |z — zo| < |21 — z3| +
‘1’3 — 332|.
Per definizione risulta
B(1+i3,1)={z€C: d(z,1+i3) < 1}
={z=x+iyeC: |[z—-1|+|y—3| <1}

La precedente disuguaglianza e soddisfatta dai punti z,y € R tali che
—1l+jz-1<y—-3<1l—|z—1].

Perz > 1deveesserer —2<y—3<2—zciocédl4+ar<y<dS—z. Perzx <1
deve essere —x < y—3 <zcioé3—x <y <3+ E facile verificare che
tali punti corrispondono al quadrato, bordo escluso, di vertici (1,2), (2,3),
(1,4) e (0,3).



Esercizio 3 Sia 7, il perimetro, orientato positivamente, del quadrato di
vertici (—1 —1i)ap, (1 —i)an, (1 +1i)a, e (-1 +1i)ap, cona, = (n+1/2)w e
n € N. Calcolare l'integrale

1
/ 5 dz.
yn Z28in z

[punteggio 6]

La funzione integranda ¢ analitica su -y, e al suo interno ad eccezione dei
poli semplici nei punti zx = km con k = +1,+2,...,+n e del polo di ordine
3 nel punto zyp = 0. Osservando che ogni z; € uno zero semplice di sin z,
risulta

1 5o _ (=DF

Res ——— = =5, k=+1,£2,..  4n
2=z, 228inz  COS 2 w2k

Per calcolare il residuo in zy = 0 si osservi che per z € A(0,0,7) vale lo
svilupppo in serie di Laurent

R 1
zQSinz_z?’l_(%?_%‘;_i_'”)

1 22 A 22 A 2
== +<3|—5l+ >+<3'—5'+ )—i—
-t O,

da cui segue
1 1

Res ——— = —.

z=z0 22sinz 6

Per il teorema dei residui concludiamo

n
1 . 1
5 dz = 271 g Res 5
v 278z 2=z, z2sin z

k=—n

(1, D
:2m(6+2; ﬂ2k2>.




Esercizio 4 Determinare il numero di soluzioni dell’equazione az" = cos z
contenute nella parte interna del quadrato @ = {z =z +iy: —1 <z <
1, =1 <y < 1}. Si consideri n intero e a € C con |a| > e.

[punteggio 5]

Si ponga f(z) = az" e g(z) = —cosz. Entrambe queste funzioni sono
analitiche in @. Inoltre |f(2)| > |g(z)| per z € 9Q. Infatti, per z sulla
frontiera del quadrato @ si ha |z| > 1 e quindi

n
laz"* = |al* (127)" = laf* > e
D’altro canto per |z| <1 e |y| <1 risulta

-1

2
e
|— cos(x + iy)|* = cos?(z) + sinh?(y) < 1+ ( ) <14e*/4<é?
Pertanto, per il teorema di Rouché la funzione f(z) + g(z) ha in Q° lo
stesso numero di zeri, contando la molteplicita, della funzione f(z), che
ne ha evidentemente n (un solo zero ma di molteplicita n in z = 0). In
conclusione, 'equazione az™ = cos z ha n soluzioni per z € Q°.



Esercizio 5 Data la serie di potenze Y 7 an(z — 20)™ con ay, z, 29 € C,
si definisca il numero R € [0, co] mediante la formula di Hadamard

1 1
— = limsup |a,|"/".
7 n%op\ nl

Dimostrare che la serie converge uniformemente in B(zp,7) con 0 < r < R
arbitrario.
[punteggio 5]

Per semplicita di notazione si ponga w = z — zg. Escludiamo il caso banale
R =0 e supponiamo 0 < 1/R < c0. Se 0 < r < R, Jp tale che r < p < R.
Poiché 1/p > 1/R = limsup |a,|"/"
che IN tale che \an|1/ " < 1/p ¥Yn > N. Quest’ultima disuguaglianza puo
essere riscritta come |a,| < 1/p" e quindi Vw € B(0,r) si ha |a,w"| <
(Jw| /p)™ < (r/p)™ ¥Yn > N. Poiché r/p < 1, la serie reale > > ,(r/p)"
converge e pertanto in base al criterio di Weierstrass la serie )7 apw™
converge uniformemente in B(0, 7).

, dalla definizione di lim sup otteniamo



Esercizio 6 Calcolare l'integrale reale

+o0 3
/ de, a>0, b>0, c>0.
oo (=024 2

[punteggio 6]

Posto f(z) = ze#/((z — b)? + ¢?) e detto il perimetro, orientato positiva-
mente, del quadrato di vertici —R;, Ra, R +i(R1 + Rg), —R1 +i(R1 + R2),
per Ry > 0 e Ry > 0 sufficientemente grandi la funzione f(z) & analitica su
e dentro v ad eccezione del polo semplice in z = b+ ic. Per il teorema dei
residui si ha

/f(z)dz =27 Res Zeiaz/(z — (b—1ic))
.

z=b+tic z — (b —+ iC)
Zeiaz
z = (b—ic) | Ly

= ze_ac(b +ic)el?.
c

= 2mi

D’altro canto

4
[ fea:=3" [ s,
gl k=12«

dove \i(z) = z, —R1 < x < Ry, Ma(y) = Re +1iy, 0 < y < Ry + Ry,
As3(z) = x+i(R1+R2), Ry > x> —Ri,e M(y) = —Ri+iy, Ri+R2 >y > 0.
Gli integrali lungo i cammini che compongono ~ valgono

Ro Telat

N f(z)dz = /R1 7(1: T dx,

Ri+R2 iaRa—ay
ye . R1,Ra—00
z)dz = - id 0,
AQf() /0 (Ry +1iy — b)? + ¢2 Y

/—R1 .,L.eiazfa(R1+R2) Ri.Ry—00

Asf(z)dzz n,  (@+i(B1 + Ry) —b)2 + 2

/0 ye_laRl - . Ry,R2—00

f(z)dz = - idy
M ) Ri+R, (—R1+1iy — ) + ¢

Pertanto

+o0 :Eeiax T ] )

Prendendo la parte reale e quella immaginaria di questa espressione si ha

“+o0o
/_OO J_CC;)S;QQ_?Cde = %e_ac(bcos(ab) — csin(ab)),

+o0 3
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Esercizio 1 Calcolare gli integrali

3r/2 3m/2 3m/2
a)/ e (sinx)dz, b)/ sin(z)d(e")dz, C)/ 0(e”sinz)dx.

—37/2 —37/2 —37/2

[punteggio 5]

Si ricordi che, se b(x) ha zeri semplici e isolati nei punti zy, allora Vf € K
si ha

1 x
BN = 2 ) = E oy

ovvero, nella notazione dei fisici usata in questo esercizio,

B (e — f(xk)
/Ré(b(a:))f(a:)daz—/Rzk: |b,(mk)|6( k).f(x)d Zk:‘b,(xk”-

a) Poiché sinz ha zeri semplici nel punti xy = km, k € Z, si ha

3m/2 3m/2 1
/ e’d(sinz)dr = / e’ Z 0(x — g )dx

—37/2 =37/2 ez |cos x|

:e(]+67r+e—7r
=1+ 2cosh.

b) Poiché e® # 0 Vx € R si ha

3m/2 3m/2
/ sin(x)d(e”)dz = / sin(x)0dz = 0.

—37/2 —3m/2

c) Poiché e” sinz ha zeri semplici nel punti z = km, k € Z, e

d ., . _
¢ sinz=e (sinz + cos )
si ha
3m/2 3m/2 1

/ o(e*sinz)dx = / — 0(x — xp)dx

—37/2 —37/2 1oy, |le®k (sin 2y, + cos xy)|
111
el em e
=14+e"+e "

=1+ 2cosh.



Esercizio 2 Siano S e T due operatori lineari limitati su V spazio di
Hilbert. Dimostrare le seguenti affermazioni (nel caso di affermazione vera)
o esibire un controesempio (nel caso di affermazione falsa).

2)
b)

Se T' ¢ suriettivo allora T™ ¢ iniettivo
Se ST ¢ iniettivo allora sono iniettivi sia S che T’

[punteggio 6]

a)

E vero. Infatti se T & suriettivo vuol dire che RanT = V. D’altro canto
sappiamo che Ker T* = (Ran T')* quindi abbiamo Ker T* = V- = {0}
cioe T™ & iniettivo.

E falso. Si considerino, ad esempio, gli operatori di traslazione 6.
nello spazio /5

9+(.§I}1,J}2,$3, .. ) = (0,3}‘1,1}2, .. .),

97({[}1,1‘2,1'3,...) = (1‘2,1‘3,1‘4. . )

Risulta _6, = I, quindi il prodotto di questi due operatori e iniettivo
mentre §_ non lo ¢ in quanto Kerf_ = {x € lo: x, =0, k> 1}.



Esercizio 3 Siano X e Y due insiemi di vettori nello spazio euclideo
(V,(-,-)). Dimostare che

a) se X CY allora X+ >Y+

b) x4 =X" = (span(x))”

[punteggio 5]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 82.



Esercizio 4 Sia g : f2(R) — R il funzionale lineare definito da

oo
pa(®) =Y arzp,  x€h(R),  acl(R).
k=1
Dimostrare che |@q]| = ||all,-

[punteggio 5]

Per ogni successione z € ¢2(R), utilizzando la disuguaglianza di Holder si ha

00 00 0o 1/2 00 1/2

2 2
Zakxk < Z|akl’k\ < <Z|ak| ) <Z|5L‘k| ) = llally [zl -
k=1 k=1 k=1 k=1

Pertanto il funzionale in questione e limitato con norma

Iw (z)]
”SOGH Ha || S Ha||2

‘Spa(x” =

Si consideri ora la successione y € f3(R) la cui k-esima componente vale
yr = sgn(ax) |ag|. Risulta ||y||, = ||al|, e anche

Zaksgn ai) |ax| = Z!ak! = Jlallz = llally lyll,

Questo implica che

HQOaH = sup |§0¢1(‘/L‘)‘ Z ’90a(y)|
a#0 1zl [yl

= llally -

Possiamo pertanto concludere che ||, = [|al|,.



Esercizio 5 Sia T l'operatore lineare su (¢2(C), ||-||5) definito da
T(:Cl? T2, X3, T4, L5, .- ) = (2'%'17 Tl — X2,22,T3, T4, - )

Determinare T* e lo spettro puntuale di 7". Stabilire, dimostrando cio che
si afferma, se RanT e denso in /5.
[punteggio 6]

L’operatore aggiunto T & definito dalla relazione (T™z,y) = (x,Ty) Vx,y €
(C)

o0

(T2,y) = 3 (T0)w

k=1
(2, Ty) = 1271 + 22(y1 — y2) + 372 + 2473 + 2572 + - ..
= (221 + 22)Y1 + (¥3 — 22)Y2 + T4Y3 + T5Ys + T6Y5 + - -
Dall’arbitrarieta di = e y segue
T*($17x2,$3,$4,$5, cee ) — (2:1;1 + X2, X3 — X2,T4,T5,TGy - - - )

Studiamo l'iniettivita dell’operatore zI — T, z € C. Si vuole determinare
Ker(zI —T') ovvero trovare, se esistono, le soluzioni non banali dell’equazione
per gli autovalori (zI — T)x = 0. Questa equazione implica

z2xr1 = 211

ZXxo = 1 — T2

2T = Tp_1, k> 3.
Dalla prima equazione deve essere z = 2 oppure 1 = 0. Se z = 2, dal-
la seconda equazione troviamo zo = x1/3 e dalle successive xp = x5_1/2 =
x1/(3 2°72) per k > 3. La successione cosi determinata appartiene a £. Per-

tanto z = 2 & un autovalore degenere di 1" con infiniti autovettori associati
del tipo

x=x1(1,1/3,1/6,1/12,1/24,...),

con x1 € C arbitrario purché x1 # 0. Se invece z # 2 e 1 = 0, dalla seconda
equazione troviamo (z+ 1)xy = 0. Se z2 = 0 dalle altre equazioni segue che

xr = 0 per k > 3, cioé z = 0. Se z = —1 otteniamo zp = xp_1/(—1) =
1’2(—1)k per k > 3. La successione cosl determinata non appartiene a /5.
Pertanto z = —1 non ¢ autovalore di 7. Si conclude che 0,(T) = {2}.

Si ha che RanT ¢ denso in #9 se RanT = ¢5. Ricordando la relazione
RanT = (Ker T%)*,

abbiamo quindi che Ran7T ¢ denso in {3 se e solo se Ker T* = {0}. L’equa-
zione T*x = 0 implica

201+ 22 =0
T3 —x9 =20
xr =0, k>4,
che ha soluzione
x = (r1, —2x1, —221,0,0,0,...).
Dunque 7™ ha un nucleo non banale, piu precisamente
Ker T* = span{y}, y=(1,-2,-2,0,0,0,...),

e possiamo concludere che RanT non ¢ denso in /5.



Esercizio 6 Si calcoli la trasformata di Fourier della funzione h(x) =
e I*l. Successivamente, senza effettuare un calcolo diretto, si determini la

trasformata di Fourier della funzione f(z) = we~ =41,
[punteggio 6]

In base alla definizione risulta

h ledI‘

\O%\

+00 .
1 iX) xd$+/ ef(1+1)\)xdx
0

o(1-iN)z o= (1N [T
DY ~ +—(1+i)\)0
1 1
_1—1)\+1+i)\

_ 2
14N

Sfruttando il fatto che f(x) = zh(2x 4+ 1) e le proprieta generali della
trasformata di Fourier

Flagla))(N) =i Flg()(N),

Flg(z +0))(N) = el”’f(g(x))(k)’
Flglaz))(A) = —F(g()(Ma),

|al
otteniamo
F(f(@)(A) = F(zh(2z +1))(A)

d gyl
=iy 2o F(h(2))(AV/2)

_.d [ 4
— (e 4+/\2)

(4+/\2)




