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Esercizio 1 Calcolare le seguenti distribuzioni semplificando il piu possi-
bile il risultato

1

14 22 ]

(a) Dsgn(z)sgn(z —3)]  (b) dfsin(x)]  (c) D°[

[punteggio 6]

(a) D[sgn(z)sgn(z —3)] = —2Jp + 203

(b) d[sin(x)] = 8(x — k)

keZ
1 1 1 1
(c) D3[1 T 22 5(’)/] = D3[[m]x:05{)’ - 2D[m]m=056 + DQ[W]FO%]
= D36y — 260)

= 5 — 268



Esercizio 2 Sia (g,) una successione di funzioni continue su R che con-
verge uniformemente alla funzione continua g. Dimostrare che la successione

di distribuzioni (g, ) converge alla distribuzione ¢,.
[punteggio 5]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 126.



Esercizio 3 Sia F l'operatore lineare che opera la trasformata di Fourier

F(HO) = /R f(@)e P da

Considerando F come un operatore dallo spazio (L;(R;C), ||-||;) allo spazio
(Co(R;C), ||l,), calcolarne la norma ||F||.
[punteggio 5]

Vf e Li(R;C) si ha

IFG, = s [ fae s
AeR | /R
< sup/ ‘f(:v)e_i)‘m dz
AER JR
= sup | fll; =1l
AER
e pertanto
e sy FOL
rery, 120 I flly
D’altro canto, con la scelta
[ e ozl <1
flo) = { 0 Jz|>1
si ha
L in(A—1
FOQ) = [ ey = AZD
1 A—1
e quindi
sin(A—1
IFL, w2 o
114 f_ll le®| dx 2

Si conclude che || F|| = 1.



Esercizio 4 Sia f € CX(R;C) e g = F(f). Dimostrare il cosiddetto
teorema di Plancherel, ovvero l'identita

lglly = V2 1 £1l,

[punteggio 5]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 202.



Esercizio 5 Sia T l'operatore su ({2, ||-||5) definito da

LTy Ty Ty X7 T7T X7
T(xl,mg,xg,x4,x5,x6,a:7,x8,x9,...) - (ﬁUl,xl,.’El,i &) o) A A A

Determinare ||T||, T*, autovalori e autovettori di 7.
[punteggio 6]

Vax € {5 si ha
2 2 3 2, 3 2 2
T2l = 3Joaf? + 5 [aaf® + S faef? + - < 3

e quindi

Tx
z€ly, TH£0 [E41P

D’altro canto, con la scelta z = (1,0,0,...) si ha |Tz|,/|zll, = V3 e
quindi | T = v/3.

L’aggiunto T™ ¢ definito dalla relazione (T'x,y) = (z, T*y) Vzx,y € £3. Poiché
T4
3

T7

9(y7+y8+y9)+---

(Tx,y) =x1(y1 +y2 +y3) + - (va +ys +ys) +
si ha
. 1 1
Ty = (y1+y2+y3,0707§(y4+y5+y6),0,0,§(y7+y8+y9),0,0,.--)-

L’equazione agli autovalori Tx = Az fornisce

r1 = A1
T1 = AT9
r1 = Ar3
T4 = 314
r4 = 3)Axs
T4 = 3)Axg
r7 = 9dxy
r7 = 9Axg
r7 = 9Axg

Si hanno quindi i seguenti autovalori e autovettori

A=0 x = (0,29, 23,0, x5, 6,0, T8, Tg, . . .)
A=1 x = (z1,71,21,0,0,0,0,0,0,...)

A=1/3 x = (0,0,0, x4, 24,24,0,0,0,...)
A=1/9 x=(0,0,0,0,0,0,x7, x7,27,...)

ci A = 1/(3") con autovettore z = (0,0,0,...,Z3,+1, T3n+1, T3n+1,0,0,0,...)

)



Esercizio 6 Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier in [—m, 7] la fun-
zione f(z) = sgn(x)exp(z) e studiare la convergenza puntuale della serie
cosl ottenuta. Suggerire una funzione g(z) tale che f(z)g(z) ammetta uno
sviluppo in serie trigonometrica di Fourier convergente uniformemente in
[_77’ 71'] a f g-

[punteggio 6]

Si ha
1 ~ 2(=1+ (~1)*cosh)
7r/ sgn(x)e” cos(kx)dx = T+ ) ,
1 2k(1 — (—1)* cosh )
7T/ sgn(x)e” sin(kz)dxr = T+ ) ,
quindi

coshm — = 2(— —1)* cosh 7
sgn(x)e” ~ coshm =1 + ; 2(-1 ;((1 _i)]#) h )(cos(kx) — ksin(kx))

11 prolungamento periodico da (—m, 7] a R di f(x) ¢ una funzione continua a
tratti, con punti di discontinuita in 0 e £7. Pertanto la serie trigonometrica
sopra scritta converge puntualmente a f(z) per z € (—m,0) U (0, ) mentre
per x = 0 e z = £ converge rispettivamente a (f(07) + f(07))/2 =0e
(f(£r™) + f(£7r7))/2 = sinh 7.

Scegliendo, ad esempio,

1 x>0
g(CC): _6—2w z <0

si ha f(x)g(z) = el®l il cui prolungamento periodico da (-, 7] a R & una
funzione continua con derivata prima continua a tratti. Questo garantisce
la convergenza uniforme della corrispondente serie di Fourier.



