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Esercizio 1 Sia f(z) analitica su e dentro il cammino chiuso semplice 7 e
sia zp un punto non appartenente a {fy} Dimostrare che
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[punteggio 5]

Se zp & interno a 7y allora valgono le formule integrali di Cauchy
J(Z) .l /(Z) . ol
————dz =27 —— dz =2mif
L = 2002 z if'(z0) i z if'(z0)

da cui I’asserto.
Se zy & esterno a «y allora le funzioni

f(2) /'(z)

(z —20)? z— 20

sono analitiche su e dentro v e per il teorema di Cauchy-Goursat

/ 7}”(,2) dz=10 1'(2) dz=0

z— 29)? z— 2o
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e quindi I'ugualianza tra i due integrali & ancora assicurata.



Esercizio 2 Assumendo per le funzioni polidrome il ramo principale, cal-
colare l'integrale

/ oS \/Edz
.

NE

dove 7 ¢ la circonferenza |z| = R percorsa in verso antiorario.

[punteggio 6]

Posto z = re, il ramo principale di F(z) = 2sin(z'/2?) ¢ una funzione
analitica per r > 0 e —m < # < 7 e in questa regione la sua derivata vale

dile sin(z1/2) = cos(21/2)z71/2

Posto 7. = {2(p) = Re’?, — (7 —¢) < p < m—¢}, per z € {7} la funzione
F(z) & una primitiva della funzione integranda cos \/z/1/z. Pertanto

/COS “dz = lim/ Cosﬁdz
0% \/g =0 /4, \/g

= lim [2 sin(z1/2)]

e—0

z=Rei(m—¢)
2=Re~i(m—¢)

= lim (2 sjn(R1/2ei(7"—5)/2) _ QSin(Rl/Qe—i(ﬂ—s)/2))

= 2sin(ivVR) — 2sin(—ivV/R)
= 4sin(iVR)
= 4isinh VR



Esercizio 3 Assumendo il ramo principale delle funzioni polidrome, de-
terminare fino all’ordine z* compreso, lo sviluppo in serie di Taylor intorno
a z = 0 della funzione

log ((cos z)l/z2>

[punteggio 6]

Si osservi che

1
log ((cos z)l/ZQ) = log <exp (2 log(cos z)))
z
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avendo usato gli sviluppi di Taylor notevoli

cosz = i (_1)nz2n |z] < o0

|
~ (2n)!
= (-
log(1+2) =3 L —sm o<1
n
n=1

Si osservi che la funzione presenta una singolarita eliminabile in z = 0.



Esercizio 4 Enunciare e dimostrare il teorema fondamentale dell’algebra.
[punteggio 5]

Sia P,(2) = ap+a1z+a2®+...+a,2" con z,a9,a1,as,...,a, € Cea, #0
un polinomio di grado n > 1. Allora esiste almeno un punto zy € C tale che
Si supponga, per assurdo, che P,(z) # 0 Vz € C. Segue che la fun-
zione f(z) = 1/P,(z) ¢ intera. Tale funzione ¢ anche limitata. Infatti
lim,_,o P,(z) = oo in quanto non & possibile limitare |P,(z)| con alcuna
costante finita. Segue che lim, .o, f(z) = 0 cioe IR > 0 tale che |f(z)] < 1
se |z| > R. D’altro canto |f(z)| &€ una funzione continua e dunque limitata
nel compatto |z| < R. Essendo f analitica e limitata in C, per il teorema di
Liouville si giunge all’assurdo che essa e costante in C. Deve quindi esistere
almeno un punto zg € C tale che P,(z9) = 0.



Esercizio 5 Sviluppare in serie di Laurent la funzione

1
z 4 23

flz) =

intorno a z = i nelle due regioni anulari 0 < |z —i| < 1le 2 < |z —i| < 0.
Infine calcolare il residuo della funzione in z = 1.

[punteggio 5]

(a) Per 0 < |z —1i| <1 possiamo scrivere

1
L e o P
111 1 1
Cz—d il 214 5
11 1 2
Cz—i 2 \14+50 14 =
e quindi

n=0 n=0
— Zzn 2—(7’l+l) _ 1 (Z _ i)n_l
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2(z—1) 4 8
Da questa espressione risulta

1
Res ——— = —~
zfz‘sz+z3 2

(b) Per 2 < |z —i| < oo possiamo invece scrivere

1
&)= e+
1 1 1
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e quindi

1 1 > .2 > . "
i+ 23 (z —14)3 <22(_1) (z—d)" _Z(_l) (z—i)”)

n=0 n=0
= i(—l)”i” <2<"+1> — 1) (z—i)"?
n=0
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Esercizio 6 Determinare il valore del seguente integrale

o .
/ xsin(x) + 3dx
oo 1241

[punteggio 6]

Si consideri la funzione complessa f(z) = (ze%* +3)/(2%+1) che ha poli sem-
plici in z = 44 e la si integri lungo il perimetro ~, orientato positivamente,
del quadrato di vertici —Rj, Re, Re + i(R; + R2), —R1 + i(R1 + R2), con
R; >0, Ry >0e Ry + Rsol. Per il teorema dei residui si ha
-1
3
/f(z)dz = 2miRes f(z) = 27riu =n(3+1i/e)
5 Z2=1

Poiché v = A1 + Ay + A3 + Ay, dove \i(z) =z con —Ry <z < Ro, \o(y) =
Ro+iycon 0 <y < Ry+ Ry, \3(z) =x+i(R; + Rg) con Ry > x> —Rj e
infine A\y(y) = —R1 + iy con Ry + Ry >y > 0, si ha

4
/f(z)dz = Z f(z)dz
g k=1 2k

I singoli integrali valgono

Ro ix
f(2)dz :/ L”dx
A1

—R; 112 + 1
Ri+R> iRo—y 3 -
(z)dz:/ A ;L idy 22T,
A 0 (R2 -+ Zy) + 1
—Ry ix—(R1+R2) 3 -
f(z)dz:/ e T2 gy ez
A3 R, (@+i(R1+Rp))*+1
0 —iR1—y 3 .
f(z)dz:/ pe T HS gy B g
M RitR, (R +iy)?+1
e quindi
e’} xeiz+3 )

Prendendo la parte reale e quella immaginaria di questa espressione e osser-
vando che cos(x)/(z% + 1) & pari, si conclude

* xsin(x) + 3



