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Esercizio 1 Determinare la derivata della distribuzione regolare ϕg aso-
ciata alla funzione

g(x) = cos(x)e|x|χ[−3,2](x)

dove χ[a,b](x) è la funzione caratteristica dell’intervallo [a, b], cioè χ[a,b](x) =
1 se x ∈ [a, b] e χ[a,b](x) = 0 altrove.

[punteggio 5]

La funzione g è continua a tratti (questo assicura che ϕg è una distribuzione)
con discontinuità nei punti u1 = −3 e u2 = 2 di valore

h1 = g(u+1 )− g(u−1 ) = cos(−3)e|−3| = cos(3)e3

h2 = g(u+2 )− g(u−2 ) = − cos(2)e|2| = − cos(2)e2

La derivata di g esiste continua a tratti (questo assicura che ϕg′ è una
distribuzione) e vale

g′(x) =


0 x < −3
− sin(x)e−x − cos(x)e−x −3 < x < 0
− sin(x)ex + cos(x)ex 0 < x < 2
0 2 < x

= (− sin(x) + cos(x) sgn(x))e|x|χ[−3,2](x)

Di conseguenza

ϕ′g = ϕg′ + e3 cos(3)δ−3 − e2 cos(2)δ2

Alternativamente, osservando che χ[−3,2](x) = H(x+ 3)−H(x− 2) essendo
H la funzione di Heavyside,

D[cos(x)e|x|χ[−3,2](x)] = D[cos(x)]e|x|χ[−3,2](x)

+ cos(x)D[e|x|]χ[−3,2](x)

+ cos(x)e|x|D[χ[−3,2](x)]

= − sin(x)e|x|χ[−3,2](x)

+ cos(x) sgn(x))e|x|χ[−3,2](x)

+ cos(x)e|x|(δ−3 − δ2)
= (− sin(x) + cos(x) sgn(x))e|x|χ[−3,2](x)

+ e3 cos(3)δ−3 − e2 cos(2)δ2



Esercizio 2 Sia Tk l’operatore lineare limitato definito sullo spazio vetto-
riale (C2[−1, 1];C, ‖·‖2) da

(Tkf)(x) =

(∫ 1

−1
f(y)e−ikydy

)
eikx, k ∈ R

Determinare, dimostrandolo, per quale valore della costante c ∈ C si ha che
cTk è una proiezione ortogonale.

[punteggio 5]

Per definizione, l’operatore cTk è una proiezione ortogonale se e solo se risulta
(cTk)

∗ = cTk e (cTk)
2 = cTk.

Si inizi con l’osservare che Tk è autoaggiunto e T 2
k = 2Tk. L’operatore ag-

giunto T ∗k è definito da 〈T ∗k f, g〉 = 〈f, Tkg〉 con f e g arbitrarie appartenenti
allo spazio vettoriale in questione

〈T ∗k f, g〉 =

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(y)e−ikydy

)
eikxg(x)dx

〈f, Tkg〉 =

∫ 1

−1
f(x)

(∫ 1

−1
g(y)e−ikydy

)
eikxdx

=

∫ 1

−1

(∫ 1

−1
f(x)e−ikxdx

)
eikyg(y)dy

Dalla arbitrarietà di f e g risulta T ∗k = Tk. Inoltre, per ogni f appartenente
allo spazio vettoriale in questione

(T 2
k f)(x) = Tk

(∫ 1

−1
f(y)e−ikydy

)
eikx

=

(∫ 1

−1
f(y)e−ikydy

)(∫ 1

−1
eikze−ikzdz

)
eikx

= 2

(∫ 1

−1
f(y)e−ikydy

)
eikx

= 2(Tkf)(x)

ovvero T 2
k = 2Tk.

Poiché (cTk)
∗ = cT ∗k = cTk, la proprietà (cTk)

∗ = cTk è soddisfatta se e
solo se c ∈ R. Poiché (cTk)

2 = c2T 2
k = c22Tk, la proprietà (cTk)

2 = cTk
è soddisfatta se e solo se 2c2 = c. Pertanto, ad esclusione del caso banale
c = 0, cTk risulta una proiezione unicamente per c = 1/2.



Esercizio 3 Definire (i dettagli contano!) una distribuzione su R.
[punteggio 5]

Vedi Rudimenti di analisi infinito dimensionale, pagina 119.



Esercizio 4 Sia T l’operatore lineare su (`2(C), ‖·‖2) definito da

T (x1, x2, x3, x4, x5, x6, . . . ) = (
x2√

2
, 0,

x4√
4
, 0,

x6√
6
, 0, . . . )

Determinare ‖T‖, T ∗ e lo spettro di T .
[punteggio 6]

Per ogni x ∈ `2(C) si ha

‖Tx‖22 =
∞∑
k=1

|x2k|2

2k
≤ 1

2

∞∑
k=1

|x2k|2 ≤
1

2

∞∑
k=1

|xk|2 =
1

2
‖x‖22

che implica ‖T‖ ≤ 1/
√

2. D’altro canto, per x = (0, 1, 0, 0, . . . ) ∈ `2(C) si
ha Tx = (1/

√
2, 0, 0, 0, . . . ) e quindi

‖Tx‖2
‖x‖2

=
1/
√

2

1
=

1√
2

che implica ‖T‖ ≥ 1/
√

2. In conclusione ‖T‖ = 1/
√

2.
L’operatore aggiunto T ∗ è definito dalla relazione 〈T ∗x, y〉 = 〈x, Ty〉 ∀x, y ∈
`2(C)

〈T ∗x, y〉 =
∞∑
k=1

(T ∗x)kyk

〈x, Ty〉 =
∞∑
k=1

xk(Ty)k =
∞∑
k=1

x2k−1
y2k√

2k
=
∞∑
k=1

x2k−1√
2k

y2k

Dall’arbitrarietà di x e y segue che (T ∗x)2k = x2k−1/
√

2k e (T ∗x)2k−1 = 0,
ovvero

T ∗(x1, x2, x3, x4, x5, x6, . . . ) = (0,
x1√

2
, 0,

x3√
4
, 0,

x5√
6
, . . . )

Si studi l’iniettività dell’operatore zI − T , z ∈ C. Si vuole determinare
se Ker(zI − T ) contiene il solo vettore nullo ovvero se (zI − T )x = 0 è
soddisfatta per x ∈ `2(C) solo da x = 0. L’equazione per gli autovalori
(zI − T )x = 0 implica

x2k√
2k

= zx2k−1 k = 1, 2, . . .

0 = zx2k k = 1, 2, . . .

• Se z 6= 0, si ha x2k = x2k−1 = 0, k = 1, 2, . . . , quindi x = 0, cioè zI−T
è iniettivo.

• Se z = 0, l’equazione (zI−T )x = 0 è soddisfatta per tutti gli x ∈ `2(C)
tali che x2k = 0, k = 1, 2, . . . . Dunque T ha per z = 0 un autovalore
infinitamente degenere.



Si studi ora la suriettività di zI − T . Si vuole determinare se Ran(zI − T )
coincide con `2(C) ovvero se ∀y ∈ `2(C) esiste x ∈ `2(C) tale che (zI−T )x =
y. Affinchè ciò accada deve essere

zx2k−1 −
x2k√

2k
= y2k−1 k = 1, 2, . . .

zx2k = y2k k = 1, 2, . . .

• Se z 6= 0, si ha x2k = y2k/z e x2k−1 = y2k−1/z + y2k/(
√

2kz2), k =
1, 2, . . . . Da queste segue ‖x‖22 ≤ (1/ |z|2 + 1/(2 |z|4)) ‖y‖22 cioè x ∈
`2(C) se y ∈ `2(C). Pertanto zI − T è suriettivo e anche iniettivo e
quindi invertibile.

Riepilogando, σp(T ) = {0}, σc(T ) = ∅, ρ(T ) = C \ {0}.



Esercizio 5 Sviluppare in serie trigonometrica di Fourier nell’interval-
lo [−π, π] la funzione f(x) = x sin(x). Dimostrare che vale la seguente
uguaglianza:

∞∑
k=2

(−1)k

k2 − 1
=

1

4

Si ricordi che 2 sin(α) cos(β) = sin(α+ β) + sin(α− β).
[punteggio 6]

Poiché f(x) = −f(−x) si ha che

bk = 0, ∀k ∈ N \ {0}

a0 =
1

π

∫ π

−π
x sin(x)dx = − 1

π
x cos(x)

∣∣∣π
−π

+
1

π

∫ π

−π
cos(x)dx

= − 1

π
(−π − π) = 2

a1 =
1

π

∫ π

−π
x sin(x) cos(x)dx =

1

2π

∫ π

−π
x sin(2x)dx

= − 1

2π

x cos(2x)

2

∣∣∣π
−π

+
1

4π

∫ π

−π
cos(2x)dx = − 1

4π
(π + π) = −1

2

Per k > 1 abbiamo infine:

ak =
1

π

∫ π

−π
x sin(x) cos(kx)dx =

1

2π

∫ π

−π
x {sin[(k + 1)x]− sin[(k − 1)x]} dx

=
1

2π
x

[
cos[(k − 1)x]

k − 1
− cos[(k + 1)x]

k + 1

]π
−π
− 1

2π

∫ π

−π

[
cos[(k − 1)x]

k − 1
− cos[(k + 1)x]

k + 1

]
dx

=
1

2π

[
2π

(
(−1)k−1

k − 1
− (−1)k+1

k + 1

)]
= (−1)k+1 2

k2 − 1

Mettendo assieme i coefficienti possiamo scrivere che

f(x) = x sin(x) ∼ 1− 1

2
cos(x) +

∞∑
k=2

(−1)k+1 2

k2 − 1
cos(kx)

f(x) è una funzione 2π-periodica quindi il suo sviluppo converge puntual-
mente alla f(x) in ogni punto.
Per dimostrare il risultato ci basta porre x = 0. Otteniamo:

f(0) = 0 = 1− 1

2
+

∞∑
k=2

(−1)k+1 2

k2 − 1

da cui il risultato.



Esercizio 6 Sia f(x) la funzione

f(x) =
1√

2πσ2
exp

(
− x2

2σ2

)
,

con σ > 0. Calcolare la trasformata di Fourier g(λ) = F [f ](λ). Enunciare e
verificare esplicitamente per f(x) il teorema di Plancherel.

[punteggio 6]

g(λ) =
1√

2πσ2

∫ ∞
−∞

exp

[
−
(
x2

2σ2
+ iλx

)]
dx =

=
exp

(
−λ2σ2/2

)
√

2πσ2

∫ ∞
−∞

exp

[
−
(

x√
2σ

+ i
λσ√

2

)2
]
dx

Introduco la variabile z = x/(
√

2σ) + iλσ/
√

2. Il risultato è

g(λ) = F [f ](λ) = exp

[
−λ

2σ2

2

]
Il teorema di Plancherel afferma che ||g||2 =

√
2π||f ||2. Il risultato e’

immediato verificando che

2π||f ||22 =
1

σ2

∫ ∞
−∞

e−( xσ )
2

dx =

√
π

σ
=

∫ ∞
−∞

e−λ
2σ2
dλ = ||g||22


