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Esercizio 1 Sia Y72, arz® = f(2) per |z| < R. Dimostrare che Vn € N e
Vi €{0,1,2,...,n — 1} risulta

1 n—1 0o
-~ Yo w I fwz) = ajpa T,
m=0 k=0

dove w = 27/ ¢ |z| < R. Suggerimento: si calcoli esplicitamente il membro
di sinistra.

[punteggio 6]

Poiché |w| =1, per |z| <1 si ha [w™z| < R e quindi possiamo scrivere

m=0 m=0 k=0
o0 1 n—1
— Z aka* wm(k_J)
n
k=0 m=0
o] 1 n—1 m
_ Z ap = (6127r(k7j)/n)
n
k=0 m=0
_Sar{l onez
o k 0 altrimenti ’

dove, per (k — j)/n € Z si & usato il fatto che
<ei27r(k—j)/n)m —m— 1,

mentre per (k — j)/n ¢ Z si ¢ utilizzata la formula

n—1 9 (k—7) /n\ T ——
Z (ei27r(k—j)/n)m _1- Gl J?/ ) _ 1 — el2m(k 'J) o
m—0 1 — ei2n(k=j)/n 1 — ei2n(k—j)/n

Osservando che k ¢ un intero, 0 incluso, mentre 0 < j/n < 1, si ha che
(k—j)/n€Zsesolosek—j=qn,conq=0,1,2,.... In conclusione,

1 n—1 00 o]
LD SUSIITESED S yr
m=0 k=0 q=0

oo
_ j+qn
= E Ajpgn” 1"
q=0



Esercizio 2 Dimostrare che

1
lim f(z) =00 seesolose lim =0.
z

Z—00 —0 f (%)

[punteggio 5]

Si veda testo di riferimento, Teorema 3.9



Esercizio 3 Determinare, usando le condizioni di Cauchy-Riemann, il do-
minio di analiticita della seguente funzione e calcolarne la derivata prima:

f(z) = Ve,

0

dove z = re? con § € (—m, 7] er > 0.

[punteggio 5]

Posto f(z) = u(r,0) + iv(r,0), si ha
u(r,0) = \/rcos(0/2), v(r,0) = /rsin(6/2).

Si osservi che per ogni 7 > 0 si ha v(r, 7) # limg_, _, v(r, @), pertanto lungo il
semiasse reale negativo, origine esclusa, f risulta non continua e quindi non
derivabile. In z = 0 f & continua ma non derivabile, come risulta facilmente
dalle rispettive definizioni. Per r > 0 e —7 < 8 < 7 le funzioni u e v sono
derivabili con derivate prime continue

up(r,0) = 2\1/;c05(9/2), ug(r,0) = —\é; sin(6/2),

vn(r, ) = 2\1/773111(9/2), va(r, 0) = ‘f cos(6/2),

e soddisfano le condizioni di Cauchy-Riemann ru, = vg, ug = —rv,. Nello
stesso dominio f(z) risulta quindi derivabile e la sua derivata vale

F(2) = (ur(r,0) +ivn(r, ) e~
1 .. —i
= NG (cos(6/2) +isin(0/2)) e
1
-

Il dominio di analiticitadi f e D={z€ C: z# —t, t € [0,00)}.




Esercizio 4 Determinare il residuo in z = 0 della funzione

3 2¢int
f(z):/2 t—l/zdt'

[punteggio 6]

La funzione f(z) & analitica per z # 0 e z ¢ [1/3,1/2]. Pertanto, nell’anello
A(0,0,1/3) ammette lo sviluppo in serie di Laurent

3 2gint
f(z)=/2 S

3 t2sint
_/2 “17:0 - ()
_/3t28int i(tz)k a
B 2 —1/Z =0

00 3

= szH <—/ t*+2 gin tdt)
k=0 2
00 3

= Zz" <—/ T sintdt) .
n=0 2

Risulta pertanto

Ijzegf(z) =0.

Si osservi che f ha in z = 0 una singolarita eliminabile.



Esercizio 5 Siano a,b € C e p,q € N. Stabilire, tra i coefficienti a, b, p, g,
una condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione

sin z CcoS z
f(z) = azpﬁ RSy

abbia una primitiva in C\ {0}. Discutere esplicitamente i due casip = ¢ =0
ep=q=1.
[punteggio 6]

Nel dominio D = C\ {0} aperto e connesso (non semplicemente connesso),
la funzione f ammette primitiva se e solo se risulta nullo l'integrale di f
lungo una qualsiasi curva chiusa regolare a tratti contenuta in D. Poiché f
¢ analitica in D, questa condizione e equivalente all’annullarsi dell’integrale
di f lungo una curva chiusa semplice che contiene al suo interno il punto
z = 0. Detta v una di queste curve, la condizione certata ¢ pertanto

sin z CcoS z
a——=dz = / b——dz.
1 1
/y b+ - 24+
Usando la formula integrale di Cauchy, otteniamo

dPsin z
dzP

'dq CoS 2

= bq!
z=0 ! dz1

ap!

z=0

Per p = ¢ = 0 la condizione fornisce b = 0, mentre per p = ¢ = 1 si ha a = 0.



Esercizio 6 Calcolare l'integrale reale

/7r de
o 11+4cosf

[punteggio 5]

Ponendo e = 2z si ha df = dz/iz, cosf = (z + 27')/2 e quindi, per un
generico a > 1, possiamo scrivere

T de 1 [ de
/0 a—i—cosH_Q/O a+cosﬁ_/7f(z)dz’

dove y(0) = €l%, 0 <0 <27, e f(2) = —i/(2% + 2az + 1). La funzione f ha
due poli semplici in 24+ = —a + va? — 1. Si osservi che |z_| > 1 e, poiché
zyz— =1, |z4| < 1. Pertanto il polo in z; ¢ interno al cammino v mentre
quello in z_ & esterno, e per il teorema dei residui si conclude

/7T _ 4 = 27i Res f(2)
0

a + cosf 2=z,
=i
= 2mi
Z— a- =24
T
a? —1

Per a = 11 si ha quindi

/7T do o
o 11+cos® /120
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Esercizio 1 Dimostrare la seguente disuguaglianza numerica

X
abgai—’_ia aabzoa
p q
dove p, ¢ sono una qualsiasi coppia di numeri reali tali che 1/p+1/g = 1.
[punteggio 5]

Si veda testo di riferimento, pagina 45.



Esercizio 2 Stabilire, motivando sinteticamente in caso di risposta posi-
tiva o portando un esempio esplicito nel caso di risposta negativa, se F' € un
funzionale lineare continuo nello spazio vettoriale normato indicato.

a) F(x)= % (Coos ||+ [loc)

k=1
b) F(f) = R4+Ti|)1/3d“" (Csa(R). - l572)
Q) F(f)= [ faje e (G-
4 F(f) = Rmdx (Co(®), |- 1)
O F() = [ oA de (Co®). 11l

8
f) F(f) = /3 (f@) +Ddz  (Co®), |- )

[punteggio 6]

a) No. Per z = (1,1,1,...) risulta F(z) = oo.
b) Si. La linearita & ovvia, la limitatezza si dimostra usando la disugua-

glianza di Holder
4/5
5/4
P < [ dmé(/le(m)l ) /

c) Si. La linearita ¢ ovvia e la limitatezza pure

1/5
1

4+ ‘x|1/3

f(x)

4+ ’CL’|1/3

dz < sup|f(x)] / e da
T€R R

(1< [ e

d) Si. Stesso ragionamento del caso c).
¢) No. Per f(z) = 1/(1+ |z|"/?) I'integrale diverge.
f) No. Per f(z) = 0 risulta F(f) # 0.



Esercizio 3 Determinare la derivata della distribuzione regolare ¢, aso-
ciata alla funzione

g(z) = sin(z)el™ x5 o(2)x|_2.7 (),

dove X[q4(2) ¢ la funzione caratteristica dell’intervallo [a, b], cioe X4 (7) =
Lse z € [a,b] e x[q4(7) = 0 altrove.

[punteggio 5]

Si osservi che x[_52(7)x[-2,7(2) = X[-22/(¥). La funzione g ¢ continua
a tratti (questo assicura che ¢4 ¢ una distribuzione) con discontinuita nei
punti u; = —2 e us = 2 di valore

)

hy T
3)

ho

gluy) = sin(—2)el 2l = —sin(2)e?
g(uy) = —sin(2)el? = —sin(2)e?

g(u
g(u

La derivata di g esiste continua a tratti (questo assicura che ¢y ¢ una
distribuzione) e vale

0 T <=2
cos(x)e ™ —sin(x)e ™ —2<x<0
cos(x)e” + sin(x)e” 0<z<2
0 2<zx

g'(x) =

= (cos(z) + sin(z) Sgn(x))emx[f?,?] (z)
Di conseguenza

Oy = Qg — e?sin(2)0_o — e%sin(2)d,



Esercizio 4 Calcolare la norma dell’operatore lineare F dallo spazio delle
funzioni (L1 (R; C), || - |]1) allo spazio delle funzioni (Co(R;C), || - ||.) definito
da

fwmvzéﬂmfmm.

[punteggio 5]

Vf e Li(R;C) si ha

PG = sup)| [ fae s
AeR | /R
< Sup/ ’f($)e—i)\z da
AeR JR
= sup | flli =1fl
AER
e pertanto
Fi= sy Uy
feL (&), f20  Iflh
D’altro canto, con la scelta
B eiaz ’x| S 1
si ha
1 .
; A— )
A) = z(a—)\)xd —9 %
FPW) = [ eteNray o A
e quindi
in(A—a)
Bt i = BT
[RAlF fil |leiex| dx 2 '

Si conclude che || F|| = 1.



Esercizio 5 Sia 0, loperatore di traslazione a destra che agisce nello
spazio di Banach complesso (¢2(C), || - [|2)

9+($1,$2,IE3, .. ) = (0,1'1,172,. . )

Determinare lo spettro puntuale e continuo di 6. Si ricordi che ||64| = 1.
[punteggio 6]

Per determinare lo spettro puntuale di 6, studiamo l'iniettivita dell’ope-
ratore zI — @1 al variare di z € C. Si vuole determinare se Ker(zl — 6)
contiene il solo vettore nullo ovvero se (zI — 01 )z = 0 & soddisfatta per
x € l3(C) solo da © = 0 (operatore zI — # iniettivo). L’equazione agli
autovalori (zI — 64 )z = 0 implica

zx1 =0,

Z2XE = Th_1, k=2,3,...

Se z = 0 le equazioni per k > 2 forniscono l'unica soluzione x = 0. Se
z # 0, dalla prima equazione si ha x1 = 0, che usata nell’equazione per
k = 2 fornisce x2 = 0, che usata nell’equazione per k = 3 fornisce x5 = 0,
e cosl via. Pertanto anche per z # 0 I'unica soluzione possibile & z = 0. In
conclusione l'operatore zI — 0 ¢ iniettivo Vz € C e 0,(04) = 0.

Per determinare lo spettro continuo di 64 studiamo la suriettivita di zI — 64
al variare di z € C\ 0p(6+) = C. Si tratta di determinare se Ran(zl —6;) =
{y € l2(C) : y = (2 —04)x, v € £2(C)} coincide con tutto ¢2(C) (opera-
tore zI — 64 suriettivo) oppure ne ¢ un sottoinsieme proprio. L’equazione
vettoriale (zI — 01 )z = y equivale al sistema di infinite equazioni scalari

zry — 0=y

2k — Th—1 = Yk, k=2,3,....

Se z =0, deve essere y; = 0 quindi z/ — 6, & certamente non suriettivo. Se
z # 0, deve aversi

un
Tl = —,
z
xr1 +
! yazy%Jr@’
z y4 z
xo +
£y = 2 yzzy%+y%+@’
z z z z
Tp—1+ Yk 1 2 k—1 k
po TR UE L L g e
z z z z z

Per 0 < |z| <1, al vettore y = (1,0,0,...) € ¢2(C) corrisponde la soluzione
x con componenti 2, = z~* che non appartiene a ¢5(C). Pertanto anche in
questo caso operatore zI — 64 € non suriettivo. Infine, considerando che
a(0+) C B(0,|0+]) e ||0+|| = 1, concludiamo che o.(0+) = B(0,1).



Esercizio 6 Sapendo che Flg(z)](\) = /me /4, calcolare la trasformata
di Fourier della funzione f(z) tale che f”(x) = 3% g(z/2).
[punteggio 6]

Prendendo la trasformata di Fourier di entrambi i membri della relazione
f"(z) = e3%g(x/2), otteniamo

FI"@)] ) = () FLf @) (V)

Fle¥g(@/2))(0) = Flola/2](A ~3) = 2F[g(@)] (201 — 3)) = 2y/7e" O

avendo utilizzato le proprieta generali della trasformata di Fourier,

Flf(ax)]()) = —Flf@)](Ma),  a€R, a#0, feLi(R;C)

~ al
Flf(@)e](\) = FIf(@)](A—a), a€R, feLi(RC)

FIP@IN) = W FIF@)](N),  keN, feC"(RO).

Si conclude che

FIR@IN) = [ S ar = B0



