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Esercizio 1 Calcolare la somma

g ,7r+_37r+.57r+,77r
= sin — 4 sin — 4 sin — 4+ sin —.

9 9 9 9
Suggerimento: si consideri la formula di de Moivre

[punteggio 6]

Si ponga

ix 7T+. LT
Z=€9 = COS — 18111 —
9 9’

utilizzando la formula di de Moivre (cosf + isinf)"™ = cos(nf) + isin(nd),
risulta

3
S = Imz:z%Jrl = Im (
k=0

Osservando che z° = —1, si ottiene
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Esercizio 2 Sia f: D+ Ccon D C C aperto e connesso. Dimostrare che
se f ¢ analitica in D e |f| costante in D, allora f & costante in D.
[punteggio 5]

Si veda il Teorema 5.20 a pagina 60 del testo di riferimento.



Esercizio 3 Si consideri la serie di potenze

o0
Z an(z — 20)"
n=0

convergente a f(z) = tan(z)log(z — m + 1) per |z — 29| < R con zp = 2 + 1.
Determinare il raggio di convergenza R di tale serie. Si assuma il ramo
principale per le funzioni polidrome.

[punteggio 5]

La funzione f(z) ¢ analitica in C ad eccezione della linea di diramazione
w(t) = —i+ (7w —t), con t € [0,00), e delle singolarita isolate nei punti

wp = (2k + /2, k=0+1,4+2,.. ..

Il raggio di convergenza R ¢ il raggio del massimo cerchio centrato in zg =
2 41 all’interno del quale f(z) risulta analitica. Poiché

ooy, 20— bl =lin —n| = VE =B,
min |zg — w(t)| = |20 — w(w — 2)| = 2,
tel0,00)

risulta R = /(2 —7/2)%2 + 1.



Esercizio 4 Sia f: D+ C,con D ={z¢€: 0<|z| <n/2}, definita da

tan z

f(Z)— 2

z

Mostrare che f non ha primitiva in D.
[punteggio 5]

Nel dominio D, aperto e connesso, f, analitica in D, ha primitiva se e solo
se f7 f(2)dz = 0 per ogni cammino « chiuso, regolare a tratti, contenuto in
D. Si consideri la circonferenza  centrata nell’origine, di raggio 1, orientata
positivamente. Per la formula integrale di Cauchy applicata alla funzione
tan z, analitica su e dentro ~, risulta

1
Lf(z)dz:/ymdz:2wi;tanz = 27i # 0

2
z 2=0 cos= 0

Pertanto f non ha primitiva in D.



Esercizio 5 Calcolare l'integrale

1
—d
/7 sin(z~1) =

dove v & la circonferenza centrata nell’origine, di raggio 1/5, percorsa in
verso antiorario.

[punteggio 6]

La funzione 1/sin(z~!) ¢ analitica ovunque ad eccezione dei poli semplici
nei punti z, = (nﬂ)’l, n = £1,42,..., e della singolarita non isolata in
z = 0. Detta 1 la circonferenza centrata nell’origine, di raggio 1, percorsa
in verso antiorario, la funzione 1/sin(z~!) risulta analitica su v; e al suo
esterno, e per il teorema del residuo all’infinito si ha

1 1 1
/ 71dz = 27iRes O N
+ sin(z~1) 2=0 22 sin(z)

Tale residuo puo essere calcolato considerando che per 0 < |z| < oo vale lo
sviluppo in serie di Laurent

1 1 1
2 qj -2 23 20 27
ZSIH(Z) Zz—yﬁ‘ﬁ_ﬁ—i-...

1 1

231—<§—§+...)

1 22 24 22 24 2

= 1+(3!—5!+...)+<3!—5!+...> +...
3 1 1 1

Pertanto

1 1
/ ——dz=2ri = oi.
+ sin(z71) 3 3

Per il principio di deformazione dei cammini, risulta

1 1 1 1
/ ﬁdz = / ﬁdz + / ﬁdz + / ﬁdzv
+ sin(z~1) - sin(z71) . sin(z71) ~_ sin(z™1)

dove 4 sono circonferenze, centrate nei punti +7 !, orientate positivamente
e di raggio minore di min(1/7m —1/5,1 — 1/7). Poiché

1 1
R =
el sin(z~1)  sin’(z71)

z=*tn—1 us

concludiamo
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Esercizio 6 Dimostrare che il seguente integrale improprio € convergente
e calcolarne il corrispondente valore:
/+°° xsin(3z) + 3

dzx.
oo z2+1

[punteggio 6]

Si consideri la funzione complessa f(z) = (ze* + 3i)/(2%2 + 1) che ha poli
semplici in z = +i e la si integri lungo il perimetro -y, orientato positivamen-
te, del quadrato di vertici —Ry, Rg, Ro +i(R1 + R2), —R1 +i(R1 + R2), con
Ry >0, Ry >0e Ry + Ry > 1. Per il teorema dei residui si ha

/f(z)dz = 2miRes f(z)
5 zZ=1

ie™3 + 3i
2i
=in(3+e73).

= 27i

D’altro canto

4
[ fea:=3" [ s
Y k=1 Ak

dove M\i(z) = o, —R; < o < R, MAa(y) = Re +1iy, 0 <y < Ry + Ry,
A3(7) = 2 +i(R1+R2), R2 > 2> —Ry, e M(y) = —Ry+iy, Ri+ Ry >y > 0.
Gli integrali lungo i cammini che compongono - valgono

Re peidr 4 3j

de= [ Ty
[ s /Rl S

Z,

Ri+R2 R : i3R2—3y 3i
f(z)dz:/ ( 2+1y)e. ’ + lidy Ri1,Ra—00 0,
A2 0 (Rz +iy)? +1
—R1 i3$73(R1+R2) 3
f(z)dz:/ e PO gy Buflamee,
A3 Ro (33’ + I(Rl =+ RQ)) + 1
R1,R2~>oo

0.

f(z)dz = /0 (—R1 + iy)e*i3R173y + 3iidy
N L I R

Pertanto esiste il limite

. Ro mei?;:z: 4 3i +00 xeii}:}c 4 3i
lim — dx = i

dz =inr(3+e7%).
R1,R2—00 —Ry [E2+1 —00 .’L'2+1 r 17T( +e )

Prendendo la parte immaginaria di questa espressione, si conclude

+o0 :
/ xsin(3x) + de — (34,

oo z2+1

Si noti che, prendendo la parte reale della stessa espressione, si ha

20 1 cos(3z)
TP e =
/Oo 21 o 0

in accordo con il fatto che la funzione integranda & dispari.



